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I. I NTRODUCTION

Ce TP s’effectuera sous MATLAB. La première étape dans l’́etude d’une śerie chronologique consiste
à d́etecter la pŕesence de facteurstendanceet saisonnier, et le caśech́eantà les estimer pour pouvoir les
retrancher aux données. On se trouve alors en possession de ce que l’on nommefluctuations ŕesiduelles, en
d’autres mots, la partie aléatoire de la śerie chronologique. Or, bien que non déterministe, cette composante
peut avoir une structure particulière qu’il est alors important d’identifier. Une solution consisteà mod́eliser
cette partie aĺeatoire par un processus ARMA dont il faudra estimer les différents param̀etres. Une fois
cette secondéetape d’identification effectúee nous pouvons estimer avoir expliqué au mieux la śerie
chronologique consid́eŕee, car alors seul le bruit blanc en entrée de l’ARMA reste inconnu. La phase
explicative achev́ee, les donńees de la śerie chronologique peuvent alorsêtre utiliśees pour par exemple
prédire soit des donńees futures, soit des données pasśees. Ce TP consistera doncà mettre en oeuvre la
technique de prédiction d’un processus ARMA décrite en cours. L’estimation des paramètres d’un ARMA
sera abord́ee dans un autre chapitre du cours.

II. H YPOTHESES ET NOTATIONS

A. Mod̀ele

Rappelons l’expression d’un processus ARMA(p,q) not́e {Xi} suppośe centŕe (i.e. de moyenne nulle):

Xi − φ1Xi−1 − · · · − φpXi−p = Zi + θ1Zi−1 + · · ·+ θqZi−q (1)

où {Zi} est un processus aléatoire blanc centré de varianceσ2 qui sera supposé gaussien dans la suite
du TP, òu {φk}, {θk}, p et q sont les param̀etres du processus ARMA supposés connus (ou du moins
estiḿes). Par ailleurs, un processus ARMA est ditcausals’il peut êtreécrit sous la forme d’un MA(∞) :
les coefficients de ce processus MA seront notésψk par la suite. Une autre expressionéquivalentèa (1)
est donńee à l’aide de l’oṕerateur retardB:

φ(B)Xi = θ(B)Zi (2)

où les polyn̂omesφ et θ, de degŕes respectifsp et q, ont pour coefficients les paramètres{φi} et {θi}
cités dans (1) avecφ0 = θ0 = 1.

B. Application

A titre d’exemple et d’application pour le TP, nous considérerons le processus ARMA(3,2) {Xi} défini
parφ(B) = −(B+3)(B+2)(B−7)/42, θ(B) = (B−5)(B−3)/15 et σ2 = 1. Tout d’abord, v́erifier que le
processus{Xi} est bien causal. Puis, sous MATLAB, en utilisant la fonctionfilter, géńerer le processus
{Xi} à partir de1000 échantillons ({Zi} sera suppośe gaussien). Représenter dans une seule fenêtre
graphique, la courbe de{Zi}, de{Xi} (en 100 points) et les courbes des autocorrélations respectives (en
50 points). Les fonctions d’autocorrélation seront calculéesà partir des1000 échantillons. Commenter
alors les courbes (une tendance est-elle présente, un facteur saisonnier, peut-on différencier le processus
ARMA du bruit blanc uniquement en observant les autocorrélations correspondantes?).



(a) Comparaison entre un bruit blanc et un ARMA

III. C ALCUL DE L’ AUTOCOVARIANCE D’ UN ARMA CAUSAL

La méthode utiliśee dans ce TP est appelée ḿethode paŕequation aux diff́erences.

A. Principe

La fonction d’autocovarianceγ d’un processus ARMA(p,q) se calcule de manière ŕecursive en utilisant
l’ équation suivante:

p∑
i=0

φiγ(k − i) =

 σ2
∑q

j=k θjψj−k si 0 ≤ k ≤ q

0 si k > q
(3)



(b) Autocovariance d’un ARMA

Ce qui impose d’avoir préalablement calculé et ce de manière ŕecursive les coefficientsψj du polyn̂ome
ψ = θ/φ pour 0 ≤ j ≤ q. Pour cela, on peut utiliser leśequations suivantes:

(ψj)0...q ←


ψ0 = 1

ψj −
∑min{p,j}

k=1 φkψj−k = θj si 0 ≤ j ≤ q

ψj −
∑min{p,j}

k=1 φkψj−k = 0 si j > q

(4)

B. Application

Calculer et repŕesenter graphiquement la fonction d’autocovariance du processus{Xi} décrit ci-dessus,
puis comparer-la avec celle estimée à l’aide de la fonctionxcov.



IV. PRÉDICTION À UN PAS D’ UN ARMA CAUSAL

A. Principe de l’algorithme des Innovations

La pŕediction de la composantêXn+1 à partir desn premìeres composantesXi s’effectue de manière
récursive en utilisant l’́equation suivante:

X̂n+1 =


∑n

j=1 θnj(Xn+1−j − X̂n+1−j) si 1 ≤ n < max{p,q}∑p
j=1 φjXn+1−j +

∑q
j=1 θnj(Xn+1−j − X̂n+1−j) si n ≥ max{p,q}

(5)

Les composantesθnj se d́eduisent du système d’́equations suivantes:

v0 = κ(1,1)

θn,n−k = v−1
k

(
κ(n+ 1,k + 1)−

∑k−1
j=0 θk,k−jθn,n−jvj

)
pour 0 ≤ k ≤ n− 1

vn = κ(n+ 1,n+ 1)−
∑n−1

j=0 θ
2
n,n−jvj

(6)

où:

κ(i,j) =



σ−2γ(i− j) si 1 ≤ i,j ≤ max{p,q}

σ−2 (γ(i− j)−
∑p

r=1 φrγ(r − |i− j|)) si min{i,j} ≤ max{p,q} < max{i,j} ≤ 2max{p,q}∑q
r=0 θrθr+|i−j| si min{i,j} > max{p,q}

0 sinon
(7)

La fonction d’autocovarianceγ du processus ARMA{Xi} doit donc être calcuĺee avant d’engager la
phase de prédiction.

B. Application

Séparer le processus ARMA géńeŕe dans la section (II) en deux processus. A partir du premier, nous
allons pŕedire successivement leséchantillons suivants. Le second processus va de ce fait nous permettre
de mesurer la justesse de la prédiction. Nous ŕealiserons plusieurs fois cette expérience afin d’obtenir une
quantit́e plus connue sous le nom d’erreur quadratique moyenne, celle-ci sera fonction de l’écart temporel
entre l’instant de pŕediction et l’instant de la dernière observation du processus.

V. CONCLUSION

Il est possible de prédire l’échantillon du processus̀a l’instantn+ h, avech > 1 et òu n est l’instant
de la dernìere observation du processus, sans avoir besoin de prédire leséchantillons interḿediaires. Cette
méthode pŕesent́ee en cours reposéegalement sur l’algorithme des Innovations.


