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II.

TD de TRF — Liste 4

Polyndmes de Tchebycheff de 19 espéce T, (x)

1.

Montrer que cos né peut étre exprimé comme un polynéme en cos &, soit :
cosn@=T,(cosb).

Déterminer le degré et la parité de 7, (x) . Montrer que le terme de plus haut degré de 7, (x) vaut :
[f] 2k 1
cr=2"",
k=0
ou le symbole [x] désigne la partie entiere de x.

Etablir la formule de récurrence :
T,.x)=2xT,(x)+T,;(x)=0 , n2=1.

Etablir la relation d'orthogonalité :

0 si m#n,
+1
J. L) -2 =% 6 m=n>0,
_1 1—x2 2
T si m=n=0
+1 dx
Endéduirequepourtoutm<n:I x" T,(x)——=0.
-1 I-x

Etablir le développement (on pourra supposer |x| <1),pour O<¢t<1 :
-
-2t +1%

Ty(x)+2 Y T,(x) "=

nx1

L'espace C[-1, +1] des fonctions réelles continues dans [-1, +1] est supposé muni du produit scalaire :

[T f0gk)
(fag)—J._l ﬁdx-

Soit feC[-1, +1] et f la meilleure approximation de f au sens de la norme déduite du produit scalaire

précédent dans le sous-espace engendré par 7y(x),...,7,(x) :

f)=2 T ().
k=0

Calculer (c; ) en fonction de fet (7},).

Les polynémes (T k) forment-ils un systéme complet dans C[-1, +1] (dites pourquoi) ? En déduire une

relation entre || / ||2 et la suite des (c; ).

Calculer et représenter graphiquement la convoluée des deux fonctions l[_ a.d] (x) et 1[—b,b] (x) (on

supposera a <b).

. 3 . 4
s .y sin” x sin” x
En déduire les valeurs des intégrales j 3 dx et j 7 dx .
R X R X

Montrer que si la TF f (v) de la fonction f{f) est nulle hors de [-B, B], on a pour tout

a>27B: f(1)» 04

= f(¢) (ou * estl'opérateur de convolution).



II1. Relation du parallélogramme

1.

2.

Tous les géométres connaissent le lemme de la médiane : étant donné un triangle ABC, et M le milieu du

coté BC,ona: AB* + AC? =24AM? ﬁL%BC2 . Démontrer le lemme de la médiane.

On sait que dans tout espace euclidien (i.e. un espace vectoriel normé dont la norme dérive d'un produit
scalaire), la relation du parallélogramme a lieu :

e ofF e =i =2l P m
Montrer que l'espace R” des vecteurs x = [xy,...,x, ]T muni de la norme ||x||oQ =sup |xk
k

n
[l = 2.

k=1

, puis de la norme

, n'est pas un espace euclidien (prendre n = 2 et donner un contre-exemple).

1
, puis de la norme | f], = Io |f(x)| dx.

Méme question dans C[0, 1], muni de la norme || f ||oo = sup | f(x)
0<x<1

Montrer que dans un espace euclidien réel, dont le produit scalaire est noté (x, y), la relation suivante a
lieu :

()= [+ =17 @

IV. Inégalités de Holder et de Minkowski

1.

. . 1 1 . T
Soient p et ¢ deux nombres réels > 1 tels que —+—=1. En évaluant les deux surfaces indiquées sur la

P q
figure établir 'inégalité : Y

a? b? d S e
ab<—+— (a,b=>0). (1) 2
p q x

a

Soient f'et g deux fonctions numériques (a valeurs dans R ou C) telles que
J. |f|pd,u<oo,j |g|qd,u<oo.
Q Q

Etablir I'inégalité de Holder :
1/q

1/p
[, il aus| [ ipau] |[ lepan o
Q Q Q

(Indication : la relation cherchée est homogeéne ; si elle a lieu pour fet g, elle a lieu aussi pour afet fg. 1l

suffit donc de considérer le cas ou J. | f |p d ,u:J. | g|q du=1. Intégrer alors les deux membres de
Q Q

I'inégalité (1), apres y avoir remplacé a par | f | et b par | g| ).

Etablir I'inégalit¢ (p>leta,b>0):(a+b)” <27 (ap + bp) (observer que la fonction x”,p>1,x>0,

est convexe : la corde joignant deux points de la courbe est au dessus de la courbe).
En déduire que si fet g sont deux fonctions de puissance p™“ sommable, leur somme est de puissance p
sommable.

éme

Soient f et g deux fonctions de puissance p“° sommable (p>1). En observant que

| f+ g|p < | f+ g|p - | f | + | f+ g|p _1| g| et en appliquant deux fois au second membre 1'inégalité de Holder

avec p'= Ll’ q'= p, établir I'inégalité de Minkowski :

) 1/p 1/p 1/p
U |f+g|"du} s“ |f|pdﬂ} +U |g|pdﬂ} 3)
Q Q Q

En déduire que dans l'espace LP(Q, A4, u) des (classes d'équivalence pour 1'égalité pp des) fonctions de

1/p
puissance p” sommable, ol p > 1, la relation || f ||p = “. | f |p d /J} définit une norme.
Q



