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I. 1. Etablir la relation :

_ Z sin(Zn —1)x

, O<x<r. 1
2n—1 M

2. Onnote S,(x) lan®™ somme partielle de la série précédente :

sin(2n —1)x

S (x)=sinx+...+
a2 (X) 1

Calculer l'abscisse du premier maximum de S, (x) quand x parcourt l'intervalle [0,7].

3. Calculer l'ordonnée du premier maximum, et montrer qu'elle tend si # tend vers l'infini vers :

17 si
:_J‘ sInx d
2Jo X

(indication : pour le calcul de l'ordonnée, écrire que S, (x):_[: S,; (¢t)dt . Pour le calcul de M,

justifier soigneusement l'interversion de la limite et du signe somme).

. L . sinx
4. Par une minoration simple de la fonction
x

de la série (1) est-elle uniforme dans |0,7[ ?

entre 0 et 7z, montrer que M > /4. La convergence

I1. (Fonction caractéristique de la loi de Gauss). TF de la gaussienne.
Cet exercice a pour but d'établir la relation :

o(u) = \/_J‘ dx=e 2.

2 N
Intégrer la fonction f(z)=¢ * 2%z 1o long du contour suivant :

iu

‘L74 & 72 T

-R R
Montrer que l'intégrale de fle long de y, et y, tend vers 0 si R — o, puis en déduire @(u).

En déduire la TF (Transformée de Fourier) de g(¢) =exp (— %/ 2)/ 27z définie par :

0= e ar.



III. (Polyndémes de Legendre) On note C[—1,+1] l'espace des fonctions réelles, continues, définies dans

+1
l'intervalle fermé [— 1,+1]. Cet espace est supposé muni de produit scalaire : (f,g) = j f(t) g(t) dr.
-1

am (-1
Dans C[—l,+l] , on considere la suite des polyndmes de Legendre Fy(¢)=1, P,(¢) = ! ( )
0 " 2"n!  dt"

,n>1.

1. Calculer A, B, A, P, .

2. Montrer que P, estun polynome de degré n et calculer le coefficient de ¢" .

3. Onpose u,(t) = (t2 - ly . Montrer que toutes les dérivées de u,, jusqu'a l'ordre n - 1 s'annulent aux
points -1 et +1.

+1

4. En déduire que pour tout m<n: j P,(¢) " dt=0 (indication : intégrer par parties).
-1

5. Déduire de la question précédente que pour tout m #n: (P,,P,)=0.

5 +1 ) 2
6. Montrer que ||Pn || =j_1 B (1) dtzm.

7. Le systéme des polynomes de Legendre est-il complet dans C[—1,+1] ? (dites pourquoi).

IV. 1. On rappelle qu'une suite (Sn )nZO de nombres complexes est convergente au sens de Césaro si la suite

. . Sopt...+S,_
des moyennes arithmétiques o, = -2—"—""=L est convergente dans C .

n
Montrer que si la suite (Sn) converge au sens ordinaire et admet la limite s elle converge au sens de

Césaro et admet la méme limite.

o . L. x LI
2. Application : lemme de Kronecker : si la série Z —L est convergente, la suite —Z x; >0

a1 1 Ly

x o .
~m.observer que pour k >2, x; = k(s; —s;_;) et utiliser la question 1.).
m

k
(poser s;, = Z
1



