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1 Généralités
De nombreux systemes physiques peuvent étre schématisés du point de vue de la théorie du signal par le lien
entre le signal d’entréeet le signal de sortie
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Cette correspondance entre I'entrée et la sortie seraswotéie). Ce type de représentation qui ne prend pas en
compte les composantes internes du systéme est qualifiée de représentation externe. Certains systémes ont des
propriétés particulierement importantes et simples. Tout systéme linéaire, continu et invariant (LCI) vérifie les
trois propriétés suivantes :

(P1l)  H\rey(t) + Azex(t)) = A H(e(t)) + A, H(ex(t)) : linéarité
(P2) silim,..{e}=ealorslim,_. {H(e)} = H(e) : continuité
(P3)  sig(t) = H(e(t)) alorss(t-T) = H(e(t-1)) : invariance par translation

Il se trouve que H est une convolution: on a pris I'habitude d’appeler filtre tout systéeme de convolution.
Autrement dit, la correspondanse= H(e) est de la formes = H O e = e O H, ou Odésigne le produit de
convolution. Si le filtre est destiné a recevoir essentiellement des signaux continus en temps on parle de filtrage
analogique. Naturellement un tel filtre peut aussi recevoir des impulsions. Si le filtre est destiné a recevoir
uniguement des signaux discrets, on parle alors de filtiggal ou biennumérique

2 Filtrage analogique

2.1 Dirac

Les Diracs sont utiles pour faire le lien entre les fonctions continues et les suites discretes. lls interviennent
grandement en traitement du signal et leur maniement est justifiée par la théorie des distributions. &a Dirac
un support réduit &= 0 et associe a toute fonction contiquea valeur en= 0,

(ED  [@b 3 dt=0)

Un Dirac n’est pas une fonction puisqu’il est nul pbér0O bien que son « intégrale » soit égale & 1. D’ailleurs,
l'intégrale (E1) est juste une notation symbolique signifiant qu'appliquérp nous donnep(0). Notons au

passage qué appartient & I'ensemble des distributions qui ne sera pas décrit ici, si ce n'est qu'au trdvers de
Ajoutons que « I'intégrale » symbolique employargst une notation trés utile dans la mesure ou elle posséde

les mémes propriétés qu’une intégrale classique, incluant changements de variables et intégration par partie. Un
Dirac translaté de, 8(t-T), a une masse concentréeteassociant ainsi a toute fonction contiquea valeur et

= '[,
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En outre, commé&(t-T) est nul excepté podr=T1, nous avong(t) &(t-1) = @(1) o(t-T1). Pour terminer, citons la
formule de Poisson, égalité prise au sens des distributions,

(E3) T nexp{-j2mTf) = 2r ) , &(f - k/T)
rem : par convention on appelieéquencdavariable f et pulsationla variable w vérifiantw = 2rt.

Exercicel : on @pelle peigne de Dirac la distribution 111 = Zné(t—n'D. Déduire de ce qui précede que la
transformée de Fourier au sens des distributions d’'un peigne de Dirac reste un peigne de Dirac.
On donnera I'expression exacte de cette transformée.

2.2 Réponse impulsionnelle

Nous définissons leéponse impulsionnelle d'un filtre H LCI comme la sortie correspondant a I'enteéed,
autrement dit Hf) = h. La réponse impulsionnelle caractérise parfaitement le systéme, et dans le cas d'un filtre
analogique, est le plus souvent une fonction §ER). ou bien de E(IR), c’est ce que nous supposerons ici. Si de
plus,e est une fonction de’(IR) ou de I%(IR), nous obtenons comme expression de la sortiel(e) :



(E4)  S(t) = H(e(t)) = j e(u) h(t-u) du = j h(u) e(t-u) du = h(t) De(t)

Exercice2 : Démontrer que la sortie B)(= h Oe du systeme LCI s’écrit bien sous la forme intégrale (E4).
S’aider de la relation (E2), utiliser également les propriétés du systéme LCI.

En pratique, on est souvent mis en présence d’un systéme dont on ne connait pas en détail les composants, seule
importe la fonction de ce systéme, c’est a dire la relation entre I'entrée et la sortie. L'identification du systéme
est donc l'opération qui permet de caractériser cette relation, c’est-a-dire dans le cadre d'un filtre LCI,
déterminer la fonctioh.

Le plus simple en théorie est de mettre a I'entrée du systéme une impulsion et de recueillir a la sortie la fonction
h, il n’est cependant pas toujours facile de réaliser une impulsion proche du Dirac.

Exercice3: Déterminer la valeur propre de H associée au vecteur propre ®@RpEh déduire une autre
méthode d'identification de la fonctidn

2.3 Causalité, stabilité

2.3.1 causalité

Un filtre est dit causal si et seulement si a une entedaulle pourt < 0 correspond une sore= H(e) nulle pour
t < 0, autrement dit si et seulemenh@) est nulle pour tout < 0. Une telle réponse impulsionnelieest dite
causale.

2.3.2 stabilité
Un filtre est stable si pour toute entréebornée, la sortis = H(e) est elle aussi bornée.

Exerciced : Déduire une condition suffisante de stabilité impliquant la fondiiofi s’avére que cette
condition est en outre nécessaire.

On dit souvent qu'un filtre causal et stableréstisable

2.4 Gain complexe, fonction detransfert

2.4.1 Gain complexe

On appelle gain complexealu filtre la transformée de Fourier TH}{f) de la réponse impulsionnehe |TF{h}(f)|

s’appelle legain en amplitude et arg{TF{}(f)} le déphasagele gain complexe pour I'ensemble des fréquences

f caractérise également le filtre, on parle de représentation dans le domaine fréquentiel par opposition au
domaine temporel. Ce passage dans le domaine fréquentiel a pour conséquence de transformer le produit de
convolution en un produit classique, c’est le théoréme de Plancherel :

(ES)  TH{H(e()X) = TR{h() De)}() = TRhOXT) THe®}X(f)

Par ailleurs, la représentation fréquentielle permet d'observer I'effet du filtre sur I'entrée. Ainsi, en définissant la
bande passante (Af) d’un filtre analogique comme l'intervallé,[f,] dans lequel la quantité 20 log | TH{f) |

reste supérieur ou €gal a une valeur de référence (par exe3d@g on distingue les filtregasse bas (Af = [0,

fi]), les filtrespasse haut (Af = [f,, +o0]), les filtrespasse bande (Af = [fy, f5]) et les filtrescoupe bande (Af = [0,

f1] U [f,, +0]). Les notations précédentes insinuent que le filtre considéré est réel, son gain complexe est donc
symeétrique par rapport & I'axe des imaginaires purs: on ne regarde alors généralement que lintervalle de
fréquences [0, e[, la représentation sur I'autre moitié d’intervalle s’obtenant facilement par symétrie axiale.

Exercices : Quel est I'effet du filtre dont le gain complexe vérifie TKf) = 1l.rr;. Calculer la réponse
impulsionnelleh correspondante.

Citons pour terminer la formule des interférences, faisant intervenir les densités spectrales de puissance (DSP) de
I'entréee et de la sortis:



(E6) TR0} (f) = TF{h()} (OF TR{v(D} (F)

ou yi(1) est l'autocovariance temporelle du siggé). A noter que la définition dg(t) varie selon qug(t) est
déterministe ou non, si le signal est stochastique, il sera supposé stationnaire au sens large.

2.4.2 Fonction de transfert, stabilité

On appelle fonction de transfert du filtre H la transformée de Laplace monolatérale de la fonttiaile se
définit ainsi :

(E7)  TL{h}p) = Ih(t) expEpt) dt en intégrant sur [Ops|

On a alors le théoreme de Borel, non sans rappeler celui de Plancherel pour la transformée de Fourier, en
supposant que les fonction&) ete(t) sont nulles pour< 0 :

(E8)  TL{H(e®)}(p) = TL{h(t) De(®}(p) = TL{h(OX p) TL{eO}(p)

La transformée de Laplace a plusieurs utilités, elle sert principalement a étudier les propriétés asymptotiques et
de stabilité des filtres analogiques, notamment quand ces derniers sont causaux. Par ailleurs, elle permet par
passage a la limite sur I'abscisse de convergence, de calculer les transformées de Fourier qui ne sont pas
accessibles directement.

Revenons au probléme de stabilité d’'un filtre analogique : lorsqu’'on a acces a sa fonction de trapsfert en
systeme est ditable si cette derniére posséde tous ses pdles dans I'ensemble des réels strictement négatifs.

3 Filtrage numérique

Soient e(n) = e(t)LLI le signal numérique d'entrée ol est la période d’échantillonnagesét) la sortie du filtre.
Le systeme dit numérique, est également caractérisé par la réponse impulsioelll ét(vérifie

(E9)  s(n) = H(en) = Y ph(p) en—-p) = 3 ph(n-p) &(p) =h(n) De(n)
Cette formule est parfois appelée formule de « convolution discréte ».

3.1 Transformée en z et fonction de transfert

Soit y(n), n appartenant a I'ensemble des entiers relatifs, une suite, on lui associe de fagon unique la fonction
TZ{y(M}(2) = ny(n) Z", définie dans le plan complee On démontre qu’une telle série converge posiRyY

<|z| <R < +o. La fonction de transfert du filtre H s’écrit alors Tgf)}(2) = > nh(n) Z". Elle permet I'étude

des propriétés asymptotiques et de stabilité du systeme.

Par ailleurs, on retrouve le résultat du théoréme de Borel dans le cadre de la transfarmée en

(E10) TZ{s(M}(2) = TZ{h(n}(2) TZ{eM}(2)

3.2 Causalité, stabilité

Unsignal y est causal s et seulement si TZ{y(n)}(2) converge pour | z| > Ry = 0. Il est anti-causal si TZ{y(n)} (2
converge pour | z | < R < +o0. Quant au filtre, il est causal si et seulement si h(n) s’annule pour tout < 0, donc si
TZ{h(n)}(2) converge pourq| >R, = 0.

n
Notons que si un systéme H est causal, ainsi que son enalées on a H{(n)) = Z h(p) e(n—p). On démontre
gu’il est stable si et seulementEiEo [h(n) | < eo. p=0

Rajoutons que la condition de stabilité portant sur la fonction transfer’an systéme causal est que tous ses
pbles complexes soient de module strictement inférieurs a 1, c’est-a-dire qu'ils se trouvent a l'intérieur du cercle
unité.

Exerciceb : Un filtre récursif d’'ordre 1 vérifie(n) — a s(n-1) =B e(n). En utilisant le théoréme du retard,
déterminer la fonction de transfert du systéme. En supposant le systéme causal, pour quelle
valeur den, est-il stable ?



