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II : VARIABLES ALEATOIRES 
II.1- Applications mesurables 
 1.Eléments aléatoires 
Définition 1 
On appelle  élément aléatoire une application ),(),,(: 22111 ττ Ω→Ω PX  d’un espace 
probabilisé vers un espace probabilisable telle que 12

1
2 )(a  on τττ ∈∈∀ −XE , autrement dit 

une application mesurable relativement à une paire d’espaces probabilisables 
),(,),,( 2211 ττ ΩΩ P , le premier étant muni d’une mesure de probabilité. 

Propriété 1 
L’espace ),( 22 τΩ  peut alors également être muni d’une mesure de probabilité 2P , dite 
mesure image (ou encore loi image) de 1P  par X et qui est définie par : 

))(( )( 1
122 EXPEPE −=∈∀ τ  

Propriété 2 
La famille d’événements { } 12

1 ),( ττ ⊂∈− EEX  est une tribu sur 1Ω , notée Xτ . Elle est 
appelée tribu engendrée par X sur Ω . 
 
2. Variables aléatoires 
Définition 2 
Une VA (variable aléatoire) N dimensionnelle X sur un espace probabilisé ),,( PτΩ est une 
application : 

NRXX ∈→Ω∈ )(: ωω   
mesurable relativement à ),(et  ),( NN BRτΩ .  
Pour vérifier si X est mesurable, il est possible d’utiliser les critères donnés ci-dessous (le 
second étant le plus simple). 
Propriété 3 (critères de mesurabilité) :  
• X est mesurable ssi pour tout pavé N-dimensionnel NRE ∈  on a 

{ } τωω ∈∈=− EXEX )(:)(1 . 
 
• 

NRXX ∈→Ω∈ )(: ωω  est mesurable ssi  
τ∈∞−××∞−∈∀ − [),]...[,(],),...,( 1

1
1 N

N
N xxXRxx  

 
Variables marginales 
A une application X donnée sont associées les N  applications RX i →Ω:  qui correspondent, 
chacune , à ce qu’on appelle une VA monodimensionnelle :  

))(),...,(()( 1 ωωωω NXXX =→  
Les iX  sont évidemment toutes déterminées lorsque X est donnée. Plus généralement, pour 
tout entier p tel que Np <≤1  et à p fixé pour tout ensemble S de p indices distincts 

Nii p ≤≤ ,...,1 1 , Np <≤1 , il est possible d’introduire une VA p-dimensionnelle : 
p

ii RXX
p

∈→ ))(),...,((
1

ωωω  
Définition 3 
• On appelle VA indicatrice d’un événement E dans τ  l’application 

  si 1)( EX ∈=→ ωωω et 0=  sinon. Elle est notée E1 . 
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• Une généralisation est d’introduire une partition finie τ∈=Ω ∑

=
i

Ni
i EE ,

..1

et N réels distincts 

Nixi ..1, =  pour construire la VA notée ∑
=

=
Ni

Ei i
xY

..1

1  et définie 

par ∑
=

Ω∈=
Ni

Ei i
xY

..1

),(1)( ωωω . Une telle VA sera appelée VA simple. 

Propriété 4 
Toute VA 0≥X  sur ),,( PτΩ  (cad qui ne prend sur Ω  que des valeurs 0≥ ) peut s’écrire 
comme limite simple sur Ω  d’une suite croissante de VA simples 1, ≥kYk  positives ou 
nulles.  

 
 
II.2-  Loi de probabilité d’une V.A. 
2.1) Définition 4 
La loi de probabilité d’une V.A ),(),,(: NN BRPX →Ω τ est la loi image, notée XP , de P par 
X.  
VA presque sûrement égales 
• Deux V.A. 21 et  XX  sur le même espace probabilisé et à valeurs toute les deux dans 

),( NN BR seront dites presque sûrement égales ou encore égales presque partout si 
{ } 1)()(/()( 2121 ==== ωωω XXPXXP .  

• L’égalité presque sure entre VA est une relation d’équivalence. 
• Si 21 et  XX sont équivalentes alors 

21
XX

PP =  sur NB  mais la réciproque est fausse : 2 

V.A. peuvent avoir la même loi et avoir leurs réalisations distinctes avec une probabilité 
strictement positive (et même avec probabilité égale à 1). L’exemple qui suit illustre cette 
possibilité : 

• τ∈=Ω ∑
=

i
Ni

i EE ,
..1

, Ni
N

EP i ,..,1,1)( == ,  

•  ,..,1 Nxx N réels distincts,  ,.., ,..,
11 NiiN xxyy = où )),..,1((),..,( 1 Nii N σ=  est une 

permutation de la suite ),..,1( N ,  
• Ω∈= ∑

=

ωωω ),(1)(
,..,1

iE
Ni

ixX  et Ω∈= ∑
=

ωωω ),(1)(
,..,1

iE
Ni

iyY   

• les VA X et Y ont la même loi : 

)()),..,((1)),..,((1)(: 11 EPEyycard
N

Exxcard
N

EPBE YNNX =∩=∩=∈∀  

• si par ex (.)σ  correspond à une permutation circulaire et donc que 

ii xyNi ≠=∀ :,..,1  on a !.. 0)( == YXP  
 
2.2) Fonction de répartition 
Définition 5 
  La fonction de répartition d’une V.A. NRX →Ω: est l’application1 : 

[),]....[,][,(])()(          
]1,0[:

21 NXX

N
X

xxxPxXPxFx
RF

∞−××∞−×∞−=<=→
→

 

                                                 
1 Une autre définition est également utilisée dans la littérature :  N

X RxxXPxF ∈≤= ),()(  
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où Nxx ,...,1  sont les N coordonnées de x . )(et  )( xXPxFX <  pourront respectivement être 
notées ),...,(et  ),...,( 111,...,1 NNNXX xXxXPxxF

N
<< pour bien distinguer les N coordonnées 

aléatoires. 
La fonction de répartition d’une V.A. ne dépend de cette dernière que par l’intermédiaire de 
sa loi de probabilité. Deux V.A. distinctes pouvant avoir la même loi elles peuvent donc avoir 
la même fonction de répartition. Comme précisé dans les 2 prochains théorèmes la relation 
entre fonction de répartition et mesure de probabilité est biunivoque. 
 
Théorème 1  
 La donnée de XF est équivalente à la donnée de XP , c.a.d. : 
a) XP détermine XF  (ce qui est évident d’après la définition),  
b) XF détermine XP , (ce qui est beaucoup moins évident) : 
 si 2 mesures 21 et  PP sur ),( NN BR coïncident sur tous les boréliens de la forme 
{ } NRxxX ∈< , , ce qui revient à dire que leurs fonctions de répartition respectives 1F  et 2F  
sont égales sur NR , alors elles coïncident également sur NB c.a.d. sur l’ensemble de  tous les 
boréliens. 
 
Propriété 5 (propriétés des fonctions de répartition)  
• Ni ,...,1=∀ les applications partielles ),...,( 1 NXi xxFRx →∈  sont non décroissantes et 

continues à gauche2, 
• si −∞=∃ ixi   t.que alors 0),...,( 1 =NX xxF  
• si +∞==∀ ixNi   ,...,1 alors 1),...,( 1 =NX xxF  
• si 1=N  1)( =+∞XF  et 0)( =−∞XF  

• Avec ,..),,(,..),,(,..),,(, zyafzybfzyxf
def

x
ba −=∆ , ∀ le sous-ensemble de K indices 

distincts { } { }Nii K ,..,1,..,1 ⊂  et  ∀  les  K intervalles Rba ii ⊂[[
11

 :      

0),..,()( 1
1

, ≥∆∏
=

NX

K

l

x
ba xxFl

lili
 

      Pour N=2 par exemple cette condition s’écrit : 
=∆∆∀ ),( :',',, ,',' yxFbaba X

x
ba

y
ba 0)',(),'()',()',( ≥+−− aaFbaFbaFbbF XXXX . 

Théorème 2 
Pour toute fonction ]1,0[: →NRF  possédant les propriétés ci dessus il existe une mesure de 
probabilité sur ),( NN BR  admettant F comme fonction de répartition, cette mesure étant 
unique du fait du théorème précédent. On appellera cette propriété propriété de prolongement. 
 
Remarque ( V.A. à valeur presque sûrement finie) : la définition classique d’une VA implique 
que  les événements du type { }±∞=iX  correspondent à l’événement impossible. La 
définition peut cependant être étendue quand cela est nécessaire. Considérons par exemple la 
modélisation d’un jeu consistant à lancer de manière répétitive un dé choisi une fois pour 
toutes au hasard entre un dé A et un dé B. Introduisons alors la VA X égale au nombre 
d’essais nécessaires pour obtenir pour la première fois la suite de résultats consécutifs 

)5,5,4,4,1,1(  et supposons que le dé A est normal alors  que le dé B est truqué, avec 2 faces 
                                                 
2 Continues à droite avec la définition )()( xXPxFX ≤=  
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portant le numéro 2 et aucune l’as. Dans ce cas non seulement l’événement { }∞=X  n’est pas 
impossible mais de plus sa probabilité sera non nulle et égale à 1/2 (on peut le montrer). 
 
II.3-Classification et décomposition des lois sur ( NN BR , ) 
Les lois sur NN BR , peuvent être classées en 3 catégories :  
 lois discrètes, 
 lois absolument continues, 
 lois mixtes (cad toutes celles qui ne sont ni discrète ni continue) 

 
Lois discrètes 
Une V.A. X est dite de loi discrète si il existe un sous-ensemble  

{ } N
i RIIixV ⊂∈= edénombrabl ,,  tel  que 1)( =VPX . 

Dans ce cas { } )()()( borélien  X ∑∑
∈∈

===∀
Ex

i
Ex

iX
ii

xXPxPEPE  

La loi (et donc sa fonction de répartition) est complètement spécifiée par ce qu’on appelle sa 
distribution de probabilité, définie ci-après.  
 
Définition 6 
 On appelle distribution de probabilité (de la VA de loi discrète X ou plus précisément de sa 
loi discrète XP ) sur l’ensemble de valeurs  , Iixi ∈  l’ensemble  des  , Iipi ∈  : les ip  sont 
‘distribuées’ sur les ix . 
 
Propriété 7 
Une loi de probabilité discrète est complètement spécifiée par sa distribution de probabilité 
Exercice : le montrer 

 
 
Remarque : Ne pas confondre avec le terme anglais distribution function  utilisé par les anglo-
saxons pour désigner une fonction de répartition. 
La fonction de répartition  XF  est dans ce cas une fonction étagée (en forme d’escalier N-
dimensionnel). Elle prend ses valeurs dans un ensemble dénombrable de réels éventuellement 
fini entre 0 et 1. Les points de discontinuité correspondent exactement à l’ensemble { }Iixi ∈, , 

XF étant constante en dehors de ces points. 
 
Lois absolument continues 
 Une V.A. est dite de loi absolument continue si il existe une fonction +→ RRp N

X :  appelée 
densité de probabilité et qui est telle que : 

∫
∈∈

=∈=∈∀
NREx

XX
N dxxpEXPEPBE )()()(, 3 

Dans ce cas : 
• La fonction de répartition XF est continue, dérivable, et s’obtient par intégration, 

                                                 
3 En toute rigueur Xp  doit être mesurable et l’intégrale prise au sens de Lebesgue mais dans les cas 

courants Xp  est continue sauf sur un ensemble négligeable de points et la notion ordinaire d’intégrale de 
Rieman généralisée suffit. 
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NN

xu xu
XNX duduuupxxF

NN

...),...,(...),...,( 111

11

∫ ∫
< <

=  

• la densité s’obtient par dérivation de la fonction de répartition,  

 N
NNXNX

N

N

RxxxxpxxF
xx

∈=
∂∂

∂ ),..,(),,..,(),...,(
.. 111

1

 

 
Puisque la densité de probabilité d’une VA X de loi absolument continue spécifie la  fonction 
de répartition, elle spécifie également sa la loi de probabilité. 
 
Remarque :  on utilise p (minuscule) pour noter une densité de probabilité alors que P 
(majuscule) est réservée pour désigner une mesure de probabilité. 
 
Interprétation ‘physique’ : 
Tout comme en intégrant une densité de masse sur un volume on obtient la masse de ce 
volume ou en intégrant une densité de charge électrostatique sur un domaine on obtient la 
charge totale supportée par ce domaine on peut dire qu’en intégrant une densité de probabilité 
sur un sous-ensemble de NR on obtient la probabilité de ce sous-ensemble c’est à dire la 
probabilité pour qu’une réalisation ))(),..,(( 1 ωω NXX  de ),..,( 1 NXX  lui appartienne . 
 
Propriétés 8 
• Xp  NRsur  0≥ 4 
• 1)( =∫ xp

NR
X  

 
Lois mixtes 
Une V.A. est dite de loi mixte si elle n’est ni discrète ni absolument continue. On peut en fait 
démontrer le résultat suivant : 
 
Théorème 3 (décomposition d’une loi de probabilité) 
Toute mesure de probabilité XP sur ),( NN BR peut se décomposer comme suit : 

))(...()(:borélien EPPPEPE SGACDX γβα ++=∀   où 

• )(.)(.)(.))(...( EPEPEPEPPP SGACD

def

SGACD γβαγβα ++=++ , 
• γβα ,, sont 3 réels 0≥  de somme 1, DP  et ACP  sont respectivement une mesure de 

probabilité discrète et une mesure de probabilité  absolument  continue sur NB , 
• SGP est une troisième mesure de probabilité sur NB  dite singulière  qui n’est ni discrète ni 

absolument continue . 
 
→quand 1=α  XP  est discrète,  
→quand 1=β  XP  est absolument continue, 
→une loi XP  qui n’est ni discrète ni absolument continue est donc une loi telle que  

1≠α et 1≠β . 

                                                 
4 Du moins en tout point où Xp  est continue ; des valeurs négatives peuvent être admises sur un 

ensemble de ‘volume nul’ dans RN dit ensemble négligeable. 
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Dans le cadre des sciences de l’ingénieur si 1=N  on considère que 0=γ , cad que la partie 
singulière n’existe pas. Ceci n’est plus vrai pour 1>N car alors la partie singulière peut 
intervenir dans des situations concrètes. 
 
Exemple : Considérons un triangle de sommets A, B, C de coordonnées respectives (0,0), 
(0,1) et (1,1) dans R2 . Un point M est choisi sur le triangle suivant la procédure aléatoire 
suivante : 
• on lance un dé non pipé et on note le numéro N  sortant, 
• si N  est 1 ou 2 on choisit  au hasard l’un des 3 sommets, 
• sinon, si N est 3 ou 4 on choisit un point au hasard sur le périmètre, 
• sinon on choisit un point au hasard sur l’ouvert correspondant à l’intérieur du triangle. 
Choisir ‘au hasard’ signifie avec équirépartition des chances. 
On considère alors les 2 VA correspondant aux 2 coordonnées aléatoires X et Y  dans R2 pour 
le point ainsi choisi. La loi de la VA 2-dimensionnelle 2:),( RYX →Ω  comporte une partie 
discrète, une partie absolument continue et une partie singulière avec 3/1=== γβα  . 
 
Des exemples classiques de lois de probabilité en dimension 1 : 
• Exemples de lois discrètes : 

• Aléa de Bernoulli de paramètre p: { }1,0)( ∈ωX , [1,0])0(1)1( ∈==−== pXPXP  
• Loi Binomiale de paramètres N et p: 

NX ∈)(ω , [1,0],0,)1()( ∈≥−== − pkppCkXP kNkk
N  

• Loi de Poisson de paramètre λ : NX ∈)(ω , 0,0
!

)( >≥== − λλλ k
k

ekXP
k

 

• Exemples de lois absolument continues : 
• Loi uniforme (équirépartie) sur Rba ⊂],[  : sinon 0 ,],[ si )/(1)( =∈−= baxabxpX  
• Loi normale (gaussienne) de paramètres m et σ :  

2
2 )(

2
1exp

2
1)( mxxpX −−=

σσπ
, RmR ∈∈ + ,*σ  

• Loi exponentielle de paramètre a : +∈−= *),(exp)( RaxaxUaxpX  
 

• Loi de Laplace de paramètre a : +∈∈−= *,,exp
2
1)( RaRxxaaxpX  

 
II.4-Lois marginales 
X étant une VA (variable aléatoire) N dimensionnelle sur un espace probabilisé ),,( PτΩ , 
c’est à dire  une application : 

NRXX ∈→Ω∈ )(: ωω  
 
  
 Pour tout entier p tel que Np <<1  et à p fixé pour toute sous-suite ),..,( 1 piiS = de { }N,..,1  
constituée de p indices distincts Nii p <≤ ),...,(1 1 , il est possible d’introduire une VA  
p-dimensionnelle : 

p
ii

def

S RXXX
p

∈=→ ))(),...,(())((
1

ωωωπω  



7/14 
Notes de cours en calcul des probabilités (JJ Bellanger) 

II : VARIABLES ALEATOIRES 
où pN

S RR →:π est l’application ‘projection’ qui retient les p coordonnées dans S  de )(ωX . 
Il est possible de vérifier que l’application Sπ est mesurable. L’application composée 

p
S RX →Ω:Dπ  (notée également )(XSπ ) est donc également mesurable et définit 

effectivement une VA5 
 
Définition 8 
 On appelle lois marginales de la loi XP les lois de probabilité de toutes les VA du type 

)(XSπ  obtenues pour toutes les suites d’indices NpiiS p <≤= 1),,...,( 1 introduits ci-dessus. Il 

y a au plus ∑
−

=

1

1
1

N

k

kC lois marginales distinctes si on impose pii << ...1 . 

 
Dans le but d’alléger les notations décomposons le groupe de N VA  NXX ,..,1  en 2 sous-
groupes pYY ,..,1 , 11 −≤≤ Np  et qZZ ,..,1 , avec Nqp =+ , si bien que 
{ }=NXX ,..,1 { pYY ,..,1 }∪ { qZZ ,..,1 }. Ces 2 sous-groupes correspondent respectivement à une 
VA p-dimensionnelle pour le premier et à une VA q-dimensionnelle pour le second. Nous 
allons voir comment obtenir leurs lois respectives, qui sont des lois marginales comme défini 
ci-dessus, à partir de la loi conjointe de NXX ,..,1 . En fait il suffit pour cela d’obtenir les 
fonctions de répartition correspondantes. 
 
Fonctions de répartition marginales 
Considérons par exemple la loi marginale de pYY ,..,1 et plus spécifiquement sa fonction de 
répartition. On a : 

)),..,,,..,Pr(),..,Pr(),..,( 111111,..,1
+∞<+∞<<<=<<= qpppppYY ZZyYyYyYyYyyF

p
 

où la 2ème égalité s’explique par le fait qu’on a la relation entre événements : 
{ +∞<+∞<<< qpp ZZyYyY ,..,,,.., 111 }= { }pp yYyY << ,..,11

6 
La fonction de répartition p dimensionnelle de Y s’exprime donc en fonction de la fonction de 
répartition N dimensionnelle de X : 

p
ppXXpYY RyyyyFyyF

Np
∈+∞+∞= ),..,(),,..,,,..,(),..,( 11,..,1,.., 11

 
 
Densités de probabilité marginales. 
Dans le cas où il existe une fonction densité de probabilité 

NXX
p

,..,1
il est possible d’en déduire 

une  fonction densité pour le sous-ensemble des p VA pYY ,..,1  . En effet : 

p
p Ryy ∈∀ ),..,( 1 , =<< ),..,( 11 pp yYyYP ∫∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−∞−∞−

..[..
1 pyy

pNpNXX dxdxdxdxxxp
N

..]..),..,( 111,..,1 +  

ppYY

yy

dxdxxxp
p

p

..),..,(.. 11,..,1

1

∫∫
∞−∞−

=  

La fonction de p variables  

                                                 
5 Voir paragraphe sur loi  image de )(XfY = avec X  variable aléatoire et f mesurable. 
6 En supposant que qiZi ,..,1),( =Ω∉∞±  et donc que { } Ω=∞<iZ pour tout i. 



8/14 
Notes de cours en calcul des probabilités (JJ Bellanger) 

II : VARIABLES ALEATOIRES 
),..,( 1,..,1 pYY xxp

p ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

= .. NpNXX dxdxxxp
N

..),..,( 11,..,1 +  

correspond donc à une fonction densité de probabilité pour pYY ,..,1 . 
 
Remarque : on a raisonné ci-dessus pour pYY ,..,1  correspondant aux  p premières coordonnées 
de NXX ,..,1   mais en procédant de manière analogue on peut calculer la densité marginale 
pour SiiXYXY pipi p

=== ),..,(,,.., 11 1
. On trouve alors :  

• ),..,(),..,( 1,..,1,.., 11 NXXpYY xxFyyF
Np

=  où Sxk ∉∞=  si  et Sikyx llk ∈==  si  

• ),..,(
11 ,.., pp iiYY xxp ),..,(

11 ,.., ppii iiXX xxp= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

= ..
pNN kkNXX dxdxxxp

−
..),..,(

11 1,..,  

où  
pNkk XX

−
,..,

1
 sont les N-p composantes du vecteurs de départ qui restent (l’ordre étant 

conservé) lorsque les  p composantes 
pipi XYXY == ,..,

11 ont été supprimées . 
 
II.5-Indépendance entre variables aléatoires 
 
Indépendance entre événements (rappels) 
• Soit un espace probabilisé ),,( PτΩ . Par définition les N événements NEE ,..,1  pris dans τ  

(et qui correspondent donc à N sous-ensembles de Ω ) sont dits indépendants dans 
l’ensemble pour la mesure de probabilité P si pour tout sous-ensemble de K indices 
distincts Kii ,..,1 pris dans { },..,N1 , avec NK ≤≤2 on a ∏

==

=
Kk

k
Kk

k EPEP
..1..1

)()( ∩ . 

• On a donc en particulier  
∏
==

=
Nk

k
Nk

k EPEP
..1..1

)()( ∩  et )()()(,),,1),,( jiji EPEPEEPjiNjiji =∩≠≤≤∀   

mais ces seules conditions ne sont pas en général équivalentes à l’indépendance dans 
l’ensemble (elles ne suffisent pas). 

• Des événements de ),( τΩ  indépendants dans l’ensemble pour une mesure P ne seront pas, 
en général, indépendants dans l’ensemble pour une autre mesure Q sur le même espace. 

• Indépendance entre tribus 
N tribus Nττ ,..,1  sur ),,( PτΩ  sont indépendantes dans l’ensemble si NEE ,..,1∀  pris 
respectivement dans Nττ ,..,1 , NEE ,..,1  est une famille indépendante dans l’ensemble. 

 
Définition 9 
Considérons  N VA NXX ,..,1  sur un même espace probabilisé à valeurs respectivement dans 

Ndd RR ,..,1 où Ndd ,..,1  sont N entiers chacun 1≥ . Un cas particulier est 1..1 === Ndd  auquel 
cas les N VA sont, chacune, à valeurs dans R. On dira que NXX ,..,1  sont indépendantes dans 
l’ensemble si les tribus 

NXX ττ ,..,
1

sont indépendantes dans l’ensemble, cad si pour toute 

famille de boréliens NEE ,..,1  inclus dans  Ndd RR ,..,1 on a :  
)(),..,(

..1
11 i

Ni
iNN EXPEXEXP ∈=∈∈ ∏

=

 

Remarque : la condition d’indépendance inclus les cas où pour certains indices i on a 
id

i RE = (ce qui fait que 1)( =∈ ii EXP pour ces indices). 
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Propriété 9 (critères d’indépendance) 

Soit p VA pZZ ,..,1   de dimensions respectives Ndd ,..,1  définies sur le même espace 
probabilisé . 

• pZZ ,..,1  sont indépendantes dans l’ensemble ssi p

kp

dd
p

k
kZpZZ RzFzzF ++

=
∏= ..

1
1,..,

1

1
sur   )(),..,(   

• Si pZZ ,..,1  admettent une densité de probabilité conjointe, elles sont indépendantes dans 

l’ensemble ssi 
p

kp

dd
p

k
kZpZZ Rzpzzp ++

=
∏= ..

1
1,..,

1

1
sur   )(),..,(  

A titre d’exemple pour 4,..,1,: =→Ω iRZi  et ),( 311 ZZX =  à valeurs dans 2R  et 

22 ZX = , 43 ZX = :  

32  1 et   , XXX  sont indépendantes dans l’ensemble 
• ssi  4

4231,41,.., sur   )()(),(),..,(
423141

RzFzFzzFzzF ZZZZZZ =  

• ssi 4
4231,41,.., sur   )()(),(),..,(

423141
Rzpzpzzpzzp ZZZZZZ =  pour une loi continue 

Exercice : proposer d’autres exemples 
Exercice : donner un critère d’indépendance dans le cas d’une loi conjointe discrète 
 
On retiendra que la possibilité de factoriser la fonction de répartition conjointe, la densité de 
probabilité conjointe (dans le cas continu), la distribution de probabilité conjointe (dans le cas 
discret) sont des condition NS d’indépendance dans l’ensemble pour des VA de dimensions 
quelconques. 
 
Propriété 10  
Si NXX ,..,1  indépendantes dans l’ensemble alors ∀  les N fonctions Ngg ,..,1 (mesurables) de 

la forme 
'

: ii dd
i RRg →  alors les N VA )( ii Xg  à valeurs respectivement dans 

'
idR  sont 

également indépendantes dans l’ensemble. 
 
II.6-Introduction aux lois de probabilité conditionnelles 
 
La notion de loi conditionnelle est à traiter avec précaution car elle  oblige en général à 
considérer des probabilités conditionnelles avec des événements conditionnants de probabilité 
nulle. 
1.Définition 
Soit une paire (X,Y) de VA (définies évidemment sur un même espace probabilisé). On 
appelle loi de Probabilité de Y conditionnelle à xX =  l’application : 

[),[(
[),[,(lim: 0/ dxxxXP

dxxxXEYPBEP dxxXY +∈
+∈∈

→∈ →=  

Avec [,] yB ∞−=  est introduite la fonction de répartition conditionnelle 

[),[(
[),[,(lim: 0/ dxxxXP

dxxxXyYPyF dxxXY +∈
+∈<

→ →=  

lorsque la limite existe.  
Commentaires : 
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• Il est vérifiable que cette cette limite existe E∀  ou y∀  pour tout x sauf pour un ensemble 

de valeurs de x contenu dans un borélien  A tel que 0)( =∈ AXP  et qu’à BE ∈  ou à y 
fixé l’application )(/ EPx xXY =→  est  Xτ  mesurable. 

 
• On ne peut pas utiliser en général une définition + directe (cad sans passage à la limite) 

car on peut avoir 0)( == xXP  (ce qui est vrai pour tout x si X est de loi continue) et sans 
l’utilisation d’un passage à la limite on aurait une forme indéterminée 0/0. Poser 

0)(/ == EP xXY  pour lever l’indétermination ne mène à rien dans le cas où l’ensemble des x 
amenant 0/0 est de probabilité non nulle. 

• La loi conditionnelle, à Ax∈  fixé est une  loi de probabilité sur R. Elle admet toujours 
une fonction de répartition. Elle peut être continue (et elle admet alors une densité de 
probabilité dite conditionnelle), discrète où mixte suivant les cas (et suivant la valeur de 
x). 

2.Propriété : 
 Si X est de loi continue : 

- dxxpFPFYEXPRFE X
Ex

xXY )()(),(, de boréliens , /∫
∈

==∈∈∀   

- dxxpFPFYPRE X
R

xXY )()()(:pour et /∫ ==∈=  

 Si X est de loi discrète à valeurs dans { }IkX k ∈=Ω ,)( α : 
- )()(),(, de boréliens , / k

Kk
XY XPFPFYEXPRFE

k
αα ==∈∈∀ ∑

∈
=  où { }KkE k ∈= ,α    

- )()()(, pour et / k
Ik

XY XPFPFYPRE
k

αα ==∈= ∑
∈

=  

 Que la loi de X soit continue, discrète ou mixte la loi xXYP =/ , à x fixé, peut être continue, 
discrète ou mixte. Si la loi de Y est discrète xXYP =/  est obligatoirement discrète. Si la loi 
de Y est continue il est possible que xXYP =/  soit  discrète. 

 
 
3.Cas d’une loi conjointe absolument continue 
 
Dans ce cas les lois de Y si xX =   et de Y si xX =  admettent des densités conditionnelles : 

)(
),(

)( ,
/ xp

yxp
ypy

X

YX
xXY =→ =  0)(si >xpX  sinon 0et =  

)(
),(

)( ,
/ yp

yxp
ypx

Y

YX
yYX =→ =  0)(si >ypY  sinon 0et =  

Exercice : montrer la formule de Bayes  qui relie les 2 densités conditionnelles : 
 

dyypxp
ypxp

yp
YyYX

Ry

YyYX
xXY )()(

)()(
)(

/

/
/

=
∈

=
=

∫
=  

 
4.Cas d’une loi conjointe discrète 
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Dans ce cas on a { } 1),( =⊂∈∈ ZIkXP kα  et  { } 1),( =⊂∈∈ ZJlYP lβ pour 2 ensembles de 
valeurs (les kα et les lβ ). La loi conjointe est spécifiée par toutes les valeurs de 
probabilités JIlkYXP lk ×∈== ),(),,( βα  (dont certaines peuvent  être nulles7). 
Les lois de probabilité conditionnelles xXYP =/  et xYXP =/ sont alors également discrètes, la 
première étant spécifiée par les probabilités conditionnelles : 

)(
),()/(

k

lk
kl XP

YXPXYP
α

βααβ
=

==
===

),(
),(

lk
Jl

lk

YXP
YXP

βα
βα
==

==
=
∑
∈

IkJl ∈∈ ,,  

et la 2ème par la même formule en échangeant les rôles de X et de Y. Ces probabilités 
conditionnelles constituent une distribution de probabilité (dite conditionnelle) sur les 

Jll ∈,β  
 
Exercice : écrire une formule pour le cas discret analogue à la formule de Bayes  introduite ci-
dessus dans le cas continu. 
 
5.Généralisation : conditionnement en dimension > 2 
Soit ),..,,,..,( 11 NM XXYY  un ensemble de VA sur le même ( P,,τΩ ), chacune à valeur 

respectivement dans 
''

11 ,..,,,.., NM dddd RRRR . Il est toujours possible d’introduire la loi 
conditionnelle de ),..,( 1 MYY conditionnelle à ),..,( 11 nN xXxX ==  que l’on note 

nNM xXxXYYP == ,..,/,.., 111
.  

Par exemple, dans le cas où les NM +  VA admettent une loi conjointe absolument continue 

la loi conditionnelle est également de type absolument continu sur ),( 11
∑∑
M

ii

M
dd

BR  avec une 
densité de la forme :  
 

),..,(
),..,(

),..,(
1,..,

1,,..,,,..,
1,..,/,..,

1

11

111
NXX

MYYXX
MxXxXYY xxp

yxp
yyp

N

MN

nNM
===   0),..,(si 1,..,1

≠NXX xxp
N

 

            sinon  0),..,( 1,..,/,.., 111
=== MxXxXYY yyp

nNM
 

             pour 
∑

∈

N

id

N Rxx 1

'

),..,( 1 . 
 
II.7-Calculs de la loi image d'une VA fonction d'une autre VA 
Le problème est, pour une VA : NX RΩ→ sur ( , , )PτΩ et : N Mf →\ \  mesurable, de 
trouver la loi de la VA Y f X= D , autrement dit de trouver la loi YP  image de XP  par f  (loi 
qui est donc aussi image de P  par f XD ). 
1.Fonction de répartition image 
Le principe du calcul est élémentaire (bien que  le calcul lui-même puisse s'avérer compliqué 
en pratique). On a: 

{ }( ) ( ) ( / ( ) )Y XF y P Y y P x f x y= < = <  où : i iY y i Y y< ⇔∀ <  
2.Image d'une loi discrète 

                                                 
7 En général l’ensemble des ),( lk βα  t. que 0),( >== lk YXP βα  ne représente qu’un sous-

ensemble de l’ensemble produit { } { }JlIk lk ∈×∈ ,, βα  
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Si X  est de loi discrète, cad si { }, : ( ) 1N

i XE x i I P E∃ = ∈ ∈ ⊂ =\ ` , alors évidemment Y.est 
toujours de loi discrète puisque l'image ( )f E  de E par f  est dénombrable et que par 
construction ( ( )) 1YP f E = . En considérant { }( ) ,M

jf E y j J= ∈ ∈ ⊂\ `  la distribution de 
probabilité pour Y s'obtient par : 

: ( )

( ) ( ),
i i j

j i
x f x y

P Y y P X x j J
=

= = = ∈∑  

3.Image d'une loi continue 
L'image YP d'une loi absoluement continue XP  de densité Xp  peut être absoluement continue, 
discrète ou mixte. Tout dépend du couple ( , )Xp f . En particulier: 
 

  si l'image ( )f E  de E est dénombrable de la forme 

{ }( ) ,M
jf E y j J= ∈ ∈ ⊂\ `  

  alors obligatoirement la loi de Y est discrète et s'écrit: 

: ( )

( ) ( ) ,
j

j X
x f x y

P Y y p x dx j J
=

= = ∈∫  

 
 

Transformation par un difféomorphisme par morceaux d'une densité de probabilité 
 
Soit : NX Ω→ \  de loi absolument continue avec une densité Xp  sur N\  et soit 

: N Nf →\ \ . Supposons que: 
• il existe une famille , 1...iO i K=  d'ouverts disjoints dans N\  tels que 

1...

( ) 1X i
i K

P O
=

=∪  (cad que la probabilité pour que X ne tombe dans aucun de ces 

ouverts est nulle). 
•  la restriction de f à chacun des iO  étant notée if  et l'image de iO  par if  étant 
notée '

iO , pour tout i les fonctions ':i i if O O→  correspondent à des difféomorphismes 
(cad des fonctions continuement différentiables et admettant, chacune, une inverse 
continuement différentiable) 1 ':i i if O O− → . 

Soit d'autre part la VA Y f X= D  (on peut montrer que f.est obligatoirement mesurable étant 
données les hypothèses). On va montrer que Y admet une densité de probabilité: 

'

1 1 '

1,..:

( ) ( ( )) [ ]'( ) ,
i

Y X i i i
i Ki y O

p y p f y f y y O− −

=∈

= ∈∑ ∪  où 1[ ]'if
−  désigne la matrice des dérivées 

partielles d'éléments { }
1

2( ) , ( , ) 1,...,i k

l

f y i k N
x

−∂
∈

∂
 et où A  désigne ici la valeur absolue du 

déterminant de la matrice A. 
 

Preuve: 
 
Pour  un borélien quelconque NE ⊂ \ :  
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' 1 ' 1 '

1... 1... 1...
1 ' 1 1 1

1...1... 1...

( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ))

( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

Y Y i X i X i
K K K

X i X i X i
KK K

P E P E O P f O E P f O E

P f O f E P O f E P f E

− −

− − − −

= = =

= = = ∑

∩ ∩ ∩

∩ ∩

∪ ∪ ∪
∪ ∪

 

 
Or:

1 1 1 ' '

1 1 1 1 1

( ) : ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ( )) [ ]'( ) ( ( )) [ ]'( )
i i i i i

X i X X i i X i i
x f E y f y f E O y E O

P f E p x dx p f y f y dy p f y f y dy
− − −

− − − − −

∈ ∈ ∩ ∈ ∩

= = =∫ ∫ ∫
 
où la 2ème égalité correspond à l'utilisation de la formule du changement de variable dans les 
intégrales multiples. En Conséquence: 

'
'

1 1 1 1 1

1... 1... 1...
:

( ( )) ( ( )) [ ]'( ) ( ( )) [ ]'( )
i

i

X i X i i X i i
K K i Ky Ey E O

i y O

P f E p f y f y dy p f y f y dy− − − − −

=∈∈ ∩
∈

= =∑ ∑ ∑∫ ∫  

et puisque 

'

1 1

1...
:

: ( ) [ ( ( )) [ ]'( ) ]

i

N
Y X i i

i Ky E
i y O

E B P E p f y f y dy− −

=∈
∈

∀ ∈ = ∑∫  

on a par identification: 
 

'

1 1 '

1...
:

( ) ( ( )) [ ]'( ) , ( ( ) 0)

i

N
Y X i i i Y

i K i
i y O

p y p f y f y y y O p y− −

=
∈

= ∈ ∉ ⇒ =∑ \ ∪  

 
Cas particulier: 
Si : ( ) 1N

XO P O∃ ⊂ =\  et si ': ( )f O O f O→ =  est continuement différentiable et 
admet une inverse 1f −  sur 'O continuement différentiable la formule devient : 

 
1 1 '( ) ( ( )) [ ]'( ) , ( ) 0Y X Yp y p f y f y y O p y− −= ∉ ⇒ =  

 
Remarque 
Dans le cas : , :X fΩ→ →\ \ \  où f est un difféomorphisme le résultat est très facile à 
démontrer en passant par le calcul de la fonction de répartition de ( )Y f X= : 

1 1( ) ( ) ( ( ) ) ( ( )) ( ( ))Y XF y P Y y P f X y P X f y F f y− −= < = < = < =  dans le cas où f est 
croissante 

1 1( ) ( ) ( ( ) ) ( ( )) 1 ( ( ))Y XF y P Y y P f X y P X f y F f y− −= < = < = > = −  dans le cas où f est 
décroissante et en se souvenant que, X étant de loi absoluement continue, 1( ( )) 0P X f y−= =  
Pour obtenir la densité Yp  il suffit de dériver par rapport à y: 

• 
1

1
( )

( )( ( ))Y y X
f yp p f y

y

−
− ∂

=
∂

 dans le cas d'une fonction croissante,  

• 
1

1
( )

( )( ( ))Y y X
f yp p f y

y

−
− ∂

= −
∂

 dans le cas d'une fonction décroissante,  

ce qui s'écrit, en regroupant les 2 cas (puisque 
1( ) 0f y
y

−∂
<

∂
dans le deuxième): 
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1
1

( )
( )( ( )) ,Y y X

f yp p f y y R
y

−
− ∂

= ∈
∂

 

 
Il est évidemment possible de particulariser au cas où ( ) 1XP O =  pour un ouvert O  de \  et 
où  

': ( )f O O f O→ =  est un difféomorphisme (croissant ou décroissant) puisque comme 
d'habitude on peut toujours évacuer les ensembles de probabilité nulle sans que cela change 
les résultats. 
 


