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Exercice 1 (TF a court terme)

Soit g € L*(R), on considere la famille des translatés temporellement et modulés en amplitude (on dit
aussi translatés fréquentiellement) de g, notée {g,; (t) = g (t — b) €™ (v,b) € R?}. Cette derniere est
plus connue sous le nom de fenétre de Weyl-Heisenberg et nous permet de définir la Transformée de
Fourier (TF) a court terme de la fonction s, notée S; :

V(v,b) € R®,  S,(v,b) =TF{s(t)g(t—b)"}(v)
Démontrer que S vérifie également 1’équation suivante (on s’aidera de la relation de Parseval-Plancherel) :

V(rb) €R? S (1,b) =e ™ TE {3 (f) g (f —v)"} (b)

Exercice 2 (Transformée en ondelettes)

En supposant ¢, = 0, calculer les quantités ¢y, ,, Aty ,, Uy, , ¢t Avy, , en fonction de b, a, vy, Aty
et Avy pour (a,b) € R*" x R" (indication : penser a faire un changement de variable approprié).
Montrer que plus la position fréquentielle moyenne du phénomene observé est haute, meilleure est la
localisation temporelle.

Exercice 3 (Principe d’incertitude d’Heisenberg)

Soit ¢ une fonction de norme unité et de classe C' telle que v : ¢ + tp(t) et ¢’ appartiennent & L?(R)
et telle que v soit a support compact.

1. Démontrer que les incertitudes temporelle et fréquentielle de la fonction ¢ sont liées par 'inégalité
Aty Afs > 4.

2. Démontrer que l'inégalité est atteinte si et seulement la fenétre est une gaussienne, i.e. une
fonction de la forme ¢ : t — a et e =™ ot (m, ¢, a, B) € R? x C2.

3. Calculer les incertitudes temporelle et fréquentielle d’une fenétre gaussienne (indication : on com-
mencera par le calcul de I'incertitude temporelle, on supposera connu la relation entre I’espérance
mathématique / la variance et la densité de probabilité p, : u — 1/(ov/2m) e (#=™%/(27%) dune
variable aléaoire x de loi normale, et on utilisera le résultat de la question précédente pour en
déduire 'incertitude fréquentielle).



