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Dans les applications pratiques, on rencontre des variables aléatoires réparties suivant une loi particuliere, dite
loi de Poisson. Considérons la variable discréte X pouvant prendre seulement des valeurs entiéres non
négatives : 0, 1, 2, 3, ..., m, ... , la suite de ces valeurs n’ayant pas de limite théorique. La loi de cette variable
aléatoire X est donnée par la formule : P(X=m) = a"e¢“/m! pour tout entier naturel m, ou a est une certaine
grandeur positive appelée parameétre de la loi de Poisson. Notons x le vecteur ligne de N réalisations
indépendantes de la variable X que 1’on suppose pouvoir facilement construire sous Matlab.

Ecrire la ligne de commande permettant d’estimer sous Matlab I’espérance mathématique de X a partir du
vecteur x. On notera mX cette estlmee '\/ [ /1.5]
= Sum (’C) /

Ecrire la ou les lignes de commande permettant d’estimer sous Matlab la variance de X a partir du
vecteur x et de l’estimée de |’espérance mathématique de X, notée mX dans la question précédente. On
notera VarX l’estimée de cette variance.

" VaX = wx o’ /0-1) — mabs(mX)aZ;

On rappelle qu’une suite de probabilité (P(X=m)) définit une loi de probabilité si la somme de toutes les
probabilités P(X=m) sur meIN est égale a 1. Par ailleurs, nous avons I’égalité : V zeR, X ,en 2"/m! = €”.
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Vérifier que la suite de probabilité (P(X=m)) donnée par P(X=m) = a"e “/m! définit une

S P(Xem) = Z_u-%/'".l.: &2 /"
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i de probabilité.
/1]

Calculer ’espérance théorique de X (on aura a effectuer le changement de variable k=m—1 dans la somme
a calculer aprés avoir observé que m/m\=1/(m—1I)! et que le premier terme de la somme est nul).
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On peut également montrer que la variance de X est égale a son espérance mathématique. Cette propriété de la
loi de Poisson est souvent utilisée dans les applications pratiques quand il y a lieu d’établir la vraisemblance de
I’hypothése suivant laquelle la variable aléatoire X suit la loi de Poisson. En effet, en pratique une nette
différence entre mX et VarX permet de rejeter ’hypothése selon laquelle X suit une loi de Poisson.

On considére a présent une variable aléatoire continue Y de densité de probabilité définie par py(r)= /4 si
te[0,2], prt)=1- t/4 si te]2,4] et p(£)=0 sinon. On rappelle que la fonction de répartition Fy qui a tout # de R
associe la probabilité P(Y<u) est définie comme 1’intégrale de — a u de la densité py.

Calculer la fonction de répartition Fy de Y. Pour cela, on calculera d’abord Fy(u) pour u<0, puis pour
uef0,2], ensuite pour u]2,4] et enfin pour u>4. [ /2]

\(U <O) Fy(U): 0. o
VUG EO,Z]) F7(0)= go é/('()b = Ut/g .

Yoelyl, K@) = f"'é/l,.o\é + S:("'f/lf).c\/: =1 v Ce-t% 1], = u-%f -1

Yo by (o) = gze_/o;,, dt + g"('t- Lj/b)..,)ﬁ_:_ 1.
° 4

Comme il a été démontré en TP, la méthode d’inversion permet de générer des réalisations d’une variable
aléatoire de loi donnée.

Donner I’expression d’une réalisation yl de la variable Y en fonction de Fy et d’une réalisation z d’une

variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. [ /2]
- 1 ~ -’4 é ’/ l - . -1 ‘ .
Yi = F ( ) oo Fy est Uapplicahon cekipro
Y, fpheahon coriprope
o Ty,

Donner la ligne de commande Matlab qui permet de programmer un vecteur ligne z de N réalisations
d’une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. [ /1]

5: (‘anc\ (i) “I);

La mise en ceuvre de la méthode d’inversion nécessite de calculer analytiquement une application de [0,1] dans
R et ce a partir de la fonction Fy

(Question bonus) Déterminer l'application précédente et donner le programme Matlab permettant de
générer le vecteur ligne y de N réalisations de Y.
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