MASTER 2 : THERMOMECANIQUE UE 1

L. RAKOTOMANANA

Fonctions d’élongation et de changement d’aire : Enoncé

On considere la transformation d’un milieu continu x = ¢ (X, ¢) en tres grandes déformations.
Nous définissons ’élongation scalaire d’une fibre matérielle ou le changement d’aire d’une
facette matérielle par :

]| N (|
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Dans la configuration initiale, on définit les vecteurs unitaires M et N par les relations
dX =M ||dX]|| et dS = N ||dS||. On définit également les vecteurs unitaires transformés
m et n par dx = m ||dx|| et ds = n ||ds]|.

F1a. 1 — Représentation de 1'élongation locale A (M, C) dans un milieu continu en trans-
formations finies.

1. Exprimer les fonctions d’élongation et de changment d’aire :

A=A(M,C), n=mn(N,C)
Remarques 0.1 La dérivée In (\) = — est appelée quelquefois taux de déformation

vraie lors d’une exrpérimentation d’extension uniaxiale.

2. Considérer les deux transformations suivantes v € R, respectivement extension
uniaxiale et glissement simple, :

dry dras v drs  ~

a ' a 2" a2
dwl . dxg . da?g .

r A e B

Considérons des fibres matérielles M = M; e; + My es + M3 e3. Calculer In (\) dans
ces deux cas. Comment se comportent respectivement ces quantités lorsque ¢t — oo ?



Remarques 0.2 Le but de cet exercice est de comparer ’efficience de deux types de trans-
formations finies (écoulement de glissement et écoulement d’extension) dans un processus
de mélange de milieur continus immiscibles.

Fluides parfaits compressible : Enoncé

On considere un fluide parfait compressible dont ’énergie libre de Helmholtz prend la
forme ¢ = ¢ (I3) avec I3 = DetC. On imagine une expérimentation de compression du
fluide dans une moule indéformable cylindrique. L’application d’une pression p sur la partie
supérieure du cylindre engendre une diminution de la hauteur h. Donner la relation p (h)
en utilisant ’expression de 1’énergie libre .

Cylindre épais sous pression interne : Enoncé

On considére un cylindre creux épais de rayon interne a soumis & une pression interne
po. Le matériau est du type néo-Hokéen incompressible. Nous admettons que sous cette
pression sur la paroi interne, le cylindre s’allonge de maniére homogene et subit la trans-
formation finie :

r=r(R)
x = ¢ (X), =0
z=X

pour lesquelles nous avons utilisé un systéme de coordonnées cylindriques tant pour la
configuration initiale avec la base locale orthonormée en X, (eg, eg,ez) que pour la confi-
guration actuelle en en x, (e,, ey, e,). La transformation est supposée isotherme. Résoudre
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Fi1G. 2 — Cylindre circulaire épais soumise a une pression uniforme interne et pouvant
changer de longueur de maniere homogene selon son axe.

le champ de déplacement. Ecrire I’équation d’équillibre du cylindre.

Glissement simple : Enoncé



On considére un milieu continu B dont densité dans la configuration initiale py est sup-
posée uniforme. Dans tout le probléme nous utiliserons un systéme d’axes orthonormés di-
rect (Oejeses) par rapport auquel les deux configurations initiale et déformée sont définies.
La transformation homogene a étudier ¢ : B — ¢ (B) est le glissement simple sinusoidal :

x=¢(X,t)=[X1+ Xo v sin(wt)] e+ X e+ X3 e3 >0

1. Calculer les tenseurs de déformation de CAUCHY-GREEN C et de GREEN-LAGRANGE
E.

2. On suppose que le champ de température reste uniforme dans B (et dans ¢ (B)) et
constante Vt > 0. Il n’y a pas d’apport de chaleur ni sur la frontiere 9B ni dans le
volume B. La loi du comportement du milieu continu est définie par son énergie libre
de HELMHOLTZ :

A
Y (C) = B Tr’E + pu TrE?

dans laquelle A € Ry et 4 € R4 sont des constantes du matériau. On notera pg la
densité du matériau dans sa configuration initiale.

(a) Calculer le second tenseur de contrainte de P1IOLA-KIRCHHOFF S en fonction
de E pour une transformation quelconque du milieu continu. Appliquer pour le
cas du glissement simple sinusoidal.

(b) Exprimer la puissance de déformation par unité de volume initial (dV) lors du
glissement simple sinusoidal. Calculer le travail de déformation interne au cours

27
d'un cycle t; = 0 <t <ty = —. Considérer le cas ou ty est quelconque.
w
3. A partir de la configuration déformée ¢ (B) due au glissement simple sinusoidal, on
superpose un mouvement rigide défini par une rotation Q (t) autour de 'axe Oes

et d’angle « (t) suivie d’une translation x (t). La composition du glissement simple
sinusoidal et du mouvement rigide est notée x* = ¢* (X, ).

(a) Donner I'expression du second tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF S* en fonction du
tenseur de GREEN-LAGRANGE E* pour la transformation composée ¢*.
(b) Calculer les tenseurs de contrainte de CAUCHY dans les deux cas suivants
i. o lors de la transformation glissement simple sinusoidal x = ¢ (X, t),

ii. o lors de la transformation composée x* = ¢* (X, t). Commenter.

Atténuation thermoélastique des ondes : Enoncé

Dans cette section, nous essayons de montrer avec un modele linéaire simple I'influence
de la thermique sur la dynamique et la propagation des ondes élastiques dans un milieu
continu. Pour cela, considérons un milieu homogene isotrope dont les lois de comportement
sont définies par le potentiel énergie libre et le potentiel de dissipation thermique que nous
avons développés au premier chapitre (matériaux simples au sens de Noll).

On consideére un matériau thermoélastique tel que I’énergie libre de Helmholtz et le
potentiel de dissipation s’écrivent en transformations finies :

Y o= %Tr2E + uTrE? — (3\ 4+ 2u) o (6 — 6p) TrE — % (0 —6p)?
0

X = gve-va



Les constantes A et p sont les coefficients de Lamé, « le coefficient d’expansion thermique, ¢
la chaleur spécifique et 6y une température moyenne de référence. La contrainte, ’entropie
et le flux de chaleur dans ce matériau couplé sont donnés par :

S = MNTYEI+2u E— (BX\+2u)a (0 —6p)1
s = (BA+2u)aTrE + Hi (60 —6o)

0
Q = —kO Vo

De méme, en considérant de nouveau la conservation de I’énergie, nous obtenons directe-
ment ’équation de propagation de la chaleur :

) 0 .
pof (3 + 21) @ TYE + po e 0 = & A0 + [ VI + por
0

1. Ecrire les lois de conservation et les lois de comportement dans le cas de 'hypothese
des petites perturbations (linéarisées).

2. Considérer une barre unidimensionnelle avec u(X,t) = u(X,t)e; et 6(X,t) =
0 (X,t) et écrire les équations dans ce cas. Considérer les solutions ondes du type :

u(X,t) = wup exp[j(wt+kx)]
0(X,t) = 6y exp[j(wt+k x)

3. Ecrire la condition nécessaire et suffisante pour que de telles solutions ondes existent.
Montrer que les ondes mécaniques sont atténuées par le’existence du couplage en
thermoélasticité.



SOLUTIONS DES EXEMPLES

ELONGATION ET CHANGEMENT D’AIRE

Pour analyser ces deux aspects de la déformation d’un milieu continu en tres grandes
transformations, nous proposons un exercice avec correction.

Fonctions d’élongation et de changement d’aire : Enoncé On considere la trans-
formation d’un milieu continu x = ¢ (X, t) en tres grandes déformations. Nous définissons
I’élongation scalaire d’une fibre matérielle ou le changement d’aire d’une facette matérielle
par :
ol s
dx—o0 [[dX]|’ as—o ||dS]|

Dans la configuration initiale, on définit les vecteurs unitaires M et N par les relations
dX =M ||dX]| et dS = N ||dS||. On définit également les vecteurs unitaires transformés
m et n par dx = m ||dx| et ds = n ||ds]|.

F1a. 3 — Représentation de 1'élongation locale A (M, C) dans un milieu continu en trans-
formations finies.

1. Exprimer les fonctions d’élongation et de changment d’aire :

A=A(M,C), n=n(N,C)

A
Remarques 0.3 La dérivée In (\) = X est appelée quelquefois taux de déformation

vraie lors d’une exrpérimentation d’extension uniaxiale.

2. Considérer les deux transformations suivantes v € Ry, respectivement extension
uniaxiale et glissement simple, :

dzq dxa ¥ dx3 vy
— = ——=——u ——=——u
i v, dt 9 12 i g 3
dzy _ dxo _ dxs .
T a a

Considérons des fibres matérielles M = M; e; + My e3 + M3 es. Calculer In (\) dans
ces deux cas. Comment se comportent respectivement ces quantités lorsque t — co?



Remarques 0.4 Le but de cet exercice est de comparer ’efficience de deux types de trans-
formations finies (écoulement de glissement et écoulement d’extension) dans un processus
de mélange de milieur continus immiscibles.

Fonctions d’élongation et de changement d’aire : Solution Nous définissons
I’élongation scalaire d’une fibre matérielle ou le changement d’aire d’une facette matérielle
par :

ol s

dxX—0 ||dX]|’ as—o ||dS||

Par la suite, ces fonctions sont appelées fonctions d’élongations. Dans la configuration
initiale, on définit les vecteurs unitaires M et N par les relations dX = M ||dX|| et dS =
N ||dS]|. On définit également les vecteurs unitaires transformés m et n par dx = m ||dx||
et ds =n ||ds|.

1. On peut exprimer les fonctions d’élongations en écrivant :

2 gy M, X CUX) o dX (A
CdX—0 ||dX]|2 ax—0 dX -1(dX)  dax—o ||dX]|| | dX]|
On en déduit :
A= +M-:C (M)

Pour le changement d’aire d’une facette, on peut écrire de maniere analogue en
utilisant le théoreme de Nanson :

9 . |lds|? ) dS - C~!(dS) ) dsS _1( dS
= = lim DetC ——————— = lim DetC——H - —
T T s |[dS|E T asmo T T dS - 1(dS) ax—o dS| [as]]
Ce qui nous donne :
n=+/DetC N-C—1(N)
2. De ces relations cinématiques générales, nous pouvons alors écrire :
. A JM-CM) 1
In(A\)=<= # =-M-C(M)=m:-D(m)
A yM-CM) 2
De maniere analogue on a :
In (]jetF) = gradv : I, In (77) =gradv: (I—-n®n)
3. Application pour ces deux transformations on a respectivement :
(a) La premiere transformation d’extension devient :
_ _ gl _ Y
x1 = X1exp(7t), T9 = Xoexp <—§t> , 3 = X3exp <—§t>

Ce qui nous donne :
N = MPexp (29t) + M3 exp (—t) + M3 exp (—7t)

2ME exp (3yt) — M3 — M3
M? exp (3vt) + M3 + M3

In ()\) =

b0 |2

Lorsque t — oo, on a :




(b) Pour la seconde transformation de glissement simple, tout calcul fait, on a
d’abord la transformation :

x1 = X1 + Xo ", x9 = Xo, 3 = X3

ensuite la dérivée de I’élongation :

™ ()\) _ v Mo (Ml + Mg’yt)
1+ Mot (2M1 + Mg’yt)

On remarque que lorsque t est tres grand, la dérivée devient :

O\ ~

~+ | =

Remarques 0.5 On peut remarquer la relation In (\) = D : m@m < ||D||-||m]|]? =

ID|| par linégalité de Cauchy-Schwarz. Ce qui montre que la fonction d’efficience
de mélange :

—

ey
D]

quelle que soit la transformation du miliew continu. Pour les deux exemples, on a

ey = <1

2 2
respectivement lim; .o, ey = \/; ~ (0.816 et lim;_,o €) = % ~ (0.707.



RAPPEL SUR LES DERIVEES DE FONCTIONS TENSORIELLES

Nous considérons maintenant des fonctions, c-a-d des tenseurs qui dépendent d’autres
arguments scalaire, vectoriels ou tensoriels du second ordre. Nous traiterons les fonctions
du type :

o (a,v,S), u(a,v,S,), T (o, v, S) (1)

Ce rappel se limite a la notion de dérivation de fonctions scalaires, vectorielles et
tensorielles (2eme ordre) avec des arguments scalaires, vectorielles et tensorielles. Nous
utilisons les normes suivantes :

1. scalaire |
2. vecteur ||v]| := /v v
3. tenseur ||S|| := /Tr (STS).

Dérivée directionnelle. Nous donnons les notions pour dériver une fonction a argu-
ment scalaire, vectoriel ou tensoriel.

Définition 0.1 La dérivée directionnelle de la fonction ¢ a valeur scalaire, vectorielle,
tensorielle et a argument scalaire, vectoriel ou tensoriel, en o, v et U selon la direction
B, u et U est définie par :

De(@)[5] = lim~lp(a+ed) - () @)
Do) ] = Tim [o(v+ew) — p(v)] 3)
De(V)[U] = lim 2 [p(V +U) — o (V)] ()

Cette définition est indépendante de la norme choisie. Pour ¢ (v) différentiable, on a par
exemple :
@ (v+eu) —@(v)=De(v)[u] + O (|uf]) (5)

Ce qui exprime que cette différence est égale a un terme linéaire en plus un terme qui tend
vers 0 plus vite que [ju]|.

Exemples. En appliquant directement la définition, on a les exemples suivants :
1. Dérivée d’un produit scalaire :
p(v)=v-v = Dy(v)ul=2v-u
2. Dérivée d’une fonction tensorielle a argument tensoriel :
¢ (S) =82 — Dy (S)[U] =SU + US
3. Trace (fonction scalaire a argument tensoriel) :
¢ (S) =TrS = Dy (S)[U] =TrU

Remarques 0.6 De maniéere générale, toutes les fonctions linéaires ont cette pro-
Pricté.



4. Déterminant : ¢ (S) := detS. On rappele la relation suivante obtenue sans difficulté :
det (A — M) = =23 + ;A2 — I\ — I3
avec :

I =TrA, I =< (Tr?A —TrA?%), I3 =detA

DO | —

En introduisant A = —1, on a :
det I+A)=1+1(A)+1:(A)+1I3(A)
On peut alors écrire la relation suivante :
det (S + €U) = detS [det (I+€S™'U)]
Ce qui nous donne en posant A := S™'U :
det (S + €U) — det (S) = detS [1+ ¢l (A) + &[5 (A) + I3 (A) — 1]
Il en résulte la dérivée directionnelle d’un déterminant :

¢ (S) = detS = Dy (S)[U] = detSTr(S'U)

Dérivée d’un produit Nous considérons les fonctions produit de deux fonctions ¢ (v)
et 1 (v), notée chacune d’elles a des arguments scalaire, vectoriel ou tensoriel. Le produit
est bilinéaire. Voici quelques exemples de produits de fonctions :

1. scalaire x vectorielle a v

2. vectorielle x vectorielle u - v
3. produit tensoriel u ® v
4

. tensorielle x vectorielle S (v)

Théoréme 0.1 Soient les fonctions ¢ (v) et ¢ (v) différentiables en v, alors leur produit
(bilinéaire) 7 (,1) est différentiable en v et la dérivée de v en selon la direction u est
donnée par :

D (v) [u] = 7 {Dp (v) [u] , 4 (v)} + 7 {e(v), D (v) [u]} (6)

Preuve : Pour des raisons pédagogiques, on donne plutét un exemple pour deux tenseurs
7 = FG. La généralisation est immédiate.

m(8) = F(S) G(S)
Dr(S)[U] = DF(S)[U] G(S)+F(S) DG (S)[U]

En guise d’application, on peut calculer la dérivée de l'inverse d’un tenseur. Un calcul
direct est trop difficile, nous contournons cette difficulté en considérant la dérivée d’un
produit, qui est une fonction constante dont la dérivée est nulle :

7(S)=F(S) G(S)=1, F(S)=S, G(S)=s"!

On en déduit facilement :

DG (S)[U] = -s~lus™! (7)



Exemple d’un tenseur symétrique. Cette opération est appliquée usuellement dans
le calcul du tenseur tangent de matériaux élastiques avec une loi constitutive du type
S (C) = C~! dans laquelle les deux tenseurs S et C sont symétriques. Le calcul du tenseur

tangent doit passer par 'utilisation de la ”direction symétrisée” (U + UT) :

1
2
DS (C)[U] = —% st(u+uh)s!

Ce qui nous permet par exemple de trouver la dérivée directionnelle de I'inverse d’un
tenseur symétrique :

_ 1, 4 . _ _
0Cxy = _g(cki v + CxnCirr) 0CLN

La dérivée de la fonction tensorielle inverse est alors donnée par :

dCriy
dCrN

1, IR
= "9 (CKlLCMlN—i_CK}VCMlL)

MATERIAUX THERMO-HYPERELASTIQUES ISOTROPES

Formulation générale. De 'inégalité de I’entropie, nous avons montré que la contrainte
de Piola-Kirchhoff S peut étre calculée en dérivant le potentiel énergie libre de Helmholtz
selon la formule (approche en C) :

oY

S = 2p05 (C.0) (8)

Pour les matériaux isotropes, on peut utiliser le théoréme de représentation puis appliquer
la composition de la dérivation pour obtenir :

S_ ov ol ov dl, oV Ol
P\ 31, aC T a1, aC ' al; aC

dans laquelle on a :

oc = ac M€ 5c=hC
On en déduit la forme générale de la contrainte matérielle pour les matériaux thermoélastiques
isotropes :
ov ov ov ov
S=2p 30— C '+ (+—+Li— ) I-—C 9
po[?’aﬂg * (a]h * 13]12> ol } ©)

Remarques 0.7 On peut faire les remarques suivantes.

1. On observe la présence de trois puissances consécutives de C dans cette formule
générale. On peut envisager de mettre d’autres puissances mais application du
théoréme de Cayley-Hamilton sur les matrices permet de les éliminer et ne garder
que trois puissances consécutives.

2. On peut facilement vérifier que le terme en C~' représente la pression hydrosta-
tique dans le matériau. D’ailleurs la possibilité d’inverser le tenseur C avec cette

interprétation physique évidente constitue un avantage certain pour l'utilisation de
C.
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Fluide parfait. Nous supposons une loi de comportement isotherme pour simplifier.
Pour un milieu dont la pression est donnée en fonction de la densite p = p(p), on peut
directement utiliser la conservation de la masse pg = p detF pour avoir plutot une loi de
comportement du type p = p (I3) puisque detF = /I3. L’énergie libre d'un tel matériau
est donc de la forme :

¥ =1 (I3) (10)
Nous en déduisons la seconde contrainte de Piola-Kirchhoff et la contrainte de Cauchy :
S =2po I3 % c, o=2po /13 i d i (11)
Ol Ol3

Remarques 0.8 L’observation de la forme de o nous permet de dire que [’état de contrainte
est un état de pression hydrostatique. Il s’en suit la pression :

%

Io) = 20 /I
p (I3) /)0\/736}13

La mesure expérimentale d’une part de la pression p et de l’autre le changement de volume
detF permet de trouver la fonction énergie libre d’un tel matériau.

‘ changement de volume

pression : p

matériau @

Fi1a. 4 — Schéma du dispositif expérimental pour mesurer le changement de volume d’un
matériau plongé dans un liquide incompressible. La pression est également mesurée de
maniere indépendante, ce qui permet de trouver expérimentalement la relation pression
changement de volume.
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EXEMPLE DE CYLINDRE EPAIS SOUS PRESSION INTERNE

Cylindre épais sous pression interne : Enoncé On considére un cylindre creux épais
de rayon interne a soumis a une pression interne py. Le matériau est du type néo-Hokéen
incompressible. Nous admettons que sous cette pression sur la paroi interne, le cylindre
s’allonge de maniére homogene et subit la transformation finie :

r=r(R)
x = (X)), b-0
z= XN

pour lesquelles nous avons utilisé un systéme de coordonnées cylindriques tant pour la
configuration initiale avec la base locale orthonormée en X, (eg, eg,ez) que pour la confi-
guration actuelle en en x, (e,, ey, e,). La transformation est supposée isotherme. Résoudre

EEEEEEEEEEREE
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Fi1G. 5 — Cylindre circulaire épais soumise a une pression uniforme interne et pouvant
changer de longueur de maniere homogene selon son axe.

le champ de déplacement. Ecrire I’équation d’équillibre du cylindre.
Cylindre épais sous pression interne : Solution

Expression genérale du gradient F. En partant de la définition dx := F (dX) et
sachant que

dX =dR eg + RdO eg + dZ ey, dx =dr e, +rdf ey + dz e,

en systéme de coordonnées cylindriques, nous obtenons facilement le gradient de la trans-
formation sous forme matricielle :

or 1or  or

R RO® 0Z
dr dR
rag | = | 20 06 00 Rd® (12)
i OR ROO 07 17

0z 10z 0z

OR ROO 09Z
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Pour la transformation particuliere, le gradient prend la forme :

or
R 0 O
[F] = r
0 I 0
0 0 A

Sachant que notre matériau est incompressible, le changement de volume dv = DetF dV =
dV nous impose DetF = 1. D’ou la relation de liaison géométrique :

or r 1
— = =1 2__ R?
B R — r )\R—FC

dans laquelle C' est une constante numérique (ou fonction du temps en dynamique). En
posant que le déplacement de la paroi interne du cylindre de rayon R = a est uq, on a :
1
r? = 3 (R* - a®) + (a+ uq)?
Loi de comportement du cylindre. Puisque le matériau est incompressible, on peut
rappeler 'expression de I'inégalité de Clausius-Duhem-Truesdell sous la forme suivante, en
transformations isothermes, :
: o\ C
S:E—2pp—=]:=2>0
(5:B-2m35): 5>
Cette relation doit étre vérifiée quelque soit la transformation donc quelque soit C. A cause
de la liaison, on ne parcourt pas toutes les transformations possibles et il faut ajouter a la
contrainte un multiplicateur de Lagrange :
o C
S—2p~=+I3pC ) = >0 13
(5-2mpg +1pc): 5 2 (13)

puisque la pression hydrostatique ne travaille pas et on peut ajouter une pression quel-
conque sans changer la puissance de déformation. On en déduit la loi de comportement
d’un matériau incompressible élastique (Is = 1) :

S = 2008 —pC"! (14)
Pour cet exemple, nous avons choisi un modele de matériau néo-Hokéen dont I'énergie
lobre isotherme s’écrit :

$() =5 (IrC-3)
En absorbant la densité pg dans le coefficicent u, la seconde contrainte de Piola-Kirchhoff
et la contrainte nominale sont respectivement données par :
S=pl—pC, P=puF—pF "t

Pour la transformation particuliere étudiée, les composantes de la contrainte nominale
sont :

P— or 1 r 1 by 1
= M@—Pﬁ e ®er+ PR TP e et (pA—pPy ) €:Dez
OR R

Nous remarquons que dans cet exemple particulier axisymétrique et sans torsion les bases
locales des deux systemes de coordonnées cylidrinques sont confondues.
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Equations d’équilibre. La seule inconnue du probleme est la distribution de la pres-
sion hydrostatique p (R, t) dans le cylindre. En ’absence de forces volumiques extérieures,
I’équation du mouvement en transformations finies s’écrit :

9%*u

DiV P= pOW

avec u = (r — R) egp + (A —1) Z ez. Dans un systéme de coordonnées cylindriques, nous

allons utiliser les relations suivantes :
ep-Div P = Div(PTeg) —P:Vep
eo -DivP = Div(P'eg) —P: Veg
ez DivP = Div(P'ez) —P:Vey

Nous avons besoin des deux opérateurs gradient et divergence de vecteurs pour effectuer
ce calcul. Rappelons que pour un vecteur u = ur egr + ug €g + uz €z, on a :

our 1 <3UR > Ougr

OR R\ 00 0Z
Ooueg 1 [Jdug Oue
vu = | ue R((%)—i—uR) ue (15)
(3uz l (9uZ (9uZ
OR R 00 07
On en déduit la divergence Divu := Tr(Vu) :
. our 1 [Oug Juy
D _ — ) -z 16
va 8R+R<69 +“R>+az (16)
Nous trouvons deux gradients de la base locale :
Ver = L eg e Veg = L ep®e
R = R © (SH) 0 — R R ©

Tout calcul fait, il reste deux équations scalaires pour le principe fondamental de la dyna-

mique :
0 or P 1 or P 1 r P 0
or \"or o |"R\"or o | R\"ER T) T Moe
OR OR R
1 op 0%\
Xdz o2

dans lesquelles nous avons déja résolu la variation du rayon :

r(R) = g \/(RQ—CLQ)—i-)\(a—i-ua)2
o "
OR A \/(R2 —a2) 4 A (a+ u,)?
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Pour faciliter la recherche du champ de pression dans le matériau, on effectue un change-
ment de variable :

or P or or
N L - -t
R

Cette équation peut étre résolue en utilisant le calcul formel.
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TRANSFORMATION EN GLISSEMENT SIMPLE

Nous proposons une sorte d’ exercice corrigé pour illustrer le comportement en glisse-
ment simple d’un matériau de Kirchhoff-St Venant.

Glissement simple : Enoncé On considére un milieu continu B dont densité dans la
configuration initiale pg est supposée uniforme. Dans tout le probléeme nous utiliserons un
systéme d’axes orthonormés direct (Oejeqges) par rapport auquel les deux configurations
initiale et déformée sont définies. La transformation homogene a étudier ¢ : B — ¢ (B)
est le glissement simple sinusoidal :

X:@(X,t):[Xl—{-XQ’}/ sin(wt)] e1 + Xo e + X3 e3 v>0
1. Calculer les tenseurs de déformation de CAUCHY-GREEN C et de GREEN-LAGRANGE

E.

2. On suppose que le champ de température reste uniforme dans B (et dans ¢ (B)) et
constante V¢ > 0. Il n’y a pas d’apport de chaleur ni sur la frontiere 98 ni dans le
volume B. La loi du comportement du milieu continu est définie par son énergie libre
de HELMHOLTZ :

A
Y (C) = B Tr’E 4 p TrE?
dans laquelle A € Ry et 4 € R4 sont des constantes du matériau. On notera pg la
densité du matériau dans sa configuration initiale.

(a) Calculer le second tenseur de contrainte de P1OLA-KIRCHHOFF S en fonction
de E pour une transformation quelconque du milieu continu. Appliquer pour le
cas du glissement simple sinusoidal.

(b) Exprimer la puissance de déformation par unité de volume initial (dV) lors du
glissement simple sinusoidal. Calculer le travail de déformation interne au cours

2
d'uncycle t; =0 <t <ty = T Considérer le cas ot ty est quelconque.
w
3. A partir de la configuration déformée ¢ (B) due au glissement simple sinusoidal, on
superpose un mouvement rigide défini par une rotation Q (t) autour de 'axe Oes

et d’angle « () suivie d’une translation xq (¢). La composition du glissement simple
sinusoidal et du mouvement rigide est notée x* = ¢* (X, ).

(a) Donner I'expression du second tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF S* en fonction du
tenseur de GREEN-LAGRANGE E* pour la transformation composée ¢*.
(b) Calculer les tenseurs de contrainte de CAUCHY dans les deux cas suivants
i. o lors de la transformation glissement simple sinusoidal x = ¢ (X, t),

ii. o* lors de la transformation composée x* = ¢* (X, t). Commenter.

Glissement simple : Solution La transformation homogene a étudier ¢ : B — ¢ (B)
est le glissement simple sinusoidal :

x=¢(X,t)=[X1+ X2 v sin(wt)] e + Xoes+ X3 e3 v>0

1. Ce qui nous donne directement la matrice du gradient de la transformation F :

1 v sin(wt) 0
Fr=| o 1 0
0 0 1
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Le tenseur métrique de Cauchy-Green est directement calculé par C := FTF :

1 v sin (wt) 0
Cry=| v sin(wt) 1++2 sin?(wt) 0
0 0 1

1
La déformation de Green-Lagrange E := 3 (C —1) devient :

0 ’y sin (wt) 0

1 . 9
Ery = 5 | vsin (wt) 2 sin® (wt) 0
0 0 0

. La contrainte de Piola-Kirchhoff S pour cette énergie libre isotherme prend la forme
classique (modele de matériau de Kirchhoff-St venant) en utilisant 'inégalité de
Clausius-Duhem :

ov .
(S pan> E>0 == S = ApoTrE I+ 2upoE

dans laquelle on peut absorber la densité dans les constantes pour écrire :
S=ATrE [+ 2uE

Pour le glissement simple, les composantes s’écrivent en calculant d’abord la trace

de E : .
TrE = 572 sin? (wt)

puis la matrice des contraintes :

A
572 sin? (wt) py sin (wt) 0
A
Sry = py sin (wt) <§ + ,u) 72 sin? (wt) 0
0 0 %72 sin? (wt)

. Pour la puissance de déformation, il est nécessaire de calculer la vitesse de déformation :

. 1 0 wy cos (wt) 0
Erj== | wy cos(wt) 272w sin(wt)cos (wt) 0
2 0 0 0

En exprimant la densité de la puissance de déformation P; := / S: E dV, on
B
obtient :

P

Pa ="y

A
= u Y*w sin (wt) cos (wt) + (5 + M> 7% sin® (wt) cos (wt)

Le travail de interne déformation au cours du cycle est donné par :

N

27 Es
w

W 1 /A
/ pa dt = n 72 sin? (wt) + = (S +p ) 4* sint(wt)] =0>0
0 2 1\2 .
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Par contre, nous constatons que le travail de déformation est toujours positif ou nul.
Ceci est toujours vrai dans le cas ou :
A

Ces deux inégalités traduisent aussi la positivité du tenseur d’élasticité E;;r; du
matériau.

. De Texercice précedent sur l'indifférence matérielle, on a montré que les tenseurs
C* = C, E* = E et par conséquent S* = S ne sont pas modifiés par un mouvement
rigide supplémentaire. Pour calculer la contrainte de Cauchy o, il suffit de calculer :

1

= FSFT
DetF

g

De méme, 'exercice précedent nous a permi de montrer que :

cosae —sina 0
o =Qac QT Q= | sina cosa 0
0 0 1
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MATERIAUX A DISSIPATION NORMALE

D’une maniere générale, les matériaux élastiques sont des exemples particuliers de mi-
lieux a disspation normale avec y = 0. Nous donnons dans cette partie quelques exemples
de milieux a dissipation normale.

Solide viscoélastique de Kelvin-Voigt. Pour généraliser en tridimensionnel et en
transformations finies le modele discret d’'un ressort en parallele avec un amortisseur,
on définit le matériau viscoélastique de Kelvin-Voigt en considérant ’énergie libre et le
potentiel de dissipation suivants :

A . N . .
¥(E) = STPE+uDE?,  x (B) = STE + 4/ TrE? (17)

La partie élastique est appelée matériau de Kirchhoff-St Venant et la partie visqueuse
matériau de Newton. La contrainte de Piola-Kirchhoff correspondant s’écrit :

S=ATET+24 E+N TTET+ 2/ E (18)

Le potentiel de dissipation y <E) est convexe, positif et s’annulle & D'origine E = 0. Cette

loi de comportement respecte donc ’admissibilité thermodynamique.

Matériau thermoélastique découplé. On considere un matériau élastique conduc-
teur de chaleur définie par son énergie libre et son potentiel de dissipation :

A
¢ (B) = STPE+ B, x(V9) = 5V6- V4 (19)

Le potentiel de dissipation x (V#) est convexe, positif et s’annulle a l'origine V6 = 0. Cette
loi de comportement est donc admissible si x > 0. La contrainte matérielle, ’entropie et
le flux de chaleur prennent la forme suivante :

S=ATTEI+2uE, s:—g—?:o, Q = —kHVH (20)

En partant de I’équation de conservation de 1’énergie, on trouve facilement 1’équation de
propagation de la chaleur suivante :

Div (k0VEO) + por =0

sachant que :
o . O
S =po— =
En introduisant la relation tensorielle Div (k0V) = k6 Div (V0)+ x| V0|?, on a I'équation
de propagation de la chaleur :

E

Kk AO 4 K[| VO|? + por = 0 (21)
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Matériau thermoélastique de St Venant - Kirchhoff - Fourier. Le matériau
thermoélastique est un exemple particulier ou I’énergie libre de Helmholtz et le potentiel
de dissipation prennent la forme :

=1 (E’ 9) ) X=X (V@) (22)

Le modele le plus simple en transformations finies est défini par :

Y = %TrQE + uTrE? — (3\ 4+ 2u) o (6 — 6p) TYE — % (0 — 6p)* (23)
0

X = gva V6 (24)

Ce matériau est appelé matériau de Kirchhoff-St Venant - Fourier. Les constantes A et
sont les coefficients de Lamé, a le coefficient d’expansion thermique, ¢ la chaleur spécifique
et 0y une température de référence. La contrainte, ’entropie et le flux de chaleur dans ce
matériau couplé sont donnés par :

S = MNTYEI+2u E—(BX\+2u)a (0 —6p)1 (25)

s = (3\+2u) aT'E + Hi (6 — o) (26)
0

Q = —w0 VO (27)

En considérant de nouveau la conservation de I’énergie, nous obtenons directement 1’équation
de propagation de la chaleur suivante :

. 0 .
pof (A + 2u) « TrE—i—poe—c 0 =k A+ k| VO||> + por (28)
0

dans laquelle nous avons utilisé les relations :

%y . 0% o . O
~3E50 —W.a, w_a—E.EJr%.a

é:

Remarques 0.9 La présence de TE dans l’équation de propagation de la chaleur im-
plique que les équations mécaniques et thermiques sont couplées. Ce couplage est aussi
une conséquence de la présence de la température dans la loi de comportement.

ATTENUATION DES ONDES THERMOF:)LASTIQUES

Dans cette section, nous essayons de montrer avec un modele linéaire simple I'influence
de la thermique sur la dynamique et la propagation des ondes élastiques dans un milieu
continu. Pour cela, considérons un milieu homogene isotrope dont les lois de comportement
sont définies par le potentiel énergie libre et le potentiel de dissipation thermique que nous
avons développés au premier chapitre (matériaux simples au sens de Noll).

Atténuation thermoélastique des ondes : Enoncé

20



On considére un matériau thermoélastique tel que 1’énergie libre de Helmholtz et le
potentiel de dissipation s’écrivent en transformations finies :

A
¢ = STE+uTE? - (3\ +2u)a (0 — 6) HE — % (6 — 0)>
0
X = gve Vo
Les constantes A et u sont les coefficients de Lamé, « le coefficient d’expansion thermique, ¢
la chaleur spécifique et 6y une température moyenne de référence. La contrainte, ’entropie
et le flux de chaleur dans ce matériau couplé sont donnés par :
S = AMNTrEl+2u E— (3A+2u)a (6 —6p)1
s = (3\+2u)aTiE + Hi (0 — )
0
Q = —kO Vo

De méme, en considérant de nouveau la conservation de I’énergie, nous obtenons directe-
ment ’équation de propagation de la chaleur :

pob (3A +2u) @ TYE + po-c 0 = 1 A0 + K|VO|* + por
0

1. Ecrire les lois de conservation et les lois de comportement dans le cas de 'hypothése
des petites perturbations (linéarisées).

2. Considérer une barre unidimensionnelle avec u (X,t) = u(X,t)e; et 0(X,t) =
0 (X,t) et écrire les équations dans ce cas. Considérer les solutions ondes du type :

W(X,1) = ug explj(wt+k )]
0(X,t) = o explj(wt+Fk )
3. Ecrire la condition nécessaire et suffisante pour que de telles solutions ondes existent.

Montrer que les ondes mécaniques sont atténuées par le’existence du couplage en
thermoélasticité.

Atténuation thermoélastique des ondes : Solution

Equations d’ondes thermoélastiques linéaires. Par la suite, nous allons nous li-
miter a ’hypothese des petites perturbations (en déplacement et en température). Ce qui
nous donne la contrainte et le flux de chaleur :

o = ANTrel4+2ue—BA+2u)a(d—060)I (29)
q = —kbyVl~—k Vb (30)
en incluant la température moyenne 6y dans le coefficient de conductivité pour simpli-
fier. En calculant la divergence et en linéarisant 1’équation de propagation de la chaleur

précédente, nous obtenons directement les deux équations couplées de la thermoélasticité
linéaire :

82
(A + p) V (diva) + pAu — (3X + 2u) o VO = pa—tl; (31)
8 (di 0
p90(3)\+2u)a%+p0525A9 (32)

dans laquelle les forces extérieures et la source de chaleur volumiques ont été laissées de
cOté, ainsi que les termes du second ordre.
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Remarques 0.10 Le couplage engendre quelques phénomeénes intéressants. En effet, les
ondes €élastiques peuvent donc étre engendrées dans des matériaux portés a haute température
(dues par exemple o des pulsions laser). Cette génération d’ondes sans contact est entre
autres appliquée pour le contréle non destructif de matériaux et la mesure des constantes
élastiques.

Exemples d’ondes planes thermoélastiques. En considérant de nouveau la décomposition
en ondes irrotationnelles (rotationnel nul) et ondes rotationnelles (divergence nulle), nous
pouvons appliquer la méthode de Helmholtz en écrivant u = V®+rotH dans laquelle nous
rappelons que ® et H sont des potentiels scalaire et vectoriel respectivement. De méme,
rappelons que le choix d’un premier terme potentiel résulte de la propriété rot H = 0
dans un milieu simplement connexe et du second que div (V®) = 0. Pour cet exemple,

nous allons seulement étudier les ondes irrotationnelles en retenant u = V&. L’équation

de conservation de la quantité de mouvement devient :

2

A+ 1) V (A®) + pA (V®) — (3A +2u) a VO = Vo)

Pﬁ(

Puisque 'on peut intervertir les deux opérateurs A (V®) = V (A®), alors on peut facto-
riser le gradient pour obtenir :

o
\% ()\+2/L)A<I>—(3)\+2,u)a0—pﬁ =0

Des lors, on observe que les termes entre crochets ne dépendent que du temps, que 'on
peut sans nuire a la généralité égaliser a zéro. Il vient alors I’équation de vibrations linéaires
en thermoélasticité (ondes irrotationnelles) :

9P

AN+2u) AP — (BN +2u) a 0 = P o (33)
L’équation de propagation de la chaleur devient pour ces types d’ondes :
0(AP 00
pBo (3A +2p) a ((% ) +pCa:IiA9 (34)

Remarques 0.11 Ces deux équations sont couplées par la quantité (3\ + 2u) a. L’annul-
lation de ce terme permet de retrouver la thermoélasticité découplée qui n’est en fait que
la superposition (sans interaction) de vibration élastique et de propagation de la chaleur,
que nous appelons aussi “onde thermique”.

Pour simplifier, nous allons restreindre encore plus en considérant seulement un milieu
continu unidimensionnel. Pour ’analyse modale, nous cherchons les solutions du type :

d (.YJ, t) _ (bO ej(k:v+wt)
H(x,t) = 0 ej(karwt)

L’introduction de ces solutions dans les deux équations couplées nous donne la relation
matricielle :

pw? 9 (BA+2p)
Aiop T A+ 2 <¢0>—<0> (35)
2 ' © ) \0
_]peo (3)\+ ILL)QUJ]CQ JPCywW +k2 0
K K

On peut scinder en deux étapes I’analyse modale pour appréhender les phénomeénes mis
en jeu.
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1. Thermoélasticité découplée. Pour (3X 4 2u) a = 0, les solutions non nulles existent
si et seulement si les deux expressions suivantes sont nulles :

2
pw 2
-k =0
A2
M+]€2 = 0
K

La premiére équation de dispersion (mécanique) donne les ondes élastiques linéaires
longitudinales classiques dont les nombres d’ondes sont donnés par :

2
2 pw 2

= =k
A+2p M

La seconde relation de dispersion ”"thermique” peut étre analysée en remarquant

A-j=-2, — _j:<%>2

que :

Ce qui nous permet d’écrire pour I'onde ”thermique” :

N [ pcw Jpcyw
k:ﬂ:(l—j) ﬁ’ k%:— [{v

Remarques 0.12 Cette solution montre qu’il existe une onde thermique dont le
nombre d’onde est un nombre complexe. Cette onde est une onde evanescente qui
tend asymptotiquement et trés rapidement vers 0 dans le matériau.

S)
N =
TR T LA R R B E N

o
1

g

—————— ondes elastiques decouplees
—————————— ondes thermiques

ondes thermoelastiques

Fic. 6 — Formes générales des ondes élastiques, ondes thermiques et ondes
thermoélastiques.
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2. Thermoélasticité couplée. Le couplage est effectif des que (3A + 2u) a # 0. Dans ce
cas, des solutions @5 # 0 et ©¢ # 0 existent si et seulement si le déterminant est

nul :

2 2

En arrangeant les différents termes, nous aboutissons & une équation du second ordre

en k? :

0o (3\ + 21)*
K w

2
EY— k3, + kR g 3 | K2+ k3 k2 =0
Cette équation du second ordre admet en général quatre solutions complexes du
type :

ki = £ (ki + jkui), kir, ki € R
ko = (ko + jk2i), kar, koi € R
Ces nombres d’ondes complexes montrent de nouveau qu’en thermoélasticité, les

ondes mécaniques et thermiques sont en général couplées et que le couplage influence
les ondes élastiques en attenuant ces ondes de maniere significative.

Remarques 0.13 On peut admetire un découplage dans les deux situations ou soit le
coefficient de dilatation est trés faible soit la conductivité du matériau est extrémement
élévée.
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