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Préface

Durant la conception d’un structure mécanique au sens large du terme, certains
paramètres de départ sont imposés (encombrement, poids, contraintes limites, durée
de vie, prix, etc ...), le problème est souvent de déterminer de manière rationnelle
ou par un choix judicieux, aidé par un calcul préliminaire, les paramètres restant
afin d’assurer le bon fonctionnement du système. Dans le cadre des sollicitations sta-
tiques d’un élément de la structure, la résolution du problème fait souvent appel à la
notion de résistance des matériaux ou à la mécanique des milieux continus. Une ana-
lyse statique donne des indications capitales quant à la résistance aux sollicitations
des structures mais dans la réalité, le contrôle des vibrations et des ondes s’avère
indispensable. L’étude dynamique, principalement la formulation et l’intégration des
équations du mouvement d’un système de solides rigides, se base sur les cours de
mécanique générale ou analytique. Les vibrations des systèmes discrets sont ainsi
traitées dans le cours de mécanique générale et analytique au niveau de la licence de
mécanique. L’objet de ce cours de Dynamique des solides et des structures

linéaires, donné depuis quelques années aux étudiants de master de mécanique
de l’Université de Rennes 1 en deux parties ”Coques et Plaques” et ”Ondes et Vi-
brations” respectivement, est de traiter les bases nécessaires pour l’analyse du com-
portement dynamique des solides déformables : poutres, coques, plaques et milieux
continus. L’accent est porté sur la méthode de la décomposition dans la base mo-
dale. D’une manière générale, les vibrations et ondes dans les structures mécaniques
peuvent causer des dommages :

1. elles engendrent la ruine de la structure ou la défaillance de ses constituants par
rupture (fatigue par endommagement ou dépassement de contrainte élastique),
d’une part,

2. de l’autre, elles sont souvent source de défauts de fabrication pour les produits
notamment lors d’un usinage des pièces mécaniques.

Néanmoins, il arrive que les vibrations soient aussi utilisées dans certaines ma-
chines telles les vibreurs mécaniques, les polisseurs à vibrations, les transporteurs
à vibrations, les moteurs à ultrasons, la liste étant longue mais le sujet trouve-
rait sa juste place dans un livre à orientation un peu plus technologique. Qu’elles
soient utiles ou nuisibles, on est souvent amené à analyser, par la modélisation
théorique et/ou les mesures expérimentales, les origines possibles de ces vibrations
et les atténuer voire les supprimer ou au contraire les améliorer selon les besoins, en
un mot les contrôler.

L’analyse des vibrations et ondes dans les structures mécaniques devra ainsi
porter sur trois points essentiels :
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1. l’environnement vibratoire (les forces extérieures)

2. la structure elle-même

3. la réponse de la structure due aux forces extérieures.

Le fil conducteur de ce cours se base sur cette reflexion. Ainsi, l’étude du com-
portement vibratoire d’une structure quelconque présente dans la plupart des cas
deux étapes principales :

1. (Vibrations libres) La détermination des caractéristiques dynamiques de la
structure (fréquences et modes propres de vibrations)

2. (Vibrations forcées) L’analyse en fréquence ou temporelle de la réponse de la
structure suite à un environnement (force d’excitation extérieure).

Résumé du cours. Ce cours est une introduction aux vibrations linéaires des so-
lides et des structures ainsi qu’aux ondes qui s’y propagent. Une structure mécanique
(ou système mécanique) peut être raisonnablement schématisée par des lignes (cordes,
poutres), des surfaces planes ou gauches (membranes, plaques, coques) ou des vo-
lumes. L’objectif principal de ce cours est de montrer que la vibration linéaire de
la plupart des structures élastiques peut être décrite par un système d’équations
différentielles ordinaires de la forme :

M Ẍ (t) + D Ẋ (t) + K X (t) = F (t)

dans laquelle M, D et K sont respectivement la matrice masse, la matrice d’amortis-
sement et la matrice de rigidité. X (t) est le vecteur déplacement généralisé et F (t) la
force d’excitation généralisée de la structure. Suivant le cas, cette équation générique
peut être approchée ou exacte. Pour un système discret le nombre d’équations est fini.
Pour les systèmes continus comme les poutres, les plaques, les coques et les mileiux
continus tridimensionnels le nombre d’équations est infini. Dans chaque chapitre, le
fil conducteur est de ramener les équations du mouvement de chaque structure à
cette équation générique et de définir ces matrices. Les matrices M, D et K sont
en général pleines, en tout cas non diagonales, le principe sous-jacent de l’analyse
modale est de chercher un nouveau système de coordonnées q (t) en utilisant une
transformation linéaire :

X (t) = R q (t)

dans laquelle la matrice R est formée par les modes propres de vibrations de la
structure. Ceci fera l’objet d’un développement important et montré dans chaque
chapitre. La matrice R est appelée matrice des modes propres. L’application de cette
transformation linéaire nous amène à une autre écriture de l’équation de vibration
de la structure :

M q̈ (t) + D q̇ (t) + K q (t) = F (t)

dans laquelle M, D et K sont respectivement la matrice masse modale généralisée,
la matrice d’amortissement modale généralisée et la matrice de rigidité modale
généralisée. Les deux vecteurs q (t) et F (t) sont les coordonnées et la force d’ex-
citation modales généralisées. Les conditions d’orthogonalité des modes propres,
signifiant une diagonalisation possible de ces matrices, seront développées dans ce
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livre.
Dans chaque chapitre, la résolution analytique de problèmes, simples ou un peu
moins simples suivant le cas, a été aussi privilégiée pour permettre à l’étudiant
de ”sentir” les solutions. Ce livre n’est pas un traité sur les vibrations et ondes
mécaniques, loin de là. Il ne vise qu’à susciter la curiosité des étudiants sur quelques
aspects des vibrations et ondes mécaniques dans leur cursus universitaire ou plus
tard professionel. La recherche de l’équilibre entre l’abstraction mathématique et
l’intuition mécanique a été un leitmotiv durant toute la rédaction de ce livre, les
étudiants concernés venant de diverses horizons des masters de mécanique, de phy-
sique et de mathématiques appliquées. Il y a certainement bien d’améliorations à
faire sur ce point et tout commentaire et remarque sont les bienvenus tant sur le
contenu que sur la forme.

Il faut admettre que rechercher cette voie d’q́uilibre n’est pas facile et sans risque,
notamment de heurter à la fois les théoriciens et les expérimentateurs. Noua l’avons
adopté en rappelant ces quelques lignes sur La Théorie et l’Experience. ” Dans toute
expérimentation il y a un résidu abstrait, et dans toute abstraction (mathématique),
il y a un résidu intuitif. Ils suffisent pour nous faire comprendre que la distinction
entre l’abstrait et l’expérimental, si l’on remonte assez haut, s’estompe et disparâıt :
ce sont les deux béquilles de notre effort de compréhension du monde. Elles ont
le même fondement, et concourent aux mêmes fins, quelquefois par des voies com-
munes, et quelquefois par des voies opposées. Nous résumons nos conclusions en ces
termes : La distinction entre l’abstrait et l’expérimental n’est que tendances, mais
non d’essence.” (Les Fondements des Mathématiques, Ferdinand Gonseth, 1926)

A la fin de chaque chapitre, une série d’exercices et de problèmes est proposée
pour assimiler les notions de base. La formulation des équations dynamiques par
le Principe des Puissances Virtuelles est également traitée pour amener l’étudiant
à manipuler la formulation variationnelle pour la résolution numérique des struc-
tures plus compliquées, sachant que des séances de travaux pratiques de simula-
tion numérique par la méthode des éléments finis et d’analyse modale font partie
intégrante de ces cours à l’Université de Rennes 1.

Tout enseignement n’est en fait qu’une transmission de savoir, si modeste soit-il.
La conception et la mise en forme de cet enseignement dépendent en grande partie
des mâıtres qu’on a eus, directement ou indirectement par les lectures de livres ou
articles. Ils nous ont fourni la substance. La forme de cet enseignement et quelquefois
le contenu sont affinés en permanence, année après année, dans une large mesure,
grâce aux élèves qui ont suivi cet enseignement. Cette contribution est loin d’être
négligeable. Que les uns et les autres, dont la liste serait très longue, trouvent en ces
quelques lignes ma sincère gratitude et ma reconnaissance.

Thorigné-Fouillard, Février 2006.
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1 Eléments de thermomécanique 13
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4.2.3 Exemples de tenseur de déformation . . . . . . . . . . . . . . 289
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4.5 Coques minces élastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
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A.1 Impulsion de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 515

A.1.1 Notions sur les distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 515
A.1.2 Propriétés élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 516
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