_>'\'/<_ Université
7%\ de Rennes 2024-2025

L2 : Outils mathématiques 4

o _ Feuille de TD n°7 o
les corrigés de certains exercices qui n'ont pas été traités en td

‘1. Surfaces paramétrées ‘

Exercice 1.1. Calculer le flux du champ de vecteurs V(az,y, z) = (z,y,—2) a travers la demi-spheére
2 +y?+22=1
z > 0.

Exercice 1.2. Sans calcul, déterminer le flux du vecteur 7 & travers la surface limité par le plan r+y+z =1,
z20,y>0et z2>0.
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Exercice 1.3. Calculer le flux a travers la surface limité par l'ellipse d’équations {“2 +0 b2
z=0.

(avec a > 0 et b > 0)
1) du champ de vecteurs de R? : V(z,y,2) = (1,2,3)
2) du champ de vecteurs de R3 : W (z,y,2) = (z,y,22).

Exercice 1.4. Vérifier la formule de Stokes lorsque S est la demi-sphere supérieure centrée en 0 et de
rayon 1 et C son bord, pour les champs de vecteurs

1) ‘7(1‘,:[/,2:) = (x,y,z)

-

2) W(z,y,z2) = (y,2,x).

—

Exercice 1.5. Calculer la circulation du champ de vecteurs V(z,y,2) = (y — 2,2 — 2,z — y) le long de
2 2
T =1
Dellipse £ (aprés avoir préciser le sens du parcours) d’équations ++ Y 1
r+z=
1. Directement. 2. En utilisant la formule de Stokes
Solution:
L’ellipse £ est obtenue comme intersection du cylindre d’équation z? + 32 = 1 avec le plan d’équation
z=1—-ux.
Onaz+z=1,douz = x—1, et les En utilisant les coordonnées cylindriques on obtient une paramétrisation
z(0) = cosf
de lellipse € : ¢ y(0) =sind 0 € [0, 2x].
2(0)=1—x(0) =1—cosf

1. La circulation du champ Ve long de la courbe £ est égale a :

. 2 x'(0) o7 [sinf — (1 — cos ) —sin @
/ V= V(z(0),y(0),2(0)). | v'(0) | df = / (1 —cosf) —cosf | .| cosf | db
£ 0 2'(6) 0 cosf — sin 6 sin 6

2m
= / ((—sin? @ + sin @ + sin 6 cos §) + (cos § — 2cos? A) + (sinf cos§ — sin? 0)) db
0

2m
= / (—2(sin? @ + cos? §) + sin @ + cos § + 2sin f cos ) df
0

= [-20 — cos 6 + sin 6 + sin® 6] 3” =[—ar
2. La surface S de bord l'ellipse 0S = & est ellipse pleine de paramétrisation

S = {s(r,0) = (rcos@,rsinf,1 —rcosf) | r € [0,1],0 € [0,2n]}.
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Finallement la formule de Stokes nous donne : Circulation(V,dS) = flux(r_o‘)c V,S) =
on retrouve ainsi le résultat de 1.

Exercice 1.6. On considére l'intégrale [, (y+ z) dz+ (24 x) dy + (x +y) dz, ou C est le cercle d’équations

2 2 2 2
r“+y°+2°=R L, .
y Calculer cette intégrale en appliquant la formule de Stokes.

z+y+z2=0
Retrouver le résultat a 1’aide d’un calcul direct.
Solution:

—

1. On a d’une part / (y+ 2)dx + (z + ) dy + (z + y) dz = circulation(V,C) ot V = (y + 2)i + (z +
c

. ~ . % y+z 0
z)j+ (x+y)k. et dautre part rot V= | 5- | Alz+2 | =1[0
aiz T +y 0

Comme 05 = C, la formule de Stokes nous donne :
/ (y + 2) dx + (z + ) dy + (z + y) dz = Circulation(V,C) = flux(ra V,S) = @
c

2. La forme w = (y + 2)dx + (2 + z) dy + (v + y) dz est exacte, car elle est définie sur R qui est
oy +z) _ _0+a) OGta) | _ daty)  O+s) _, _ ety oo
oy ox 0z oy 0z ox

/ (y+z2)de+ (z+x)dy+ (z+y)dz = @, on retrouve ainsi le résultat en 1.
c

étoilé et

Remarque : On peut aussi montrer que w = df ou f(x,y,2) = xy + yz + zx et obtenir que

/ (y+2)de+ (z+2)dy+ (z+y)dz = @, puisque C est une courbe fermée.
c

Exercice 1.7. Soit ¥ la partie de la surface décrite par le paraboloide z = 9 — 22 — y2 et z > 0.
1. Calculer le flux du champ vectoriel F = 3zi+ 3yf+ zk A travers X.

2. On note L la trace de ¥ sur le plan 2Oy (il s’agit d’un cercle dont on calculera ’équation). Vérifier
le théoréme de Stokes pour le champ vectoriel F = 327 + 4955'4— 2yk, i.e. I'égalité

Flum(la F,¥) = Travail(F, L).

Solution:

1.OnaX = {(z,y,2) | 2 = 9—2% —y% 2z > 0} en utilisant les coordonnées polaires en (x,y),

on obtient ¥ = {s(r,0) = (rcosf,rsin0,9 —r?) | 0 € [-m, 7], r € [0,3]}. On a ? A g; =

cos 0 —rsin @ 2r% cos 0

sind | A| rcosd | = 2r2 sinf | d’ou

—2r 0

85 3rcos 272 cos
fluxF Y) / / F (r,9)) ( )d d0—/ / 3rsm9 .| 2r2sin@ drd@—/ / (612 cos® O+
—1T —T r — T
™ 4
673 sin? 0 + 9r — r®) drd@z/ /(5r3+9r) drd0:27r7><3 = @.
2. L=%N(xoy) ={(z,y,2) €X | 2=0} ={(z,y,2) | 22 +y* =9, 2 =0} = {(3cos0,3sin6,0) | 6 €

[=m, 7}
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6sin @ 0

9 3z

2
Aldx ] =1(3], dou
2y 4

7'r 0 —3sin@ x
Alors circulation(F, L) = / (12 cos@ | .| 3cosf |db = 36/ cos® 0df = | 367 |.
D’autre part r tot FE=VAF = (

0
o

K1
Oz

. LI B s 2r2 cos 6
fluz(rot F,X) = / / rot F'(s(r,0)) - (8/\>d g = / / | 2r?sing | drdf =
0 T —T

—T

T -3 ™
/ / (472 cos 0 + 6r% sin 0 + 4r) drdf = 4 / / drdf =367 .
—m JO —7 JO

On a donc //(6/\15") -ndo d:Effluz(ﬂ)?cF”,E) = 367 .
b
Exercice 1.8. Calculer le flux de V & travers la surface S en utilisant la formule d’Ostrogradski :

1) V(z,y,2) = (2%y, —222, 2%y), S le bord du parallélépipede rectangle formé par les plans : z = 0, z = 3,
y=0,y=1z=0ctz=1

2) V(z,y, 2) = (z2,yz, —2?%), S I'éllipsoide d’équation x2 + y? + 422 = 1.
Exercice 1.9. Calculer le flux du champ de vecteurs V(x, Y,z) = 2% + y25+ 22k A travers la sphere
2% +y? + 22 = R? : 1) Directement 2) A Daide le la formule d’Ostrogradski.

Solution: On note par Sk la sphére d’équation 22 + y2 + 22 = R? et par Bgr la boule définie par
l'inéquation 2 + y2? + 22 < R2.

1. On utilise les coordonnées sphériques pour obtenir une paramétrisation de la sphere S

SR:{5(0,¢):(Rcosﬁcosqﬁ,Rsin@cosqﬁ,Rsin¢)| 0el|-mmn], ¢€ [ﬂ- W]}

272
s Os —Rsin# cos ¢ —Rcosfsin ¢ R? cos ) cos? ¢
%9 A 3G = Rcosfcosg | A | —Rsinfsing | = [ R%2sinf cos? ¢
¢ 0 Rcos ¢ R? cos ¢sin ¢
85 R? cos? f cos? ¢ R? cos 0 cos® ¢
Slua( V Sgr) = / / ( ) dodf = / / R?sin?6cos? ¢ | . | R%sinfcos® ¢ | dodb
—mJ-3 -7 R?sin? ¢ R2 cos ¢sin ¢

=Rt / / (cos® 0 cos* ¢ + sin® 0 cos* ¢ + sin® ¢ cos o) dodo

[ME)

— R! / / ((cos® 0 4 sin® 0) cos® ¢ + sin® ¢ cos ) dpd0.

w3

D’autre part

™ ™ ™ . 30 ™
/ cos® 0df = / cosA(1 — sin? §)df = / (cos @ — cos O sin? 0)df = [sin() _ o ] =0;

—T —T —T

m 3
/ sin® 0df = 0 et / sin® ¢ cos pd¢p = 0 car les fonctions intégrées sont impaires.

w\:!

Finalement, flu:c =R? / / (cos® @ + sin® 0) cos? ¢ + sin® ¢ cos ¢) dpdf = @

2. La formule d’Ostrogradski donne fluz(V, Sg) = // div(V)dzdydz ;
Br

comme div(V)(z,y,2) = 2z + 2y + 2z, est impaire div(V)(—z, —y, —z) = —div(V)(z,y, 2) et que

Bpg est symétrique par rapport a l'origine (0,0, 0), l'intégrale /// div(‘?)dmdydz =0
Br

Do, fluz( V SRr) / / / div(V dxdydz = @ on retrouve ainsi le résultat de 1.
Br

Exercice 1.10. On consideére la boite cylindrique S composée du cylindre d’équation z? + 3% = a2,
0<z<b (a>0etb>0)et des deux disques de rayon a aux niveaux z = 0 et z = b.
On définit le champ de vecteurs ¥ dans R? par #(x,y, z) = 227 + y2j + 22k.
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1. Calculer directement le flux de ¥’ a travers S.
2. Calculer le flux de ¥ a travers S en utilisant la formule d’Ostrogradski.
Solution:

1. a) Notons So = {(z,y,2) | 2?+y* =a?, 0 < z < b} = {s(0,2) = (acosB,asinb,z) |0 € [-m,7], 0 <
z < b} le cylindre,
S1={(z,y,2) | 2> +y* < a?, 2 =0} = {s(r,0) = (rcos,rsinf,0) | 0 € [-7,7], r € [0,1]} le
disque au niveau z = 0 et
So = {(z,y,2) | 22 +y* < a? z=0b}={s(r,0) = (rcosf,rsinf,b) | € [-m, 7], r € [0,1]} le
disque au niveau z = b. Alors S est la réunion disjointes de Sp,S; et Sp i.e. S =Sy U S USs et
par additivité de 'intégrale on a

flux(v,S) = flux (v, Sy) + flux(v,S1) + flux(V, Sa).

b) On calcul maintenant le flux de ¥ & travers chacune des surfaces Sy, S7 et Sz, en utilisant leurs

paramétrisations.
os  Os —asinf 0 acos 6
i) Pour Sp:ona — A—=| acos® | A[0] = asin9 et
e 00 0z 0 1

a? cos 29 acosf

fluxz(v,Sy) = / / s(0, 2) (88/\> dOdz —/ / a® sm 0. asind | didz =
- - 0

/ dz/ (a® cos® 0 + a® sin® 9)d9:@.

0 -7

™ s
(puisque / sin® 0df = / cos® 0df = 0 voir 'exercice précédent)
—T

—T

s cos —rsinf 0
ii) Pour S; : on a I /\ 2 = sinf | A | rcosf = | 0] et S; est orientée vers les z
0 0 T

négatifss d’oul

T ra os  Os 2 cos 20 0
flux(v,S1) :/ / 0(s(r,0)) - (_8 A 89) drdf / / r?sin?0 | .| 0 | drdf =
—m JO - —r
/ / 0drdd =[0]
—m JO

cosf —rsinf 0
Os 0s ) L ..
iii) Pour S5 : on a o A 0= sinf | A rcos@ | = | 0] et Sy est orientée vers les z positifs
0 0 r

d’out

s r2 cos? 0 0
fluxz(v, S2) a—/\— drdf = Tsmﬁ .| 0| drdd
- T —T
/ / b drd&:
—m JO

Finalement, S est la réunion disjointes de Sy,S1 et Ss, le flux de v a travers S est donc égal a

flux(7,S) = fluz(¥, So) + flux(v,S1) + flux(¥,Sy) =0+ 0+ a®b?1 = | a®b*n

2. La surface S est fermée et est le bord du cylindre plein V = {(x,y,2) | 22 +y? <a?, 0< 2z < b} =
{(rcosf,asinb,z) | 0 € [-m, x|, r €[0,a], z€[0,b]} donc S =9IV .
On peut alors utiliser la formule d’Ostrogradski pour calculer le flux d’un champ de vecteurs a
travers la surface S.
On a div(v) = 2z + 2y + 2z, et en utilisant les coordonnées cylindriques on aura

b pw a
/// div(V)dzdydz = 2 /// (x+y+ 2)dedydz = 2/ / / (rcos@ + rsinf + z)rdrdfdz
v 1% 0 J-=Jo
b a ™ ™ a b
= 2/ dz/ r2dr/ (cos @ +sin 6)df + 2/ dH/ Td’l“/ 2dz = 0+ ma®b? = a*V’7
0 0 —T - 0 0

Alors, d’apres la formule formule d’Ostrogradski fluz (v, S) = // div(0)dzdydz = | a*b*m
v

on retrouve ainsi le résultat de 2
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