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L2 : Outils mathématiques 4

o _ Feuille de TD n°6 : L
les corrigés de certains exercices qui n'ont pas été traités en td

‘1. Intégrales curvilignes ‘

Exercice 1.1. Calculer la longueur de chacun des arcs de courbes suivant :
1) z=9y%avec 0<y < 1;
2) x =acost, y = asint, z = bt avec 0 <t < tp;
Solution: Alors dz = 2/(t)dt = —asintdt et dy =vy/(t)dt = acostdt et dz = 2'(t)dt = bdt,
ainsi la longueur de 'arc est égale a

/to \/(x’(t))2+(y’(t))2+(z’(t))zdt:/to \/a2(51112t+cos2t)+b2dt:/to Va2 +b2dt =|to Va?+b?|
0 0 0

3) La cardioide d’équation polaire p = (1 + cosf) aveca>0et 0<p<a

4) L’astroide de paramétrage =) = t €[0,27]
y(t) =sint’
z(t) =t —sint

5) Une arche de cycloide de paramétrage ,
y(t) =1—cost

€ [0,2x].

Exercice 1.2. La chainette est la courbe décrite par un fil pesant, homogene, tenu a ses deux extrémités.
Dans un repére approprié, elle admet pour équation y(x) = cosh(z). Déterminer la longueur d’un arc de
chalnette

Solution: Soit x1 < x2, on peut prendre pour paramétrisation d’un arc de chainette entre 1 et xo :
v(z) = (z,cosh(z)) avec x € [x1,22]. Alors 2/ =1 et dy = y/(x) dz = sinh(z)dx, ainsi la longueur de l'arc

est égale a
/x @02+ )2 = / © L+ sinh? (@)de
= /:2 \/mdx — /:2 cosh(z)dr = [sinh(z)];? = ’ sinh(zg) — sinh(z) ‘

Exercice 1.3. Calculer I'intégrale curviligne / (x+y)de+ (x—y)dy
o+

ot " est le cercle unité orienté dans le sens direct (sens inverse des aiguilles d 2une montre).

Exercice 1.4. Calculer l'intégrale curviligne / zyde+ (z+y)dy
c+

Exercice 1.5.
1. Calculer le travail du champ de vecteurs V(x,y) = (y?,2?) sur la demi ellipse 22 +4y> —4=0;y>0
parcourue une fois dans le sens direct.

2. Calculer le travail du champ de vecteurs V(m,y) = (cos(z),sin(y)) sur le cercle unité parcouru deux
fois dans le sens des aiguilles d’'une montre.

3. Calculer le travail du champ de vecteurs V(z,y) = (22 + 32,22 — 2) sur le triangle OAB avec
A= (1,0), B=(0,1) parcouru une fois dans le sens direct.

y+z z4+x
22142 dz + 22142
1) v est le segment de droite d’origine A = (1,1,1) et d’extrémité B = (2,2,2).
2) v est I'hélice définie par x = cost, y =sint et z = ¢, ¢t variant de 0 a 2.

Exercice 1.6. Calculer l'intégrale curviligne / dy + egQ dz lorsque :
v Y

Exercice 1.7. Calculer I'intégrale curviligne [ y?dx — 22 dy lorsque :

T
1) T est le segment de droite d’origine A = (1,0) et d’extrémité B = (0,1).
2) T est larc de cercle de centre (0,0), de rayon 1 d’origine A = (1,0) et d’extrémité B = (0,1).
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Solution:
5‘(y2) a(*$2) s . 2 2 5 . ’
Ona el 2y # —2x = Er la forme différentielle w = y* doz —x* dy n’est pas fermée, par conséquent
Y x

n’est pas exacte, on doit alors faire le calcul en utilisant une paramétrisation.
1) une paramétrisation I' du segment [A, B] est donnée par I'(t) = A+t(B—A) = (1—t,t) avec t € [0,1],
d’ou

1 1
2 2 _ 20 _ AV _ 42 _1)\2
/ry do—ztdy = /O(t( )= (1—-1) (1))dt—/0 (-2~ (1-t)?)dt

2050]

W o

=)

) et de rayon 1, d’origine A = (1,0) et
, ainsi

2) Une paramétrisation I' du quart de cercle de centre (0,
d’extrémité B = (0,1) est I'(t) = (cost,sint) avec t € [0, 5

3 3 3
/ yde—a*dy = / (sin2 t(—sint) — cos? t(cos t))dt = — / sin® tdt — / cos® tdt
T 0 0 0

™

3 ) ) .
= - sint(1 — cos“t)dt — cost(1l —sin“t)dt
0

0
% . g . 2 % % s 2
= —sintdt — —sintcos” tdt — costdt + costsin“tdt
0 0 0 0
; cost . t+sin3t 2 1_'_1 1_~_1 4
= |cost— —sin =— - =2
3 0 3 3 3

Exercice 1.8. Montrer que l'intégrale curviligne fr xy? dx + 2%y dy est nulle lorsque T est un arc simple
fermé (sans calcul de primitive). Calculer cette intégrale lorsque I' =T7 UT2UT'3 ou I'; = AB est l'arc de
parabole d’équation y? =4 — 3z limité en A par la droite d’équation y =z et en B par Paxe des z >0, Ty
est le segment de droite allant de B & O et I's est le segment de droite allant de O & A.

Calculer une primitive de 2y dx + 22y dy. Retrouver fl"i xy? dx + 2%y dy pour i € {1,2,3}.

Solution:

d(zy? o(z?
1) On a (gy ) =2yr = %, la forme différentielle w = zy? dx + 22y dy est fermée, comme son
Yy x

domaine de définition IR? qui est étoilé, le théoréme de Poincaré nous assure qu’elle est exacte, en
particulier son intégrale curviligne est nulle le long de tout arc fermé (et bien siir s’il est en plus

simple).
2) Les abscisses des points d’intersections entre la parabole y? = 4—3z et la droite y = x sont les solutions
de 22432 —4 = 0 apres calcul on trouve x = 1 et & = —4, par suite y = 1 et y = —4 respectivement. On

prend par exemple A = (—4,—4). L’abscisse du point B est solution de 0 =4 — 3z, d’ott z = %, ainsi
B= (%,O). On passe maintenant au paramétrage ; on peut choisir les paramétrisations suivantes :

(a) Ta(t) = (3 —t,0) avec t € [0,3] = 2/(t) = —1,y'(t) =0, alors

ot a?van— 1 (A0t o2V ar = [ oar —
/I_Qxy d:c—i—mydy—/o ((3 t)(07)( 1)—1—0(3 t) (O))dt—/o Odt—@.
(b) T3(t) = (—t,—t) avec t € [0,4] = 2/(t)=—1,y'(t) = —1, alors

4

4 4 t
[ ataseatyay= [ (000 + Copen)a=2 [ ea=2 ][] <oxw ~[138]
s 0 0 !

0
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(c) T1(t) = (452,1) avec t € [—4,0] = 2/(t) = =2, y/(t) = 1, alors

i () o (2 5) ()

on pourrait développer le polyndme et intégrer pour trouver le résultat, mais on va plutot
utiliser le résultat de 1), T =T UTy UT3 étant un arc fermé, frxy2 dz + z?ydy = 0, d’out

fl"l zy?de + 2%y dy = — fr2 zy?de + 22y dy — fr3 zy?de + 22ydy =0—128 = .
3) On sait d’aprés 1) que zy? dx + 2y dy est une forme exacte donc elle admet des primitives; si une

f _ 2 _ z%y?
9 — — =T t
fonction f est une primitive de xy?dz + 22y dy = {‘% vy / -+ e

g—i =1y = g—g =0 = g est constante
2,2
En choisissant g =0 on aura que f(x,y) = % est une primitive de xy?dz + 22y dy. Maintenant, &

I’aide de f, on fait les calculs

() Jy, ay?da+a2ydy = f(B) - f(A) = B0 Ot 4
(b) fr2 xy? dx + 2%y dy = f(O) — f(B) =O—O:@
() Jr, xy?de + xydy = f(A) — f(O) =128 —0 =

On retrouve bien les résultats de 2).

@Atten‘cion : 'énoncé de cet exercice ne précise pas lequel des points d’intersection de la parabole
d’équation y? = 4 — 3z avec la droite y = z il faudrait prendre; dans la configuration traitée ci-dessus on a
choisi A = (—4,4), je vais maintenant traiter le second choix du point d’intersection c-a-d A = (1,1). Les
autres points ne changent pas : O = (0,0) et B = (%,O).
O(zy? o(x?
(8y ) =2yx = (8 y), la forme différentielle w = xy?dx + 22y dy est fermée, comme son
Y x
domaine de définition IR? qui est étoilé, le théoreme de Poincaré nous assure qu’elle est exacte, en
particulier son intégrale curviligne est nulle le long de tout arc fermé (et bien siir s’il est en plus
simple).

1) On a

2) On passe maintenant au paramétrage ; on peut choisir les paramétrisations suivantes :
(a) Ta(t) = (3(1—1),0) avec t € [0,1] = 2'(t) = —1,3/(t) =0, alors

Lr4 4 4 !
/r21:y2d3:+x2ydy:/o ((3(1—t))(02)(—3)+0(3(1—t))2(0)> dt:/o 0dt=[0]
(b) T'3(t) = (t,t) avec t € [0,1] = 2/(t) =1,y (t) =1, alors

1 1 471
/;vyde-i—nydy:/ ((t3(1)+t3(1))dt:2/ t3dt:2[ﬂ = %
T's 0 0

0
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4—(1-1)? —2(1—t
() Ta(t) = (551 — ) avec t € [0,1] = o/(1) = 2472 y/(t) = —1,
comme dans Pautre cas, on va utiliser le résultat de 1) pour calculer fF1 zy? dx+ 22y dy. Puisque
I'=T7UT2UTIs est une courbe fermée, fr zy?dr + 2%y dy =0, d’on

1
fFl zy?dr + 22y dy = ffrz zy? de + 22y dy — frg zy?dr+2?ydy=0—1 = 3|
3) les mémes calculs donne f(x,y) = # comme primitive de zy?dz 4+ 2%y dy. Maintenant, & I'aide de

f, on aura

431202 2 2
(a) Jp, 2P de+aPydy = f(B) - f(4) = TC W7 _ 1|

N =

(b) Jp, zy*de+a*ydy = f(O) - f(B)=0-0=

(c) fr3 xy2dx+:c2ydy:f(A) — f(0) = % _0=

EElE

On retrouve bien les résultats de 2).

Exercice 1.9. Déterminer une fonction u, dont on précisera le domaine de définition, telle que :

x+2y Y
du = dx + d
B e N I P

— - -
Exercice 1.10. Calculer le travail effectué par la force F= (y+2)i +(x+2)j +(z+y) k pour déplacer
une particule de l'origine O au point C' = (1,1,1) :

1. le long de la droite (OC').
2. le long de la courbe z =t, y =12, z=13.

— — —
Méme question pour la force G = (x4+yz) i +(y+az)j +(z+ay) k.

Solution: 5 o . .
1) Le calcul des dérivées partielles donne : OP(x,y) _ 27y =3y =32 _ 0Q(w.y)
Ay x2y2 Ox
est donc fermée. Le domaine D = {(x,y);x > 0,y > 0} est convexe, en effet, si My = (xg,y0) et
My = (z1,y1) sont des points de D, alors pour tout ¢ € [0,1] on a My+t(M;—My) = (1—t) Mo+t My =
(1 =t)xo +tx1, (1 —t)yo +ty1) € D, car (1 —t)xo+tx1 >0 et (1—t)yo+ty1 > 0.
La forme w est alors fermée sur un domaine convexe (donc étoilé) est alors totale (i.e. exacte)
d’apres le théoreme de Poincaré.

, la forme w

) 3 2 2\(..2 2 2,2 2 3,47 4 3 2 3
2) Ona L= play) = BTy 28y, L 3T g,
or %y T2y Y x
u=2y [ de+— [ 3z*dr+y Fdx+g(y):2xy+?+;+g(y)dautrepart
(3y* —2*)(2® +4?) 3y? 2 Ou T3P o o
Q(z,y) = 202 22334-7—?72:@:233—*24‘74'9@)’dOUg(y):O-
2y

Comme g est constante on peut choisir g =0 par suite |u=2xy+ — + =—|.
T

3) L’arc T a pour origine (z(0),y(0)) = (1,1) et d’extrémité (x(27),y(27)) = (2w +1,1), alors

+ (27 +1)% — 4~ 397

1
/rw:u(Qw+1,1)—u(l,l):2(27r+1)+2ﬂ_+1

Exercice 1.11. Soit D le domaine limité par le cercle d’équation 22 + 32 — 2y = 0 parcouru dans le sens
direct. Calculer a l'aide de la formule de Green-Riemann f f,D (22 —y?)dxdy.

Exercice 1.12. Calculer l'intégrale curviligne I le long de la courbe fermée v constituée par les deux arcs

de parabole y = 22 et = = 92, orientée dans le sens direct ot [ = /(Qxy — 23 dx 4 (z +y?)dy. Vérifier le
v
résultat en utilisant la formule de Green-Riemann.

Solution: La courbe fermée v est formée de deux arcs : 1 va de (0,0) a (1,1) en suivant la courbe
y =122 et y9 va de (1,1) & (0,0) et suit la courbe x = y%. On peut donc prendre pour paramétrisation :
11 (t) = (z(t),y(t)) = (¢,t%) avec t € [0,1] orienté dans le sens direct et vo = (x(t),y(t)) = (t?,t) avec
t € [0,1], mais orienté dans le sens inverse. Alors,

Iz/(?xyfﬁ)dx+(:17+y2)dy:/+(2xyfx2)dx+(x+y2)dy+/ (2zy — 2%)dz + (x +y?)dy.
Y of) Y2
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1 1 . 1
01‘1/ (2xy—x2)dx+(x+y2)dy=/ ((2t3—t2).(1)+(t+t4).(2t))dt:/ (t2 2t +2t%)dt = = +
'YIL 0 0 3

A (2zy—a?)daz+(z+y?)dy = —/01((2t3—t4).(2t)+(t2+t2).(1))dt =— /01(2t2+4t4—2t5)dt = —(%%—%) = —%

717 1
Ainsi, I = [ (2zy —22)d Ny =~ —— = —|.
insi, /7( zy —x%)dz + (x + y*)dy 5 15 =30
Vérifions maintenant le résultat a ’aide de la formule de Green-Riemann.
Le domaine D bordé par la courbe v est D = {(z,y) | 2> <y < /z, 0<2 <1} et v=39D. On a d’apres la

formule de Green-Riemann :

B ANz +y?)  0(2xy —2?)
/7(2xyx2)dx+(x+y2)dy—ff;( P 9y Ydxdy

:ffD(l—2x)dxdy=/01(1—2x) (/ﬁfd;,) dx:/01(1—2x)(\/5—x2)da::/Ol(ﬁ—xz—ng+2x3)dx

lmg 23 4x§+x41 2 1 4 1 [1

3 3 ) 2
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