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Introduction :

Calcul différentiel et intégrales multiples (Licence SPM L2 )

Présentation enseignants
Jizhuang SHIH et Karim BEKKA

15 semaines de CM et TD : (soit 22,5h de cours, 22,5h de TD)
4 semaines Part.1(optimisation)
6 semaines Part.2 ( intégrale multiple)
5 semaines Part.3 (intégrales cuvilignes et intégrales de surfaces)

Evaluation : 3 Contrôles continus
CC1 le 16 février de 13h15 à 14h45
CC2 le 27 avril de 13h15 à 14h45
CT (examen terminal (1er ou seconde session)

Note finale : N = max(CT, (CC1+CC2+2CT)/4 )
Les règles suivantes seront appliquées en cas d’absences : en cas d’absence
injustifiée à un contrôle la note 0 est attribuée à ce contrôle ; les abJ ( CC1
ou CC2) donnent lieu à une "neutralisation" de la note : par exemple si on
a une abj au CC1, la note finale est max(CT, (CC2+CT)/2).

Plan du cours
1. Extrema locaux et extrema liés (Part. 1)
2. intégrales multiples (Part. 2)
3. Intégrales curvilignes et intégrales de surfaces (Part. 3)



Première partie

Calcul Différentiel et
optimisation

4



Chapitre 1

Extrema locaux (ou relatifs)

1.1 Introduction

Une question standard en analyse mathématique, est de déterminer où
une fonction atteint ses extrema (relatifs ou absolus). L’optimisation a des
applications dans divers domaines.

Considérons pour commencer le cas d’une variable ; soit f : R → R

1.1.1 DÉFINITION

1) f admet un maximum (resp. minimum) global, (ou absolu), au point a
si :
pour tout x on a f (x) ≤ f (a) (resp. f (x) ≥ f (a)) .
Il est dit maximum global stricte(minimum global stricte) si pour tout
x ̸= a on a f (x) < f (a) (resp. f (x) > f (a)).

2) f admet un maximum (resp. minimum) local au point a s’il existe ε > 0
tel que pour tout x ∈]a − ε, a + ε[, f (x) ≤ f (a) (resp. f (x) ≥ f (a)).
Il est dit maximum local strict (minimum global strict) si pour tout x ∈
]a − ε, a + ε[, x ̸= a on a f (x) ≤ f (a) (resp. f (x) ≥ f (a)).

3) Si f admet au point a un maximum ou un minimum, on dit que f admet
un extremum en a.
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1.1.2 REMARQUE

1) Un extremum global est un extremum local.

2) Si f admet un extremum local en a, alors le signe de f (x) − f (a) est
constant dans un voisinage de a.

1.1.3 EXEMPLE. (i) f (x) = |x| a un minimum global en a = 0.

(ii) f (x) = x2 a un minimum global en a = 0.

(iii) f (x) = x3 n’a pas d’extremum local en a = 0, car f (x)− f (a) = x3,
change de signe dans tout voisinage de 0.

On a une condition nécessaire lorsque la fonction est dérivable

1.1.4 THÉORÈME

Soit f une fonction derivable en a. Si f admet un extremum local en a alors
f ′(a) = 0.

Démonstration: Supposons que a est un minimum local. Alors il existe ε > 0
tel que pour tout x ∈]a − ε, a + ε[, f (x) ≥ f (a).

Alors l’accroissement
f (x)− f (a)

x − a
est

{
≥ 0 si x ∈]a, a + ε[

≤ 0 si x ∈]a − ε, a[
Comme f est dérivable en a on aura 0 ≥ f ′g(a) = f ′(a) = f ′d(a) ≥ 0

d’où f ′(a) = 0. ■

1.1.6 REMARQUE

La réciproque est fausse ; f ′(a) = 0 n’implique pas que f a un minimum
en a. La dérivée de la fonction f (x) = x3, s’annule en 0, mais f n’a pas
d’extremum local en 0.

1.1.1 Généralisation aux fonctions de plusieurs variables

1.1.7 DÉFINITION

Soit f : U → R une fonction, U ouvert de Rn et a ∈ U.
On dit que f présente un minimum local (respectivement un maximum

local) au point a si f (a) ≤ f (x) (respectivement f (a) ≥ f (x)) dans un
voisinage de a c-à-d il existe un nombre réel ε > 0 tel que pour tout x dans
la boule B(a, ε), centrée en a et de rayon ε on a

f (a) ≤ f (x) (respectivement f (a) ≥ f (x)).
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On dit que f présente un extremum local au point a, si elle présente soit un
minimum local, soit un maximum local en ce point.
L’extremum local est dit strict s’il existe un voisinage de a où cet extremum
n’est réalisé qu’au point a.
On dit que f présente un extremum global (ou absolu) au point a, si l’in-
égalité est vrai pour tout x ∈ U.

1.1.8 REMARQUE

Une fonction f a un extremum local en a si et seulement si f (x)− f (a) a un
signe constant au voisinage de a. Le signe est positif si a est un minimum
local et négatif si c’est un maximum local.

1.1.9 DÉFINITION

Le gradient d’une fonction f : U → R en a ∈ Rn est défini par

∇ f (a) =
(

∂ f
∂x1

(a), . . .
∂ f
∂xn

(a)
)

(si les dérivées partielles existent).

1.1.10 DÉFINITION

Soit f : U → R une fonction différentiable, U ouvert de Rn.
On dit qu’un point a ∈ U est un point critique de f si ∇ f (a) = 0. On notera
par Crit( f ), l’ensemble des points critique de f i.e.

Crit( f ) = {a ∈ U | ∇ f (a) = 0}.

1.1.11 EXEMPLE. 1) si f (x, y) = x + y2, alors Crit( f ) = ∅ (l’ensemble vide)

2) si f (x, y) = x2 + y2, alors Crit( f ) = {(0, 0)}
3) si f (x, y) = (x + y)2, alors Crit( f ) = {(x, y) | y = −x} est une droite.

1.1.12 THÉORÈME ( LA CONDITION NÉCESSAIRE SUR LA DIFFÉRENTIELLE)
Soit f : U → R une fonction, U ouvert de Rn et a = (a1 . . . , an) ∈ U.
Si f est différentiable et présente un extremum local en a, alors a est un
point critique i.e. ∇ f (a) = 0.
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Démonstration: Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la fonction partielle d’une variable
réelle fi(t) = f (a1 . . . , ai−1, t, ai+1 . . . , an) admet un extremum local en ai,
donc sa dérivée

d fi

dt
(ai) =

∂ f
∂xi

(a) = 0.

On fait de même avec les autres variables. □ ■

1.1.14 REMARQUE. 1. Le théorème précédent permet de limiter la recherche
des extrema locaux aux points critiques.

2. La réciproque est fausse, un point peut être critique sans présenter
d’extremum local. Par exemple :
f : R2 → R, définie par f (x, y) = x2 − y2 à (0, 0) comme point cri-
tique sans être un extremum. En effet, f (x, 0) > f (0, 0) > f (0, y) si
xy ̸= 0.

1.1.15 DÉFINITION

Un point critique qui n’est pas un extremum local est appelé point selle (ou
col).

1.1.2 Exemple : Méthode des moindres carrés, droite de
régression

Supposons que vous ayez un grand nombre n de points déterminés ex-
périmentalement, statistique (appelé nuage de points), à travers lesquels
vous voulez faire passer une courbe pour .

Soit un nuage de n points du plan, (xi, yi), i = 1, . . . , n, et nous voulons
trouver la droite (1) y = ax + b qui les approche "au mieux". En supposant
que nos erreurs de mesure soient réparties aléatoirement selon la courbe
habituelle en forme de cloche (la « distribution gaussienne »), on peut mon-
trer que le bon choix de a et b est celui pour lequel la somme D des carrés
des écarts

(2) D =
n

∑
i=1

(yi − (axi + b))2

est un minimale. Dans la formule (2), les quantités entre parenthèses (mon-
trées par des lignes pointillées dans l’image) sont les écarts entre les valeurs
observées yi et celles axi + b qui seraient prédites à l’aide de la droite (1).
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Least Squares Interpolation 

1. The least-squares line. 
Suppose you have�a large�number�n of�experimentally�determined�points,�through�which�

you�want�to pass�a�curve.�There is�a formula (the Lagrange interpolation formula) producing�
a polynomial�curve�of degree�n →1 which goes through�the points exactly.�But normally�one�
wants to�find�a simple curve, like a line, parabola, or exponential, which goes approximately�
through�the points,�rather than a high-degree polynomial�which goes�exactly�through�them.�
The�reason�is�that�the�location�of�the�points�is�to�some�extent�determined�by�experimental�
error,�so�one�wants�a�smooth-looking�curve�which�averages�out�these�errors,�not�a�wiggly�
polynomial�which�takes�them�seriously.�

In this section, we consider the most common case�— finding�a line which�
goes�approximately�through�a�set�of�data�points.�

Suppose�the�data�points�are�

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)�

and�we�want�to�find�the�line�

(1)� y =�ax +�b 

which�“best”�passes�through�them.� Assuming�our�errors�in�measurement�are�distributed�
randomly�according�to the usual bell-shaped�curve (the so-called�“Gaussian distribution”),�
it�can�be�shown�that�the�right�choice�of�a and�b is�the�one�for�which�the�sum�D of�the�
squares�of�the�deviations�

n 

(2)� D =�
!("(

yi →−(axi +�b)�
#2 

i=1 

is�a�minimum.�In the formula (2), the quantities in parentheses (shown by�
dotted lines in the picture)�are the�deviations between�the�observed�values�

(x , ax +b)i i 

(x ,y )i i 

yi and�the�ones�axi +�b that�would be predicted�using�the line (1).�

The�deviations�are�squared�for�theoretical�reasons�connected�with�the�assumed�Gaussian�
error�distribution;�note�however�that�the�e!ect�is�to�ensure�that�we�sum�only�positive�
quantities;�this is important,�since we do not want deviations of�opposite sign to cancel�each�
other�out.�It�also�weights�more�heavily�the�larger�deviations,�keeping�experimenters�honest,�
since they�tend�to ignore large deviations (“I had�a headache that day”).�

This prescription for�finding�the line (1)�is called the�method of least squares,�and�the�
resulting�line (1)�is�called�the�least-squares line�or�the�regression line.�

To�calculate�the�values�of�a and�b which�make�D a�minimum,�we�see�where�the�two partial�
derivatives�are�zero:�

n
∂D 

=� 2(yi →−axi →−b)(→xi)�= 0�
∂a 

i=1 
(3)�

n 
∂D 

=� 2(yi →−axi →−b)(→1)�= 0�. 
∂b 

i=1 
1�

i 

Les écarts sont des carrés pour des raisons théoriques liées à la distri-
bution d’erreur gaussienne supposée ; notez cependant qu’il faut s’assurer
que nous ne sommons que des quantités positives ( et dérivables) ; c’est im-
portant, car nous ne voulons pas que les déviations de signe opposé s’an-
nulent mutuellement. Cette méthode pour trouver la droite (1) est appelée
la méthode des moindres carrés, et la droite résultante (1) est appelée la
droite des moindres carrés ou la droite de régression. Pour calculer les
valeurs de a et b qui font de D un minimum, on n’annule les dérivées par-
tielles :

∂D
∂a

(a, b) =
n

∑
i=1

2(yi − (axi + b))(−xi) = 0 (1.1)

∂D
∂b

(a, b) =
n

∑
i=1

2(yi − (axi + b))(−1) = 0 (1.2)

Ceux-ci nous donnent un système d’équations linéaires pour détermi-
ner a et b,

a
n

∑
i=1

x2
i + b

n

∑
i=1

xi =
n

∑
i=1

xiyi (1.3)

a
n

∑
i=1

xi + nb =
n

∑
i=1

yi (1.4)

ou sous forme matricielle



n

∑
i=1

x2
i

n

∑
i=1

xi

n

∑
i=1

xi n




(
a
b

)
=




n

∑
i=1

xiyi

n

∑
i=1

yi




(Notez que cela permet d’économiser beaucoup de travail pour dériver (2)
en utilisant la règle de la dérivée d’une fonction composée, plutôt que de
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développer d’abord les carrés.)

À partir de ce moment, on utilise l’algèbre linéaire pour déterminer a et b.

1.1.16 Exercice i) Montrer que pour x1, . . . , xn des nombres réels, on a toujours
l’inégalité

n
n

∑
i=1

x2
i ≥

(
n

∑
i=1

xi

)2

et que n
n

∑
i=1

x2
i =

(
n

∑
i=1

xi

)2

⇐⇒ x1 = x2 = . . . = xn.

(indication : montrer d’abord le cas n = 2, en utilisant une identité
remarquable.)

ii) En déduire que la matrice M =




n

∑
i=1

x2
i

n

∑
i=1

xi

n

∑
i=1

xi n


 est inversible, donc le

système à une solution unique, si les xi ne sont pas identiques.

1.1.17 EXEMPLE. Déterminer la droite des moindres carrés lorsque le nuage est
formé des points (0, 0), (1, 2) et (2, 1).
Réponse : Dans ce cas

D = (0− (a× 0+ b))2 +(2− (a× 1+ b))2 +(1− (2a+ b))2 = b2 +(2− a− b)2 +(1− 2a− b)2

(Rappelez-vous, les variables dont les valeurs sont à trouver sont a et b)
La recherche des points critiques de D, donne

∂D
∂a

(a, b) = 0 ⇐⇒ 5a + 3b = 4 (1.5)

∂D
∂b

(a, b) = 0 ⇐⇒ 3a + 3b = 3 (1.6)

Ce système à pour unique solution a = b =
1
2

. Ainsi la droite de meilleure

approximation (ou droite de régression) est y =
x
2
+

1
2

.

Least squares interpolation 

1. Use the method of least squares to fit a line to the three data points 

(0, 0), (1, 2), (2, 1). 

Answer: We are looking for the line y = ax + b that best models the data. The deviation 
of a data point (xi, yi) from the model is 

yi � (axi + b). 

By best we mean the line that minimizes the sum of the squares of the deviation. That is 
we want to minimize 

D = (0 � (a 0 + b))2 + (2 � (a 1 + b))2 + (1 � (a 2 + b))2 · · · 
= b2 + (2 � a � b)2 + (1 � 2a � b)2 . 

(Remember, the variables whose values are to be found are a and b.) We do not expand 
out the squares, rather we take the derivatives first. Setting the derivatives equal to 0 gives 

∂D = �2(2 � a � b) � 4(1 � 2a � b) = 0 10a + 6b = 8 5a + 3b = 4 ∂a � � 
∂D = 2b � 2(2 � a � b) � 2(1 � 2a � b) = 0 6a + 6b = 6 3a + 3b = 3.∂b � � 

This linear system of two equations in two unknowns is easy to solve. We get 

1 1 
a = , b = . 

2 2 

Here is a plot of the problem. 
y 

x 

y = 1 
2 x + 1 

2 

1 2 3 

1 

2 

3 
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1.1.3 Le test de la dérivée seconde

On commence par rappeler cette situation pour les fonctions d’une va-
riable. Donnons-nous une fonction d’une variable f définie sur R et de
classe C2.

1.1.18 THÉORÈME (FORMULE DE TAYLOR À L’ORDRE 2)
Si f est une fonction deux fois continument dérivable (classe C2) sur R, il
existe c compris entre x et x + h tel que

f (x + h) = f (x) + h f ′(x) +
h2

2
f ′′(c)

Choisissons pour x un point x = a tel que f ′(a) = 0 et f ′′(a) ̸= 0. Alors
pour h assez petit, le terme h2

2 f ′′(c) est du même signe que f ′′(a) . Si par
exemple f ′′(a) > 0, on en déduit que f a un minimum local en x.

La recherche pratique des extrema locaux pour une fonction d’une va-
riable se passe donc ainsi :

(i) On recherche les points critiques, i.e. les points a tel que f ′(a) = 0.
(ii) On étudie la dérivée seconde f ′′ si a est un point critique et si
si f ′′(a) > 0, alors il y a un minimum local,
si f ′′(a) < 0, alors il y a un maximum local,
si f ′′(a) = 0 il faut approfondir l’étude ( en considérant un développe-

ment de Taylor d’ordre supérieur).

1.1.19 REMARQUE

Lorsque f n’est plus définie sur R entier ou sur un intervalle ouvert, il fau-
dra de plus étudier le comportement de f sur les bords du domaine de dé-
finition. Si l’ensemble de départ est compact, on a la garantie de l’existence
d’extrema globaux.

1.1.20 EXEMPLE. 1) Soit la fonction définie sur R, par f (x) = x. Alors f ′(x) =
1 ̸= 0, donc f n’a pas d’extremum local ( ni d’extremum global) sur R.
Par contre, la restriction de f à l’intervalle [−2, 1], admet en a = −2 un
minimum global, f (−2) = −2 et un maximum global en a = 1 qui vaut
f (1) = 1.

2) Soit la fonction définie sur R, par f (x) = x2. Alors f ′(x) = 2x = 0 ⇐⇒
x = 0 et comme f ”(0) = 2 > 0, alors f admet un unique minimum local
en x = 0. De plus, pour tout x ∈ R, f (x) = x2 ≥ 0 = f (0), ce minimum
est aussi un minimum global.
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3) Soit la fonction définie sur R, par f (x) = x2 + cos(x). Alors f ′(x) =
2x − sin(x), s’annule en 0, de plus f ”(x) = 2 − cos(x) ≥ 1 > 0, entraîne
que f ′ est strictement monotone, par suite f ′(x) = 0 a une unique solu-
tion, à savoir x = 0. On a vu que f ”(0) > 0, par suite f à un minimum
local en 0, ce minimum est aussi global ( lim

x→±∞
f (x) = +∞).

Pour les fonctions de plusieurs variables la dérivées seconde est remplacée
par la "matrice hessienne :"

1.1.21 DÉFINITION (MATRICE HESSIENNE)
Soit f : U → R une fonction de classe C2, U un ouvert de Rn et a ∈ U.

La matrice hessienne de f en a est la matrice symétrique réelle

Hess( f )(a) =




∂2 f
∂x2

1
(a) . . . ∂2 f

∂xn∂x1
(a)

. . . . . . . . .
∂2 f

∂x1∂xn
(a) . . . ∂2 f

∂x2
n
(a)


 .

et pour tout, 1 ≤ i, j ≤ n,
∂2 f

∂xj∂xi
(a) =

∂2 f
∂xi∂xj

(a) par le théorème de sy-

métrie de Schwarz.

1.1.22 THÉORÈME (FORMULE DE TAYLOR À L’ORDRE 2 )
Soit U un ouvert de Rn et a ∈ U. Soit f : U → R une fonction de classe C2,
alors f admet un développement limité à l’ordre 2 donné par

f (a + X) = f (a)+ < ∇ f (a), X > +
1
2

< Hess( f )(a)X, X > + o(∥X∥2)

où < V, W >= tV.W = v1w1 + . . . vnwn est le produit scalaire standard de

V =




v1
...

vn


 par W =




w1
...

wn


 et lim

X→0

o(∥X∥2)

∥X∥2 = 0 ( c-à-d que o(∥X∥2) est

négligeable par rapport à ∥X∥2 au voisinage de X = 0.)
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1.1.23 REMARQUE

Si on note la forme quadratique par Q(X) =< H f (a)X, X > où X =


x1
...

xn


 , alors, pour tout X ∈ Rn, on a

Q(X) =
n

∑
i=1

aiix2
i + 2 ∑

1≤i<j≤n
aijxixj

où aij =
∂2 f

∂xi∂xj
(a).

Par exemple pour n = 2 on aura pour X =

(
x
y

)
,

Q(x, y) =
∂2 f
∂x2 (a)x2 + 2

∂2 f
∂x∂y

(a)xy +
∂2 f
∂y2 (a)y2

1.1.4 Le test de la dérivée seconde pour les fonction à deux
variables

On suppose f de classe C2, c’est-à-dire que ses dérivées partielles jus-
qu’à l’ordre 2 existent et sont continues.

Soit f : U → R, (x, y) → f (x, y) de classe C2. On suppose que (a, b) est
un point critique i.e. ∂ f

∂x (a, b) = ∂ f
∂y (a, b) = 0.

1.1.24 REMARQUE

Un extremum local est un point critique mais la réciproque n’est pas vraie.

Notation : On utilisera les notations (de Monge) :

r =
∂2 f
∂x2 (a, b), s =

∂2 f
∂x∂y

(a, b), t =
∂2 f
∂y2 (a, b) et ∆ = rt− s2 = det(Hess( f )(a, b)).

1.1.25 REMARQUE

Avec les notations de Monge, la forme quadratique Q(x, y) devient

Q(x, y) = rx2 + 2sxy + ty2.
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1.1.26 THÉORÈME (LE TEST DE LA DÉRIVÉE SECONDE )
Soient f de classe C2 et (a, b) un point critique de f .

- si ∆ > 0 et r > 0, la fonction f présente un minimum local strict en (a, b).

- si ∆ > 0 et r < 0, la fonction f présente un maximum local strict en (a, b).

- si ∆ < 0 , la fonction f ne présente pas d’extremum, elle a un point selle
(ou col) en (a, b).

- si ∆ = 0 on ne peut conclure (le test échoue).

1.1.27 REMARQUE

si ∆ = 0 on ne peut conclure avec le seul développement à l’ordre 2. En
effet, si f (x, y) = x4, alors ∆(0, 0) = 0 et f (x, y) = x4 ≥ 0 = f (0, 0), d’où f
à un minimum global en (0, 0). De même, pour g(x, y) = −y4, ∆(0, 0) = 0
et g a un miaximum global en (0, 0). Finalement, pour h(x, y) = x4 − y4 on
a aussi ∆(0, 0) = 0, mais h(x, 0) ≥ 0 et h(0, y) ≤ 0 alors (0, 0) est un point
selle de h.

On remarquera que le développement de Taylor à l’ordre 2 de ces fonc-
tions en (0, 0) a une partie principale nulle, ne donne aucune information
sur le comportement des ces fonctions au voisinage de (0, 0).

1.1.28 EXEMPLE. On considère les graphes des fonctions, définies sur R2, sui-
vantes : f (x, y) = x2 + y2, g(x, y) = −x2 − y2 et h(x, y) = y3.

4.2 Extrema of functions of two variables 167

x1

a1

A

a2

x2

x1 a1 a2 x2

Fig. 4.2 Left: A graph of f , that has a local maximum at (a1,a2). Center: f (x1,a2) has a local
maximum at a1. Right: f (a1, x2) has a local maximum at a2.

Example 4.3. Consider the graphs in Figure 4.3 of

f (x,y) = x2+ y2, g(x,y) = −x2− y2, h(x,y) = y3.

f has its smallest value at the point (0,0), and its partial derivatives fx = 2x
and fy = 2y are zero there. g has its largest value at (0,0), and again the partial
derivatives gx(0,0) = 0 and gy(0,0) = 0. It is also true that

∇h(0,0) = 0

since∇h(x,y)= (0,3y2). But h has neither a maximum nor a minimum at (0,0):

h(0,y) = y3

is positive for some points and negative for other points arbitrarily close to
(0,0). !

x y

z = f(x,y)

z = g(x,y)

x y

z = h(x,y)

x y

Fig. 4.3 Graphs of f ,g,h in Example 4.3.
Alors, f à un minimum glo-

bal en (0, 0), de même g à un maximum global en (0, 0). Le critère de la
second dérivée échoue pour, h en (0, 0). Comme h(0, y) = y3, elle change
de signe en des points arbitrairement proches de (0, 0), ainsi h a un point
selle en (0, 0).
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1.1.29 EXEMPLE. La fonction et k(x, y) = x2 − y2 a un point selle (ou col) en (0, 0).

Elliptic paraboloid: z = ax 2 + by2 Hyperbolic paraboloid: z = by2 − ax 2 

1.1.30 EXEMPLE. Soit f : R2 → R définie par f (x, y) = x3 + y3 − 3xy. Les points
critiques de f sont (0, 0) et (1, 1). Le premier est un point selle, le second

un minimum local (non global). On a,
∆(x, y) = det Hess( f )(x, y) = 36xy − 9 et r(x, y) = 6x, en utilisant le test

de la dérivée seconde, on a le tableau suivant :
(x, y) (0, 0) (1, 1)

∆(x, y) −9 < 0 27 > 0
r(x, y) 6 > 0

nature du point point selle minimum local

Démonstration: (du test de la seconde dérivée) On doit étudier le signe f ((a, b)+ (x, y))− f (a, b)
lorsque (x, y) est au voisinage de (0, 0). Puisque ∇ f ((a, b)) = 0, la formule
de Taylor à l’ordre 2 donne

f ((a, b)+ (x, y))− f (a, b) =
1
2

Q(x, y) + o(∥(x, y)∥2) =
1
2
(r(a)x2 + 2s(a)xy+ t(a)y2) + o(∥(x, y)∥2).

Alors la meilleure approximation quadratique de f (a + (x, y)) − f (a)
est 1

2 Q(x, y), donc pour étudier le signe de f ((a, b) + (x, y)) − f (a, b) on
est amené à étudier le signe de Q(x, y) = rx2 + 2sxy + ty2 pour (x, y) au
voisinage de (0, 0).

Soit (x, y) ̸= (0, 0). Supposons par exemple que y ̸= 0. Alors on peut

écrire, en divisant par y2 et en posant u =
x
y

: Q(x, y) = y2(ru2 + 2su + t),

d’où le signe de Q(x, y) est égal à celui de P(u) = ru2 + 2su + t.
On remarquera que le discriminant de P(u) est D = s2 − rt = −∆.

(i) Si D > 0 le polynôme du second degré P(u) a deux racines distinctes,
donc change de signe, ce qui se traduit par si ∆ < 0, f ((a, b)+ (x, y))− f (a, b)
change de signe pour (x, y) au voisinage de (0, 0) ; ainsi (a, b) est un
point selle.
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(ii) Si D < 0, le polynôme du second degré P(u) n’a pas de racines réelles,
donc ne s’annule pas et son signe est celui de r.

{
P(u) > 0 pour tout u si r>0
P(u) < 0 pour tout u si r<0

par suite
{

f ((a, b) + (x, y))− f (a, b) > 0 pour tout u si r>0
f ((a, b) + (x, y))− f (a, b) < 0 pour tout u si r<0

Ainsi, si ∆ > 0 et r > 0, la fonction f présente un minimum local strict
en (a, b) et si ∆ > 0 et r < 0, la fonction f présente un maximum local
strict en (a, b). ■
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1.2 Le test de la dérivée seconde en toute dimension

Soit U un ouvert de Rn, f : U → R une fonction de classe C2 et a ∈ U
un point critique de f .

Alors, d’après le développement limité à l’ordre 2 de f on a

f (a + X)− f (a) =
1
2
⟨Hess( f )(a)X, X⟩ + o(∥X∥2)

où < V, W >= tV.W = v1w1 + . . . vnwn est le produit scalaire standard de

V =




v1
...

vn


 par W =




w1
...

wn


 et lim

X→0

o(∥X∥2)

∥X∥2 = 0 ( c-à-d que o(∥X∥2) est

négligeable par rapport à ∥X∥2 au voisinage de X = 0.)
Alors, le signe de f (a + X)− f (a) est en général celui de la forme qua-

dratique ⟨H f (a)X, X⟩.

1.2.1 DÉFINITION

Soit A ∈ Mn(R) une matrice symétrique d’ordre n.

1. On dit que A est définie positive si pour tout X ̸= 0, ⟨AX, X⟩ > 0.

2. On dit que A est définie négative si pour tout X ̸= 0, ⟨AX, X⟩ < 0.

3. On dit que A n’est pas définie s’il existe V1 et V2 tels que :
⟨AV1, V1⟩ > 0 et ⟨AV2, V2⟩ < 0.

1.2.2 THÉORÈME ( LE TEST DE LA DÉRIVÉE SECONDE)
Soit f : U → R une fonction deux fois différentiable, U ouvert de Rn et
a ∈ U un point critique de f (c-à-d ∇ f (a) = 0). Alors

1. Si Hess( f )(a) est définie positive, f présente un minimum strict en a.

2. Si Hess( f )(a) est définie négative, f présente un maximum strict en
a.

3. Si Hess( f )(a) n’est pas définie, f à un point selle en a.

Démonstration: c’est une conséquence directe du fait que le signe de f (a+X)− f (a)
est celui de la forme quadratique ⟨Hess( f )(a)X, X⟩. ■
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1.2.4 PROPOSITION

Soit A = (aij) ∈ Mn(R) une matrice symétrique d’ordre n. Les conditions
suivantes sont équivalentes

1. A est définie positive

2. A a toutes ses valeurs propres strictement positives.

3. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, det Ai > 0 où Ai =




a11 . . . a1i
. . . . . . . . .
ai1 . . . aii


 .

Démonstration: (idée de la preuve) Comme A est une matrice symétrique
réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée, il existe
donc des réels, appelées valeurs propres, λ1, λ2, . . . , λn, et une base
orthonormée de vecteurs propres V1, V2, . . . , Vn tels que :

pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n} et tout j ∈ {1, 2, . . . , n}, ⟨Vi, Vj⟩ =
{

1 si i = j
0 si i ̸= j

et AVi = λiVi.
Par suite, comme X = x1V1 + x2V2 + . . . + xnVn, alors

⟨AX, X⟩ =
n

∑
i=1

λix2
i .

On en déduit que "A a toutes ses valeurs propres strictement posi-
tives" ⇐⇒ ⟨AX, X⟩ > 0, pour tout X ̸= 0 i.e. A est définie posi-
tive. ■

1.2.6 REMARQUE

A définie négative ⇐⇒ −A définie positive.

1.2.7 COROLLAIRE

Soit A = (aij) ∈ Mn(R) une matrice symétrique d’ordre n. Les conditions
suivantes sont équivalentes

1. A est définie négative

2. A a toutes ses valeurs propres strictement négatives.

3. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, (−1)i det Ai > 0, où Ai =




a11 . . . a1i
. . . . . . . . .
ai1 . . . aii




□
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Soit f : U → R une fonction de classe C2, U un ouvert de Rn et a ∈ U.
La matrice hessienne de f en a est la matrice symétrique réelle Hess( f )(a) =



∂2 f
∂x2

1
(a) . . . ∂2 f

∂xn∂x1
(a)

. . . . . . . . .
∂2 f

∂x1∂xn
(a) . . . ∂2 f

∂x2
n
(a)


 .

Le théorème suivant généralise le test de la dérivée seconde.

1.2.8 THÉORÈME

Soit f : U → R une fonction deux fois différentiable, U ouvert de Rn et
a ∈ U un point critique de f (c-à-d ∇ f (a) = 0). Alors

1. Si Hess( f )(a) a toutes ses valeurs propres strictement positives, alors
f présente un minimum strict en a.

2. Si Hess( f )(a) a toutes ses valeurs propres strictement négative, alors
f présente un maximum strict en a.

3. Si Hess( f )(a) a une valeur propre strictement positive et une valeur
propre strictement négative, alors f a un point selle en a.

1.2.9 REMARQUE. 1. On déduit du théorème précédent, que si le détermi-
nant det Hess( f )(a) = 0 et Hess( f )(a) a toutes ses valeurs propres
≥ 0, (resp. Si Hess( f )(a) a toutes ses valeurs propres ≤ 0) le test
échoue : on ne peut rien conclure a priori, avec un développement
limité d’ordre 2.

2. Les conditions du théorème sont seulement suffisantes.
En effet, f (x, y, z) = x2 + y2 + z4 présente au point critique a =
(0, 0, 0) un minimum strict ( global) même si det Hess( f )(a) = 0.

3. Il se peut qu’une fonction présente en un point un minimum en res-
triction à toute droite passant par ce point, bien qu’elle ne présente
pas de minimum en ce point :
Par exemple, f (x, y) = (y − x2)(y − 3x2) on a le long de toute droite
vectoriel ax + by = 0, f (x, y) ≥ 0 = f (0, 0) dans un certain voisinage
de (0, 0) (qui dépend de a et b), mais le long de la parabole y = 2x2,
f (x, 2x2) = −x4 ≤ 0, donc (0, 0) n’est pas un extremum.
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1.2.10 EXEMPLE. Soit f définie sur R2, par f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 2xyz.
On commence par déterminer les points critiques :

∇ f (x, y) = 0 ⇐⇒





∂ f
∂x = 2x + 2yz = 0
∂ f
∂y = 2y + 2xz = 0
∂ f
∂z = 2z + 2xy = 0

On trouve que l’ensemble des points critique de f est

Crit( f ) = {(0, 0, 0), (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1), (−1,−1 − 1)},

et la hessienne en un point (x, y, z) est la matrice

Hess( f )(x, y, z) =




2 2z 2y
2z 2 2x
2y 2x 2


 .

(i) On a Hess( f )(0, 0, 0) =




2 0 0
0 2 0
0 0 2


, qui a une unique valeur propre

λ = 2 > 0 ( de multiplicité 3), ainsi elle est définie positive, d’où f
présente un minimum local strict en (0, 0, 0).

(ii) Au point (−1,−1,−1), on a A = H f (−1,−1,−1) =




2 −2 −2
−2 2 −2
−2 −2 2


 .

On va calculer le polynôme caractéristique PA(λ), pour déterminer
les valeurs propres de A.
En utilisant les propriétés des déterminants, on aura

PA(λ) = det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣

2 − λ −2 −2
−2 2 − λ −2
−2 −2 2 − λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−2 − λ −2 −2
−2 − λ 2 − λ −2
−2 − λ −2 2 − λ

∣∣∣∣∣∣

= −(2+λ)

∣∣∣∣∣∣

1 −2 −2
1 2 − λ −2
1 −2 2 − λ

∣∣∣∣∣∣
= −(2+λ)

∣∣∣∣∣∣

1 −2 −2
0 4 − λ 0
0 0 4 − λ

∣∣∣∣∣∣
= −(2+λ)(4−λ)2

Les valeurs propres de A sont −2 et 4, qui sont non nulles et de signes
contraires.
Ainsi, on a montré que A = H f (−1,−1, 1−) n’est pas définie, d’où f
présente un point selle en (−1,−1,−1).
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1.2.11 Exercice Déterminer la nature des points critiques (1,−1, 1), (1, 1,−1) et
(−1, 1, 1) de la fonction de l’exemple précédent.

1.2.12 Exercice Soit f définie sur R2, par f (x, y, z) = x2 + y2 + 3z2 − xy+ 2xz+ xy.
Étudier les extrema locaux de f .
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1.3 Extrema liés (ou sous contraintes).
Multiplicateurs de Lagrange

1.3.1 Extrema d’une fonction sur un compact.

La marche à suivre pour étudier les extrema d’une fonction différen-
tiable sur un compact ( fermé et borné) de Rn est la suivante.

Soit f une fonction de classe C2 définie sur un compact K de Rn. Comme
f est différentiable, elle est continue. Elle est donc bornée sur K et atteint
ses bornes.

En pratique, la fonction f sera donnée par une formule valable sur un
certain ouvert sous-ensemble de R2 et le compact K sera inclus dans cet
ensemble de définition.

On mène l’étude des extrema de f en plusieurs étapes. La première est
d’étudier l’existence d’extrema locaux de f à l’intérieur de K, c-à-d le plus
grand ouvert contenu dans K noté K̊. C’est pour cette étude qu’on utilisera
le développement de Taylor à l’ordre 2, ou le test de la dérivées seconde,
donné ci-dessus.

Mais cette étude n’est pas suffisante. Il faut aussi regarder ce qui se
passe sur le bord de K, qui le complémentaire de K̊ dans K ; noté ∂K. Pour
cela on procède autrement. Comme par exemple dans ce qui suit.

1.3.1 EXEMPLE. Etude des extrema de f (x, y) = x2 − y2 sur K = {(x, y) ∈
R2/x2 + y2 ≤ 1}. On procède de la manière suivante :

(i) On cherche les points critiques et les extrema locaux dans K̊ = {(x, y) ∈
R2/x2 + y2 < 1}, qui n’est autre que le disque ouvert de centre (0, 0) et de
rayon 1.

On trouve un seul point critique à savoir (0, 0) . Mais en (0, 0), f a un
point selle. La fonction n’a donc pas d’extremum à l’intérieur de K. Mais
comme K est compact et f est continue sur K, f est bornée sur K et atteint
ses bornes sur K. Ce sera donc sur le bord de K.

(ii) On analyse f sur le bord ∂K = K \ K̊ = {(x, y) ∈ R2/x2 + y2 = 1}.
Une possibilité ici est de paramétrer le bord de K : le cercle de rayon

1 centré en (0, 0), dont une paramétrisation est donnée par x = cos t, y =
sin t, t ∈ [0, 2π].
La restriction de f à ∂K et alors la fonction d’une variable g(t) = f (cos t, sin t) =
cos2 t − sin2 t = cos(2t). On peut alors étudier les variations de la fonction
g sur l’intervalle [0, 2π]. On obtient qu’elle atteint son maximum qui vaut
t = 1, aux points t = 0, t = π et t = 2π et son minimum qui vaut −1 aux
points t = π

2 et 2π
3 .
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Ainsi, la fonction f atteint donc sur K son maximum 1 aux points (1, 0)
et (−1, 0) et son minimum −1 aux points (0, 1) et (0, −1).

1.3.2 EXEMPLE. Etude des extrema de f (x, y) = xy sur le carré K = [0, 2]× [0, 1].
(i) On cherche les points critiques et les extrema locaux dans l’intérieur

K̊ =]0, 2[×]0, 1[, mais (0, 0) ̸∈ K̊; donc f , n’a pas de points dans K̊, par suite
n’y a pas d’extremum.

(ii) On analyse f sur le bord ∂K = K \ K̊, qui est la réunion de quatre
segments :

∂K = [0, 2]× {0} ∪ {2} × [0, 1] ∪ [0, 2]× {1} ∪ {0} × [0, 1].

1) sur [0, 2]× {0} on a f (x, 0) = 0, qui est constante, donc son minimum
est égal à son maximum et vaut 0.

2) sur {2} × [0, 1] on a f (2, y) = 2y, son minimum est égal 0 et son maxi-
mum est égal à 2.

3) sur [0, 2] × {1} on a f (x, 1) = x, son minimum est égal 0 et son maxi-
mum est égal à 2.

4) sur {0} × [0, 1] on a f (0, y) = 0, qui est constante, donc son minimum
est égal à son maximum et vaut 0.

Ainsi, la fonction f atteint donc sur K = [0, 2]× [0, 1], son maximum 2
aux points (2, 1) et son minimum 0 aux points (x, y) ∈ [0, 2]×{0}∪{0}× [0, 1].
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1.3.2 Extrema sous une seule contrainte

Soit n ≥ 1 un entier. On notera par X = (x1, . . . , xn) un point de Rn.
Il s’agit de trouver les extrema de f (X) lorsque X appartient à une hy-

persurface S définie par g(X) = 0 i.e. S = {X ∈ Rn | g(X) = 0}.

1.3.3 DÉFINITION

Un point X0 est un minimum (resp. maximum) local pour f , lié à la contrainte
g(X) = 0 (i.e. sur S) si :

(i) g(X0) = 0

(ii) Il existe r > 0 tel que f (X0) ≤ f (X)(resp. f (X0) ≥ f (X)) pour tout
X ∈ S ∩ B(X0, r).

1.3.4 THÉORÈME ( DE LAGRANGE)
Soit f (X) et g(X) de classe C1 sur un ouvert de Rn à valeurs dans R.
Soit X0 un point de S tel que :

(a) ∇g(X0) ̸= 0 ( i.e. X0 n’est pas un point critique de g)

(b) f admet un extremum local en X0 sur S

Alors il existe un nombre réel λ tel que :

∇ f (X0) = λ∇g(X0).

Le nombre réel λ est appelé multiplicateur de Lagrange.

Démonstration: On va démontrer le théorème pour la dimension n = 3. La
démonstration dans le cas général, se fait suivant le même schema.
Soit X0 = (x0, y0, z0) vérifiant les conditions (a) et (b).
D’après (a), on peut appliquer le théorème des fonctions implicites.
En effet, ∇g(X0) ̸= (0, 0, 0), entraîne que l’une des composantes de ∇g(X0)

est non nulle ; on va supposer sans perdre de généralité que
∂g
∂z

(X0) ̸= 0.
Alors d’après le théorème des fonctions implicites, il existe une fonction
φ définie dans un voisinage de (x0, y0), telle que z = φ(x, y). On aura
(x, y, z) ∈ S ⇐⇒ g(x, y, φ(x, y)) = 0 au voisinage de X0.
Comme la fonction h(x, y) = f (x, y, φ(x, y)) admet un extremum en (x0, y0),
on a ∇h(x0, y0) = 0, en utilisant la formule de dérivation des fonctions
composées, on aura au point X0
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∂h
∂x

(x0, y0) =
∂ f
∂x

(X0) +
∂φ

∂x
(x0, y0).

∂ f
∂z

(X0) = 0

∂h
∂y

(x0, y0) =
∂ f
∂y

(X0) +
∂φ

∂y
(x0, y0).

∂ f
∂z

(X0) = 0

De même les dérivées partielles de la relation g(x, y, φ(x, y)) = 0 donnent

∂g
∂x

(X0) +
∂φ

∂x
(x0, y0).

∂g
∂z

(X0) = 0

∂g
∂y

(X0) +
∂φ

∂y
(x0, y0).

∂g
∂z

(X0) = 0

Comme
∂g
∂z

(X0) ̸= 0, on peut diviser par cette quantité pour obtenir

∂φ

∂x
(x0, y0) = −

∂g
∂x (X0)
∂g
∂z (X0)

,
∂φ

∂y
(x0, y0) = −

∂g
∂y (X0)

∂g
∂z (X0)

.

D’où

∂ f
∂x

(X0) =

(
∂g
∂x (X0)
∂g
∂z (X0)

)
∂ f
∂z

(X0) =

(
∂ f
∂z (X0)
∂g
∂z (X0)

)
∂g
∂x

(X0)

∂ f
∂y

(X0) =

(
∂g
∂x (X0)
∂g
∂z (X0)

)
∂ f
∂z

(X0) =

(
∂ f
∂z (X0)
∂g
∂z (X0)

)
∂g
∂y

(X0)

et
∂ f
∂z

(X0) =

(
∂ f
∂z (X0)
∂g
∂z (X0)

)
∂g
∂z

(X0).

Ainsi, on a bien ∇ f (X0) = λ∇g(X0) avec λ =
∂ f
∂z (X0)
∂g
∂z (X0)

.□

1.3.6 REMARQUE

Si P est un extremum lié, on a ∇ f (P) parallèle à ∇g(P). La réciproque
n’est pas vraie. Nous avons une condition nécessaire mais pas suffisante.
C’est l’équivalent de la nullité de la dérivée pour les extrema libres : en un
extremum libre la dérivée est nulle mais la dérivée peut être nulle sans que
la fonction ait un extremum (penser à x 7→ x3 en x = 0).
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1.3.7 EXEMPLE. Déterminer les extrema de f (x, y) = xy sur le cercle d’équation
x2 + y2 = 8.

Le cercle étant un compact de R2 et f une fonction continue, les théo-
rème généraux nous garantissent l’existence d’un maximum et un mini-
mum de la restriction de f au cercle.

On pose g(x, y) = x2 + y2 − 8. Alors, ∇ f (x, y) = (y, x), ∇g(x, y) =
(2x, 2y).

Pour déterminer les points critiques de f (x, y) restreinte à la condition
g(x, y) = 0 en utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on
doit résoudre le système :

{
∇ f (x, y) = λ∇g(x, y)
g(x, y) = 0

⇐⇒





∂ f
∂x = λ

∂g
∂x

∂ f
∂y = λ

∂g
∂y

g(x, y) = 0

⇐⇒





y = 2λx
x = 2λy
x2 + y2 = 8

On observera, que se système impose que les solutions (x, y) vérifient
x ̸= 0 et y ̸= 0, en effet, si par exemple x = 0, alors la première équation
entraïne que y = 0, mais ceci est impossible puisque le point (0, 0) n’est
pas sur le cercle. Par suite λ ̸= 0. La division membres à membre des deux
premières équations donne y

x = x
y =⇒ y2 = x2. Comme x2 + y2 = 8, on

aura x2 + x2 = 8 =⇒ x2 = 4 =⇒ x = ±2. De même on trouve y = ±2.
L’ensemble des points critiques de la restriction de f à x2 + y2 + z2 = 8, est

{(−2,−2), (−2, 2), (2,−2), (2, 2)} .

Il ne reste plus qu’à comparer les valeurs de f en ces points :
(x, y) (−2,−2) (−2, 2) (2,−2) (2, 2)

f (x, y) 4 −4 −4 4
nature du point maximum global minimum global minimum global maximum global

1.3.8 Exercice Maximiser x2y2z2 lorsque x2 + y2 + z2 = 1.

1.3.9 EXEMPLE. On se propose de déterminer le parallélépipède ayant le plus
grand volume, qu’on peut inscrire à l’intérieur de l’ellipsoïde d’équation

x2 + 2y2 + 9z2 = 1,

dont les côtés a, b et c soient parallèles aux axes Ox, Oy et Oz respective-
ment.
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On pose a = 2x, b = 2y et c = 2z avec (x, y, z) ∈ ([0,+∞[)3. On veut
alors maximiser la fonction "volume" f (x, y, z) = abc = (2x)(2y)(2z) =
8xyz sur la partie de l’ellipsoïde S = {(x, y, z) ∈ ([0,+∞[)3 | x2 + 2y2 + 9z2 =
1}. On va utiliser pour cela la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

On va résoudre alors le système

{
∇ f (x, y, z)) = (8yz, 8xz, 8xy) = λ∇g(x, y, z) = λ(2x, 4y, 19z)
x2 + 2y2 + 9z2 = 1.

⇐⇒





8yz = λ2x
8xz = λ4y
8xy = λ18z
x2 + 2y2 + 9z2 = 1.

Considérant les deux cas, λ = 0 ou λ ̸= 0. Si λ = 0 alors au moins
deux des coordonnées x, y et z sont nulles, d’où le volume est nulle, c’est
un minimum, mais pas un maximum. On doit donc supposer λ ̸= 0 et
toutes les coordonnées non nulles. On peut donc considérer les quotients ;
on a :

8yz
8xz

=
y
x
=

2λx
4λy

=
x

2y
,

8yz
8xy

=
z
x
=

2λx
18λz

=
x
9z

D’où 2y2 = 9z2 = x2 et la contrainte x2 + 2y2 + 9z2 = 1, donne alors
x2 + x2 + x2 = 1 i.e. 3x2 = 1. Comme x est positif, l’unique solution à
retenir est x = 1√

3
, par suite y = 1√

6
et z = 1

3
√

3
.

Ainsi, le parallélépide est de côtes, a = 2√
3
, b = 2√

6
et c = 2

3
√

3
et le volume maximal est abc = 2√

3
. 2√

6
. 2
3
√

3
= 8

9
√

6
.

1.3.3 Généralisation à plusieurs contraintes :

On cherche les extrema d’une fonction f sur l’ensemble S défini par
g1 = g2 = . . . = gk = 0, toutes les fonctions considérées étant de classe C1.
Pour que les choses marchent il faut généraliser l’hypothèse avec une seule
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contrainte. On fait lrajoute la condition : que les gradients des fonctions
g1 = g2 = . . . = gk soient linéairement indépendants.

1.3.10 THÉORÈME (MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE)
Soient f et g1, . . . , gk, k+ 1 fonctions de Rn dans R de classe C1 telles que les
vecteurs ∇g1, . . . ,∇gk, soit linéairement indépendants sur l’ensemble S défini
par

g1(X) = . . . = gk(X) = 0.

Alors si f admet un extremum lié sur S en X0 le vecteur, ∇ f (X0) est com-
binaison linéaire des vecteurs ∇gi(X0) i.e. il existe des nombres réels λ1, . . . , λk
tels que

∇ f (X0) =
k

∑
i=1

λi∇gi(X0).

Les nombres réels λ1, . . . , λk sont appelés des multiplicateurs de Lagrange.

1.3.11 Exercice Déterminer les extrema de f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 sous les contraintes
g1(x, y, z) = x2 + y2 − z2 = 0 et g2(x, y, z) = x + y − z + 1 = 0.

1.3.12 REMARQUE

g1(x, y, z) = x2 + y2 − z2 = 0 est l’équation d’un cône ( double) et g2(x, y, z) =
x + y − z + 1 = 0 est celle d’un plan, alors g2(x, y, z) = g2(x, y, z) = 0 est
l’intersection de ce cône avec ce plan, dans ce cas on obtient une hyperbole
dans l’espace (voir figure )
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f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 = ∥(x, y, z)∥2 est le carré de la distance de
(x, y, z) à l’origine (0, 0, 0). Comme l’hyperbole à des points de norme arbi-
trairement grande, f n’aura pas de maximum, par contre elle atteindra son
minimum sur l’hyperbole S = {X ∈ R3 | g1(x, y, z) = g2(x, y, z) = 0}.

On va utilisant la méthode des multiplicateus de Lagrange. On va ré-
soudre le système





∇ f (x, y, z) = λ∇g1(x, y, z) + µ∇g1(x, y, z)
z2 = x2 + y2

z = x + y + 1





(2x, 2y, 2z) = λ(2x, 2y,−2) + µ(1, 1,−1) = (2λx + µ, 2λy + µ,−2λz − µ)

z2 = x2 + y2

z = x + y + 1

⇐⇒





2x = 2λx + µ

2y = 2λy + µ

2z = −2λz − µ

z2 = x2 + y2

z = x + y + 1

⇐⇒





2x(1 − λ) = µ

2y(1 − λ) = µ

2z(1 + λ) = −µ

z2 = x2 + y2

z = x + y + 1

On va maintenant, déterminer les solutions de ce système.
Si λ = 1, alors µ = 0 et comme 1 + λ = 2 la troisième équation donne

nécessairement z = 0, puis la quatrième équation donne x2 + y2 = 0, doù
x = y = z = 0, mais (0, 0, 0) n’est pas solution de la cinquième équation
x + y − z + 1 = 0, alors on ne retient pas ce point.

De même, si λ ̸= 1 et µ = 0, on trouve l’unique solution (0, 0, 0), qu’on
ne retient pas.

Supposons maintenant, que λ ̸= 1, alors µ ̸= 0. En prenant le quotient
de 2x(1 − λ) = µ par 2y(1 − λ) = µ on obtient x

y = 1, d’ou y = x , alors

z2 = x2 + y2, nous donne z2 = 2x2 =⇒ z = ±
√

2x .

- si z =
√

2x , x + y − z + 1 = 0 =⇒ x + x −
√

2x + 1 = 0 =⇒
(2 −

√
2)x = 1, d’où x = −1 −

√
2

2 par suite la solution est

(x, y, z) = (−1 −
√

2
2

,−1 −
√

2
2

,−
√

2 − 1)



1. Extrema locaux (ou relatifs): Extrema liés (ou sous contraintes).
Multiplicateurs de Lagrange 30

- si z = −
√

2x , x + y − z + 1 = 0 =⇒ x + x +
√

2x + 1 = 0 =⇒
(2 +

√
2)x = 1, d’où x = −1 +

√
2

2 par suite la solution est

(x, y, z) = (−1 +

√
2

2
,−1 +

√
2

2
,
√

2 − 1)

On va maintenant comparer les valeurs de f en ces points pour détermi-
ner le minimum de f sur S. On a

f

(
−1 −

√
2

2
,−1 −

√
2

2
,−1 −

√
2

)
=

(
−1 −

√
2

2

)2

+

(
−1 −

√
2

2

)2

+(−1−
√

2)2

=

(
1 +

√
2 +

1
2

)
+

(
1 +

√
2 +

1
2

)
+ (1 + 2

√
2 + 2) = 6 + 4

√
2.

et

f

(
−1 +

√
2

2
,−1 +

√
2

2
,−1 +

√
2

)
=

(
−1 +

√
2

2

)2

+

(
−1 +

√
2

2

)2

+(−1+
√

2)2

=

(
1 −

√
2 +

1
2

)
+

(
1 −

√
2 +

1
2

)
+ (1 − 2

√
2 + 2) = 6 − 4

√
2.

La plus petite valeur étant 6 − 4
√

2, f atteint un minimum global sur S

au point

(
−1 +

√
2

2
,−1 +

√
2

2
,−1 +

√
2

)
.

1.3.13 REMARQUE

En fait, on a montré que

(
−1 +

√
2

2
,−1 +

√
2

2
,−1 +

√
2

)
est l’unique

point de l’hyperbole qui est le plus proche de l’origine (0, 0, 0).
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1. Rappels sur l’intégrale de fonctions d’une variable réelle (Intégrale de
Riemann )

2. Intégrales doubles

3. Intégrales triples

4. Applications : Calculs d’aire, de volume, moyenne, centre de gravité
et moment d’inertie

1.4 Une introduction à la mesure

1.4.1 Mesure des figures canoniques

— Si l1 = [a1, b1] ( un segment), avec −∞ < a1 ≤ b1 < ∞, alors sa
longueur λ1(l1) = b1 − a1.

— Si I2 = [a1, b1]× [a2, b2] (un rectangle)

Mesure de figures
40 siècles d’histoire en . . . une demi-heure

Les temps modernes
Motivation

Mesure de figures canoniques

Si I1 = [a1, b1], avec �1 < a1  b1 < 1, alors �1(I1) = b1 � a1.

Si

a1 b1

a2

b2 I2
alors �2(I2) = (b1 � a1) ⇥ (b2 � a2).

Plus généralement, si Id = ⇥d
i=1[ai , bi ] avec ai  bi pour tout i

(parallélépipède canonique), alors �d(Id) =
Qd

i=1(bi � ai ).

Remarquer que
les points ont une longueur nullle, car �1({a1}) = 0 et
les segments (canoniques) de droite ont une aire nulle car
�2({a1} ⇥ [a2, b2]) = 0.

Conséquence : �1([a, b[) = �1(]a, b[) = �1(]a, b]) = �1([a, b]) = b � a.

Janvier 2017 OM4

alors son aire λ2(l2) = (b1 − a1)× (b2 − a2).
— Plus généralement, si d est un entier ≥ 3 et

ld =
d

∏
i=1

[ai, bi] = [a1, b1]× · · · × [ad, bd]

avec ai ≤ bi pour tout i (un parallélépipède en dimension d),
— alors son volume ( en dimension d) est égal à :

λd(ld) :=
d

∏
i=1

(bj − aj) = (b1 − a1)× · · · × (bd − ad).

Remarques
— les points ont une longueur nulle :
— en effet {a1} = [a1, a1], par suite λ1({a1}) = a1 − a1 = 0
— Par conséquent : λ1([a, b[) = λ1(]a, b[) = λ1(]a, b]) = λ1([a, b]) =

b − a.
— tout segment de droite a une aire nulle car

λ2({a1} × [a2, b2]) = 0 × (b2 − a2) = 0.

— Plus généralement, les parallélépipèdes ( ou pavés droits) de Rd−1

ont un volume nul pour la mesure de Rd.
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— Une figure élémentaire J est une réunion finie de parallélépipèdes
canoniques disjoints J1, J2, . . . , Jn de Rd.
( ou les intersections sont de dimension ≤ d − 1)

— Additivité disjointe :

J =
n⊔

i=1

Ji ⇒ λd(J) = λd(J1) + · · ·+ λd(Jn) =
n

∑
i=1

λd(Ji) .

Le symbole
⊔

désigne une réunion disjointe c-à-d une union d’en-
sembles deux à deux disjoints.

— Invariance par translations :

pour tout vecteur v ∈ Rd, λd(J + v) = λd(J).

— Plus génétalement : Invariance par isométrie : Soit h : Rd → Rd une
isométrie (application qui préserve les distances) alors

λd(h(J)) = λd(J) .

— Utiliser les règles précédentes pour se ramener à des figures élémen-
taires.

— Exemple : le calcul de l’aire d’un triangle de base b et de hauteur h

Mesure de figures
40 siècles d’histoire en . . . une demi-heure

Les temps modernes
Motivation

Mesure de figures plus compliquées

Utiliser les règles précédentes pour se ramener à des figures
élémentaires.
Exemple :

�2( ) =
1
2
�2( ) =

1
2
�2( ) =

1
2
�2( )

�2(
b

h ) =
1
2
b ⇥ h.
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1.4.2 Le problème de la mesure

— Pour des figures encore plus compliquées, la règle d’additivité doit
être étendue en additivité dénombrable disjointe (ou σ-additivité) :

J = ⊔∞
n=1Jn ⇒ λd(J) =

∞

∑
n=1

λd(Jn) .

— Idée : approcher une figure arbitraire par des réunions dénombrables
de figures plus simples dont on sait calculer le volume.
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— Exemple : le calcul du périmètre et l’aire d’un disque à l’aide de
polygones réguliers.
Le problème suivant concerne le lien entre découpage et mesure (de
l’aire ou du volume).

— On appelle isométrie est une transformation qui conserve les lon-
gueurs ( les aires, les volumes). Par exemples, les translations, les
rotations et les symétries sont des isométries.

—
1.4.1 DÉFINITION

Soient A et B deux parties de Rd. On dit qu’elles sont équivalentes
par découpage et recollement (ou équivalentes par puzzle) s’il existe
une partition finie de A (resp. de B),

A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ( resp. B = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bn)
et, pour chaque i = 1, 2, . . . , n, une isométrie gi telle que

gi(Ai) = Bi

Autrement dit, on a découpé A en n morceaux A1, . . . , An, on a
déplacé ces morceaux et on les a recollé pour reconstituer B, le tout,
bien entendu, sans perte ni chevauchement

A B

Question : Il est facile de voir que deux parties équivalentes par
découpage et recollement ont même aire (dans le plan) ou même
volume (dans l’espace). La question qui se pose est celle de la réci-
proque : si deux parties du plan ont même aire, peut-on passer de
l’une à l’autre par découpage et recollement? (Ou encore : existe-t-il
un puzzle passant de l’une à l’autre?)
La question est identique pour deux parties de même volume dans
l’espace.
Les réponses sont différentes entre le plan et l’espace.
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Deux parties du plan, de même aire, sont équivalentes par décou-
page et recollement :

1.4.2 THÉORÈME

Théorème[Bolyai, 1832, Gerwien, 1833)] Soient A et B deux poly-
gones du plan qui ont une même aire.
Alors A et B sont équivalents par découpage et recollement.

Idée de la preuve : On découpe A en triangles T1 , T2 , . . . , Tn . On montre ensuite que chaque triangle Ti est équivalent à un

rectangle Ri de même aire et dont un côté est de longueur 1. On obtient alors un rectangle R équivalent à A en mettant bout

à bout tous les Ri . On fait de même pour montrer que B est équivalent à R.

Scissors-congruence

Theorem

Two polygons of the same area are scissors-congruent.

Proof. Using triangulation and lemma 1, we observe that any
polygon of area S is scissors-congruent to the 1-by-S rectangle:

Hence, two polygons of the same area are scissors-congruent to
the same rectangle.
Since scissors-congruence is transitive, the result follows. ⌅

UMN Math Club Hilbert’s third problem and Dehn’s invariant

— Le résultat est faux dans l’espace. On montre que le cube unité n’est
pas équivalent par découpage et recollement au tétraèdre régulier (
de volume 1).
Le problème de la mesure :
Existe-t-il une application non-nulle m : P(Rd) → [0, +∞], où
P(Rd) désigne l’ensemble des parties de Rd, telle que :
1. m(∅) = 0, où ∅ est l’ensemble vide

2. m(
+∞⊔

n=0

Jn) =
+∞

∑
n=0

m(Jn) , où, pour tout n ∈ N, Jn est un sous-

ensemble de Rd

3. m est invariante par isométrie
4. m([0, 1]d) = 1

— une telle application est appelée mesure universelle ( elle permet de
mesurer toute partie de Rd )

— Question : existe-t-il dans l’espace R3 une mesure universelle (défi-
nie pour toutes les parties bornées), non nulle, simplement additive
et invariante par isométries?

— La réponse est non et cela est une conséquence de ce qu’on appelle
le paradoxe de Banach-Tarski :

1.4.3 THÉORÈME (BANACH-TARSKI, (1924))
Soient A et B deux parties bornées d’intérieur non vide de R3. Alors,
il existe des partitions finies de
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A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An et B = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bn
et pour chaque i = 1, 2, . . . , n, une isométrie gi telle que

gi(Ai) = Bi

— Autrement dit, on peut découper A en un nombre fini de morceaux
(certainement pas simples !), les déplacer, et reconstituer B avec ces
morceaux (un puzzle).

— On pensera par exemple au cas suivant : A est une pomme et B est
la lune.

— On montre même que pour passer d’une boule de rayon donnée à
deux boules disjointes de même rayon, il suffit d’un découpage en 5
morceaux. On peut par exemple dédoubler la terre en la découpant
en 5 parties puis en les rassemblant.

S1 S2 O1 O2 O1 O2

S1 S2

(A1, B1, C1, D1) S1

��!
OO1

(A, B, C,D) S

BDADA1

S � D

8
<
:

A D B [ C P A1 [ A2

B D C [ A P B1 [ B2

C D A [ B P C1 [ C2

9
=
; (S1 � D1) [ (S2 � D2)

(S � D) P (S1 � D1) [ (S2 � D2)
S P (S1 [ S2)

S (Ai)i=1..n S1[S2

(Bi)i=1..n n Di Ai Bi

8i A
0
i = {]O; x]; x 2 Ai} B

0
i = {]O1; x1]; x1 2 Bi \ S1}

S {]O2; x2]; x2 2
Bi \ S2}

8i B
0
i = Di(A

0
i)

K/{O} P (K1/{O1} [ K2/{O2})

B P ( B1 [ B2 )

n

K1 K2 O1 O2

— Il y a certainement dans cette partition des morceaux qu’on ne peut
pas mesurer, sinon le volume de la terre serait égal à son double ce
qui donne 1 = 2 et cela est absurde.

— à noter que ces découpages ne sont pas réguliers ; un tel décou-
page ressemblerait un peu à ceci (les éléments d’une même couleur
forment une piece du Puzzle)

—

Note. The above argument dealt with the two-dimensional surface of a sphere, and not with a

solid ball. This part can be easily revised by taking every point on the sphere and adding an open

line segment from that point to the center of the sphere. This can be done to each of the sets above

as well. The same construction as above can be used, with the center of the original sphere going

into one copy, and the center of the second taken care of by shifting from infinity.

Note. You probably noticed that the “cutting template” trick which was used to create a second

copy of the Kis, could be used over and over to ultimately produce as many copies of the sphere as

you want from the original one. Things, it turns out, are even a little stranger! There is another

version of the Banach-Tarski Paradox which states that for any two bounded three-dimensional

sets with nonempty interiors, one can be decomposed into a finite number of pieces and the pieces

rigidly rearranged (rotated or translated) to produce the other. This implies, among other offensive

things, that a sphere the size of a pea can be decomposed and rearranged to produce a sphere the

size of the Sun. That’s why the Banach-Tarski Paradox is sometimes called the “Pea and the Sun

Paradox.”

Note. How should we try to visualize this? What do the pieces look like? Several websites have

images in which the sphere is cut into small, solid pieces. We know the pieces must be rather

exotic, or else they would be measurable and the paradox would not appear (because of additivity).

I imagine something like this:

You might think of the sets K1, K2, and K3 as being the yellow, green, and blue points, respec-

6



Chapitre 2

Rappels sur l’intégrale de
Riemann

2.0.1 DÉFINITION (DÉFINITION DE L’INTÉGRALE)
— Soit f : [a, b] → R une fonction.

—

On appelle somme de Riemann
associée à f , n et x∗i , la somme

Sn =
n

∑
i=1

f (x∗i )∆x =
b − a

n

n

∑
i=1

f (x∗i )

où ∆x = b−a
n , xi = a + i∆x

et x∗i est un point quelconque de
[xi−1, xi]

Review: Integral of a single variable function.

Definition
The definite integral of a function f : [a, b] ! R, in the interval
[a, b] is the number

Z b

a
f (x)dx = lim

n!1

nX

i=0

f (x⇤
i )�x .

where x⇤
i 2 [xi , xi+1] is called a

sample point, while {xi} is a
partition in [a, b], i = 0, · · · , n,
and with xi = a + i�x , and

�x =
(b � a)

n
.

i

y

f(x)

x

x 1
x 0 x 2

x3 x 4

n = 4 x  = x
x

*
i

2.0.2 THÉORÈME

Si f est continue, alors la suite (Sn) converge ( indépendamment du
choix des x∗i ). On appelle intégrale ( au sens de Riemann) de f sur
[a, b], la limite de cette suite, et on note

∫ b

a
f (x)dx = lim

n→+∞

n

∑
i=1

f (x∗i )∆x

37
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L’intégrale
∫ b

a
f (x)dx est l’aire

du domaine délimité par le
graphe de f et l’axe des abscisses.

The integral as an area.

The sum Sn =
nX

i=0

f (x⇤
i )�x is

called a Riemann sum. Then,Z b

a
f (x) dx = lim

n!1
Sn.

i

y

f(x)

x

x 1
x 0 x 2

x3 x 4

n = 4 x  = x
x

*
i

The integral

Z b

a
f (x) dx is the

area in between the graph of f
and the horizontal axis.

b

y

f(x)

xa

2.0.3 REMARQUE

Cette définition est valable aussi pour les fonctions continues par mor-
ceaux sur [a, b] c’est-à-dire les fonctions continues sauf en un nombre fini
de points où elle admettent des limites à droite et à gauche.

Ce qui suit donne la définition (générale) des fonctions intégrable au
sens de Riemann, qui inclus un plus grand nombre de fonctions, par exemple
les fonctions monotones sur [a, b].

— En utilisant la définition, on va calculer
∫ 1

0
xdx

— Dans ce cas, on a :

a = 0, b = 1, f (x) = x, ∆x = 1
n et on prend x∗i = xi =

i
n alors

—

Sn =
1
n

n

∑
i=1

f (
i
n
) =

1
n

n

∑
i=1

i
n
=

1
n2

n

∑
i=1

i =
1
n2 × n(n + 1)

2
=

n(n + 1)
2n2

— D’où,
∫ 1

0
xdx = lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞

n(n + 1)
2n2 =

1
2

.

—
2.0.4 REMARQUE

On a utiliser le résultat suivant : pour tout entier naturel m on a

m

∑
k=1

k := 1 + 2 + · · ·m =
m(m + 1)

2
à démontrer en exercice !

Plus généralement

2.0.5 DÉFINITION

On appelle subdivision d’un intervalle réel [a, b] toute famille finie σ =
(ai)0≤i≤n d’éléments du segment [a, b] telle que :

a = a0 < a1 < . . . < an = b

On appelle pas (ou diamètre) de la subdivision σ le réel positif

δ = max
1≤i≤n

(ai − ai−1)
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2.0.6 DÉFINITION

Définition des sommes de Riemann
— Soit f : [a, b] → R une fonction d’une variable, σ = (ai)0≤i≤n une

subdivision de [a, b] et des points x1, . . . , xn tels que xi ∈ [ai−1, ai] :
— La somme de Riemann de f associée à la subdivision σ et aux points

x1, . . . , xn est la somme (finie)

S( f , δ, xi) :=
n

∑
i=1

f (xi)(ai − ai−1)

2.0.7 DÉFINITION

Soit f : [a, b] → R. On dit que f est intégrable (au sens de Riemann)
si

lim
δ→0

n→+∞

S( f , σ, xi)

existe, est finie et ne dépend pas du choix des xi. Dans ce cas

∫ b

a
f (x) dx := lim

δ→0
n→+∞

S( f , σ, xi)
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2.0.8 THÉORÈME

Les fonctions continues par morceaux, en particulier les fonctions
continues, sont des fonctions intégrables. Les fonctions monotones
sont des fonctions intégrables.

2.0.9 REMARQUE

La fonction f : R → R définie par f (x) =

{
1 si x ∈ Q

0 si x ̸∈ Q
n’est pas inté-

grable au sens de Riemann.

— ∫ b

a
f (x) dx = Aire algébrique

— ∫ b

a
| f (x)| dx = Aire géométrique

2.1 Techniques de calcul

1. Une primitive de f sur [a, b] est une fonction F dérivable telle

F′(x) = f (x)

2. pour calculer une intégrable il suffit de connaître une primitive

2.1.1 THÉORÈME (FONDAMENTAL DU CALCUL INTÉGRAL)
Si F est une primitive de f sur [a, b] alors

∫ b

a
f (x) dx = F(b)− F(a)
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— "Lu à l’envers”, un tableau de dérivées est un tableau de primitives
( à une constante près) .

— Le calcul d’une primitive consiste souvent après quelques transfor-
mations à ”reconnaître” une des fonctions du tableau :

Définie sur I f F(x) =
∫

f (x)dx

R − {0} ou R+ − {0} xα, (α < 0 et α ̸= −1)
xα+1

α + 1

R ou R+ − {0} xα, (α ≥ 0)
xα+1

α + 1
R − {0} 1

x
ln(|x|)

R − {−a} 1
x + a

ln(|x + a|)

R eax, (a ̸= 0)
eax

a
Définie sur I f F(x) =

∫
f (x)dx

R sin(x) − cos(x)
R cos(x) sin(x)

R sin(ax + b), (a ̸= 0) −cos(ax + b)
a

R cos(ax + b), (a ̸= 0)
sin(ax + b)

a
R − {π

2
+ kπ, k ∈ Z} tan(x) − ln(| cos(x)|)

R − {kπ, k ∈ Z} cotan(x) ln(| sin(x)|)
Définie sur I f F(x) =

∫
f (x)dx

R − {π

2
+ kπ, k ∈ Z} 1

cos2(x)
= 1 + tan2(x) tan(x)

R − {kπ, k ∈ Z} 1
sin2(x)

= 1+ cotan2(x) − cotan(x)

R
1

1 + x2 arctan(x)

]− 1, 1[
1√

1 − x2
arcsin(x)

]− 1, 1[
−1√
1 − x2

arccos(x)
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f F(x) =
∫

f (x)dx
u′
um , m ̸= 1 −1

(m−1)um−1

u′
u ln |u|
u′√

u 2
√

u
u′cos u sin u
u′sin u − cos u

Intégration par parties

Soient f et g deux fonctions de classe C1 sur un intervalle I,
De la règle de dérivation d’un produit

( f g)′ = f ′g + f g′ ⇐⇒ f g′ = ( f g)′ − f ′g

En intégrant, de part et d’autres de cette égalité, on obtient∫
f (x)g′(x)dx =

∫
( f (x)g(x))′dx −

∫
f ′(x)g(x)dx

nous déduisons la formule d’intégration par parties

∫
f (x)g′(x)dx = f (x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx

on a aussi
∫

f ′(x)g(x)dx = f (x)g(x)−
∫

f (x)g′(x)dx

2.1.2 EXEMPLE. Example

Soit à calculer
∫

ln(x) dx.

En posant





f (x) = ln(x) =⇒ f ′(x) =
1
x

g′(x) = 1 =⇒ g(x) = x

on obtient
∫

ln(x) dx = x ln(x)−
∫

dx = x ln(x)− x + C
où C est une constante.

2.1.3 EXEMPLE. Exemple d’intégration par parties successives

Soit à calculer
∫

sin(x)ex dx.

En posant

{
f (x) = sin(x) =⇒ f ′(x) = cos(x)
g′(x) = ex =⇒ g(x) = ex

on obtient
∫

sin(x)ex dx = sin(x)ex −
∫

cos(x)ex dx.
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Ce n’est pas fini : il nous reste à calculer une primitive de cos(x)ex,
on utilise pour cela encore une intégration par parties.

En posant

{
u(x) = cos(x) =⇒ u′(x) = − sin(x)
v′(x) = ex =⇒ v(x) = ex

on obtient
∫

cos(x)ex dx = cos(x)ex +
∫

sin(x)ex dx.
Ainsi,

∫
sin(x)ex dx = sin(x)ex − cos(x)ex −

∫
sin(x)ex dx,

par suite 2
∫

sin(x)ex dx = sin(x)ex − cos(x)ex d’où
∫

sin(x)ex dx = sin(x)ex−cos(x)ex

2 = ex(sin(x)−cos(x))
2 .

2.1.4 EXEMPLE. Exemples

— Calculer
∫ π

0
t sin(t) dt

— Faisons une intégration par parties en posant u = t et v′ = sin t,
d’où u′ = 1 et v = − cos t. Ainsi,
∫ π

0
t sin tdt = [−t cos t]π0 +

∫ π

0
cos tdt = −π cos(π)+ [sin t]π0 = −π cos(π) = π.

1) Changement de variable

— (Intégration par changement de variable) x = u(t) alors

∫ b

a
f (x)dx =

∫ d

c
f (u(t))u′(t)dt

où u : [c, d] → R est une fonction de classe C1 telle que u(c) = a et
u(d) = b.

2.1.5 REMARQUE

— La méthode d’intégration par changement de variable n’a d’autre
but que de remplacer une intégrale compliquée par une intégrale
plus simple.

— La difficulté majeure consiste à trouver le changement de va-
riable qui convient. Il faut essayer de choisir u égal à une cer-
taine fonction qui apparait sous le signe d’intégration et dont la
dérivée s’y trouve aussi à un facteur constant près.
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2.1.6 EXEMPLE. Calcul de l’aire du disque unité.

Aire du demi-disque D+ est égale à l’intégrale de la fonction f (x) =√
1 − x2 sur l’intervalle [−1, 1].

— Aire (D) = 2Aire (D+) = 2
∫ 1

−1

√
1 − x2dx

— On va utiliser pour cela le changement de variable : x = sin t pour

t ∈ [−π

2
,

π

2
]

— AIors dx = cos t dt et puisque
√

1 − x2 = cos t on aura

Aire (D) = 2
∫ π/2

−π/2
cos2 t dt = 2

∫ π/2

−π/2

cos(2t) + 1
2

dt

= [
1
2

sin(2t) + t]π/2
−π/2 = (0 +

π

2
− 0 +

π

2
) = π.



Chapitre 3

Intégrales doubles

Soit D un domaine compact de R2 à bord ∂D, qui est une courbe C
paramétrée par des applications injectives de classe C1 (ou une réunion
finie de telles courbes.)

On appellera un tel domaine, un domaine régulier (ou à bord régulier).
Le problème de la restriction (à ce type de domaine), ne se posait pas pour
la dimension 1 puisqu’on y intégré des fonctions définies sur des inter-
valles.
Soit f (x, y) une fonction à deux variables sur un domaine régulier D. Sup-
posons que f soit continue sur D (avec son bord ∂D = C).
On va maintenant définir l’intégrale de f sur le domaine D, on va procéder
comme en dimension 1, par "découpage et échantillonnage".
Comme D est borné on peut l’inclure dans un rectangle R = [a, b]× [c, d].
Maintenant, pour tout n entier ≥ 1, on divise R en petits rectangles Rij de
taille b−a

n × d−c
n parallèles aux axes Ox et Oy et on ne considère que les rec-

tangles Ri,j contenus dans D ( sur la figure Sint est l’ensemble des rectangles
contenus dans D)

Notons Mi,j un point de Ri,j. Considérons la somme Riemann (double)

45
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(sur les indices (i, j) tels que Rij soit contenu dans D)

Sn( f ) =
(b − a)(d − c)

n2 ∑
Rij⊂D

f (Mi,j).

Notons que (b−a)(d−c)
n2 est l’aire du rectangle Ri,j.

3.0.1 DÉFINITION

On dit qu’une fonction est intégrable si limn→+∞ Sn existe.
On appelle l’intégrale double de la fonction f sur le domaine D cette

limite, et on la note ∫∫

D
f (x, y)dxdy.

Nous admettrons le résultat suivant :

3.0.2 THÉORÈME

Toute fonction continue f : D → R sur un domaine compact D est inté-
grable.

3.0.3 REMARQUE

Cette définition est valable pour une fonction différentiable sur ce domaine,
puisqu’elle est alors continue.

Interprétation géométrique : Supposons que la fonction f soit positive.
Notons S = {(x, y, z) ∈ R3 | z = f (x, y) et (x, y) ∈ D} le graphe de f
au-dessus de D. Cette surface et les parallèles à Oz menées par les points
du bord ∂D limitent un domaine Ω dans R3. L’intégrale I est le volume
de ce domaine. En effet, le volume limité dans Ω par le rectangle Ri,j et
les plans parallèles à Oz qui s’appuient sur son périmètre à pour valeur

approchée f (Mi,j)
(b − a)(d − c)

n2 . La somme
(b − a)(d − c)

n2 ∑
Rij⊂D

f (Mi,j) re-

présente une valeur approchée du volume de Ω. La limite I est le volume
exacte de Ω.
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Exemples :  

1) Calculer l’aire du domaineD  tel que 
0

2
sin( )

x

x y x

π < <

 < <

. 

2) Calculer l’aire du domaineD  tel que 
0 1
0 y

y
x e

< <


< <
. 

3) Calculer l’aire du domaineD  tel que 
0 1

1 1

y

y x y

< <

− < < +

. 

A-III. L’intégrale double 
Soit ( , )f x y  une fonction de 2ℝ  vers ℝ  à valeurs positives définie dans un domaine quarrableD .  
La représentation de f  est une surface S  dans 

l’espace muni du repère ( , , , )O i j k
" " "

.  
On partage D  en sous-rectangles comme au 
paragraphe AI. Dans chaque sous-rectangle 

1 1[ , ] [ , ]i i j jx x y y+ +× , on choisit un point ( , )M x y  et 
on calcule l’image de ( , )x y  pour la fonction f . La 
somme des volumes des colonnes dont la base est un 
des sous-rectangles et la hauteur ( , )f x y  est une 
approximation du volume compris entre le plan 0z =  
et la surface S , s’appuyant sur le contour de D  :  on 
reconnaît la méthode de Riemann. 
Lorsque le quadrillage de D  devient suffisamment 
« fin » pour que la diagonale de chaque sous-rectangle 
tende vers 0, si le domaine de l’espace compris entre le 
plan 0z =  et la surface S , s’appuyant sur le contour de D , possède un volume celui ci est la limite des 
sommes de Riemann et on le note ( , ). .

D
f x y dx dy∫∫ . 

Remarques fondamentales :  
1) A priori, l’intégrale double est faite pour calculer un volume… de même que l’intégrale simple était 

faite pour calculer une aire. 
2) Si ( , )f x y  n’est pas à valeurs positives, l’intégrale ne s’interprète plus comme un volume mais la 

méthode de Riemann est la même. 
3) Dans une intégrale double, les bornes en x  et y  doivent toujours être rangées en ordre croissant c’est à 

dire la plus petite « en bas » et la plus grande « en haut ». 

A-IV. Propriétés de l’intégrale double 

a. Intégrales successives (ou itérées) 
1er Cas 
Si les points de D  ont tous des abscisses entre a  et b , et si pour 
toute valeur de x  entre a  et b , les points de D  ont des ordonnées 
y  qui vérifient 1 2( ) ( )g x y g x< <  où 1g  et 2g  sont des fonctions 

continues. On peut alors écrire :  
2

1

( )

( )
( , ). . ( ( , ). ).

b g x

D a g x
f x y dx dy f x y dy dx=∫∫ ∫ ∫  

Le cas où D est un rectangle : Soit f : D → R une fonction continue
sur le rectangle D = R = [a, b]× [c, d]. Dans ce cas utilise tous le rectangles
du découpage c-à-d tous les indices (i, j), donc 0 ≤ i ≤ n et 0 ≤ j ≤ n.
D’après ce qui précède, l’intégrale de f (au sens de Riemann) est la limite
des Sn( f ) :

∫∫

D
f (x, y)dxdx = lim

n→+∞

n

∑
i=1

n

∑
j=1

f (Mi,j)∆x∆y

où ∆x = b−a
n , ∆y = d−c

n ,
xi = a + i∆x (0 ≤ i ≤ n),
yj = c + j∆y (0 ≤ j ≤ n)
Mi,j = (xi, yj)

Double integrals on rectangles

Definition
The double integral of a function f : R ⇢ R2 ! R in the rectangle
R = [a, b] ⇥ [c , d ] is the number

ZZ

R
f (x , y) dx dy = lim

n!1

nX

i=0

nX

j=0

f (x⇤
i , y⇤

j )�x�y .

where x⇤
i 2 [xi , xi+1], y⇤

j = [yj , yj+1],
are sample points, while {xi} and {yj},
i , j = 0, · · · , n are partitions of the
intervals [a, b] and [c , d ], and

�x =
(b � a)

n
, �y =

(d � c)

n
. x

y y y

x
x

x
x
x

y

0

0 4

4

1

1
y

2

2 3

3

z

R

y

d’où
∫∫

D
f (x, y)dxdy = lim

n→+∞

(b − a)(d − c)
n2 ∑

1≤i≤n
1≤j≤n

f
(

a + i
b − a

n
, c + j

d − c
n

)

3.0.4 EXEMPLE. En utilisant la définition, on va calculer
∫∫

[0,1]×[0,1]
(2x + y)dxdy.

Dansce cas, on a R = [0, 1] × [0, 1], a = c = 0, b = d = 1, f (x, y) =
2x + y, alors

Sn =
1
n2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

f
(

i
n

,
j
n

)
=

1
n2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

(
2i
n
+

j
n

)

=
1
n2

(
2

n

∑
i=1

i +
n

∑
j=1

j

)
=

1
n2

(
n(n + 1) +

n(n + 1)
2

)
=

3
2

n + 1
n

.

Ainsi
∫∫

D
f (x, y)dxdy = lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞

3
2

n + 1
n

=
3
2

.
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3.0.5 REMARQUE

On a utiliser pour faire les calculs, le fait suivant : pour tout entier naturel
m on a

m

∑
k=1

k =
m(m + 1)

2

3.0.1 Propriétés des intégrales doubles :

Soient D un domaine (fermé et borné) de R2, f : D → R, g : D → R

deux fonctions continues alors :

1.
∫∫

D c f (x, y)dxdy = c
∫∫

D f (x, y)dxdy pour tout réel c.

2.
∫∫

D ( f (x, y) + g(x, y)) dxdy =
∫∫

D f (x, y)dxdy +
∫∫

D g(x, y)dxdy

3. Si D = D1 ∪ D2 et l’aire de D1 ∩ D2 est nulle, alors
∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫∫

D1

f (x, y)dxdy +
∫∫

D2

f (x, y)dxdy

4. Si f (x, y) ≥ g(x, y) pour tout (x, y) ∈ D alors
∫∫

D
f (x, y)dxdy ≥

∫∫

D
g(x, y)dxdy.

En particulier, si f ≥ 0 pour tout (x, y) ∈ D alors
∫∫

D f (x, y)dxdy ≥ 0.

5.
∣∣∫∫

D f (x, y)dxdy
∣∣ ≤

∫∫
D | f (x, y)| dxdy.

6. Calcul d’aire : L’aire de D est l’intégrale double sur D de la fonction
constante égale à 1

Aire de D =
∫∫

D
dxdy

3.0.2 Comment calculer une intégrale double?

La définition de la suite des sommes de Riemann, ne permet de calculer
facilement l’intégrale double en général. Nous allons voir que pour calculer
l’intégrale on va se ramener au calcul de deux intégrales simples.

3.0.6 EXEMPLE. .
Soit f (x, y) = 1 − x2 − y2 et D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1 et x ≥ 0, y ≥ 0}
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Dans le domaine D, pour x ∈ [0, 1] fixé, f (x, y) est une fonction de la
variable y et y ∈ [0,

√
1 − x2]

Alors,
∫ √

1−x2

0
f (x, y)dy =

∫ √
1−x2

0
(1− x2 − y2)dy =

[
(1 − x2)y − y3

3

]√1−x2

0
=

(1 − x2)
√

1 − x2 −
√

1 − x23

3
=

2
3
(
√

1 − x2)3.

Ainsi,
∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ √
1−x2

0
f (x, y)dy

)
dx =

∫ 1

0

2
3
(
√

1 − x2)3dx =

2
3

∫ 1

0
(
√

1 − x2)3dx. On fait le changement de variable x = sin(t), par suite

t ∈ [0, π
2 ] et dx = cos(t)dt. d’où,

∫ 1
0 (

√
1 − x2)3dx =

∫ π
2

0 cos4(t)dt.
La linéarisation de cos4(t), donne cos4(t) = cos(4t)

8 + cos(2t)
2 + 1

4 et
∫ 1

0 (
√

1 − x2)3dx =∫ π
2

0 cos4(t)dt =
∫ π

2
0 ( cos(4t)

8 + cos(2t)
2 + 1

4 )dt = 3π
16 .

Finalement,
∫∫

D
f (x, y)dxdy =

2
3
× 3π

16
=

π

8
.

3.0.7 DÉFINITION

Un domaine élémentaire D est un domaine du plan de l’une des formes
suivantes :

1. R = [a, b]× [c, d] =
{
(x, y) ∈ R2 a ≤ x ≤ b et c ≤ y ≤ d

}
, dans ce cas

on dit aussi que c’est un rectangle de R2

2. D =
{
(x, y) ∈ R2 a ≤ x ≤ b et c(x) ≤ y ≤ d(x)

}
où les fonctions c et

d sont continues. On dira que D est un domaine type I (ou domaine
en piles).
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3. D =
{
(x, y) ∈ R2 c ≤ y ≤ d et a(y) ≤ x ≤ b(y)

}
où les fonction a :

[c, d] → R et b : [c, d] → R sont continues. On dira que D est un
domaine type II (ou domaine en tranches).

3.0.8 REMARQUE

Un rectangle est un domaine qui est à la fois de type I et de type II

3.0.3 Calcul d’intégrales doubles à l’aide d’intégrales simples

3.0.9 THÉORÈME (THÉORÈME DE FUBINI SUR UN RECTANGLE)
Soit f : D → R une fonction continue et D = [a, b]× [c, d] un rectangle.
Alors

∫∫

D
f (x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c
f (x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f (x, y)dx

)
dy

3.0.10 COROLLAIRE

En particulier si f (x, y) = f1(x) f2(y) (variables séparées) on a :

∫∫

[a,b]×[c,d]
f1(x) f2(y) dxdy =

∫ b

a
f1(x)dx

∫ d

c
f2(y)dy
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3.0.11 THÉORÈME (THÉORÈME DE FUBINI SUR UN DOMAINE DE TYPE I (OU INTÉGRATION EN "PILES") )
Soit D un domaine de R2 défini par

D =
{
(x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b] et c(x) ≤ y ≤ d(x)

}

où c et d sont deux fonctions continues sur [a, b]. Soit f : D → R une
fonction continue, alors

∫∫

D
f (x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d(x)

c(x)
f (x, y)dy

)
dx

3.0.12 THÉORÈME (THÉORÈME DE FUBINI SUR UN DOMAINE DE TYPE II (OU INTÉGRATION EN "TRANCHES"))
Soit D un domaine de R2 défini par

D =
{
(x, y) ∈ R2| y ∈ [c, d] et a(y) ≤ x ≤ b(y)

}

où a et b sont deux fonctions continues sur [c, d]. Soit f : D → R une
fonction continue, alors

∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫ d

c

(∫ b(y)

a(y)
f (x, y)dx

)
dy
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3.0.13 EXEMPLE ( DE CALCUL D’INTÉGRALES DOUBLES). .

1) ∫∫

[0,1]×[0,π/2]
x cos y dxdy =

∫ 1

0
x dx

∫ π/2

0
cos y dy

=

[
x2

2

]1

0
[sin y]π/2

0 =
1
2

2) ∫∫

[0,2]×[0,1]

1 + x2

1 + y2 dxdy =
∫ 2

0
(1 + x2)dx

∫ 1

0

1
1 + y2 dy

=

[
x +

x3

3

]2

0
[arctan(y)]10 = (2 +

8
3
)(

π

4
) =

7π

6
.

3)
∫∫

[−1,1]×[0,1]
(x2y − 1) dxdy =

∫ 1

−1
(
∫ 1

0
x2y − 1 dy)dx

=
∫ 1

−1
[
1
2

x2y2 − y]10 dx =
∫ 1

−1
(

1
2

x2 − 1)dx = [
1
6

x3 − x]1−1 = −5
3

3.0.14 REMARQUE

On aurait pu opérer de cette manière :∫∫

[−1,1]×[0,1]
(x2y − 1) dxdy =

∫∫

[−1,1]×[0,1]
x2ydxdy −

∫∫

[−1,1]×[0,1]
dxdy

=
∫ 1

−1
x2dx

∫ 1

0
ydy−Aire([−1, 1]× [0, 1]) = [

x3

3
]1−1 × [

y2

2
]10 − 2 =

2
3
× 1

2
− 2 =

2
6
− 2 = −10

6
= −5

3

3.0.15 EXEMPLE. Soit à calculer l’aire de D la partie bornée de R2 délimitée par la
parabole d’équation, y = x2 et la droite y = 1.

On peut représenter D par D = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [−1, 1], x2 ≤ y ≤ 1]},
c’est un domaine de type I.
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Par conséquent :
∫∫

D
dxdy =

∫ 1

−1
(
∫ 1

x2
dy)dx

=
∫ 1

−1
[y]1x2 dx =

∫ 1

−1
(1 − x2)dx

= [x − 1
3

x3]1−1 = (1 − 1
3
)− (−1 +

1
3
) = 2 − 2

3
=

4
3

.

3.0.16 EXEMPLE. Calculer l’intégrale
∫∫

D
(x2 + y2)dxdy où D est le triangle de

sommets (0, 1) , (0,−1) et (1, 0).
Pour cela on décrit D comme un domaine de type I :
D = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, x − 1 ≤ y ≤ 1 − x} on aura
∫∫

D
(x2 + y2)dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1−x

x−1
(x2 + y2)dy

)
dx =

∫ 1

0
[x2y+

y3

3
]1−x
x−1dx = 2

∫ 1

0
(x2(1− x)+

(1 − x)3

3
)dx

= 2[
x3

3
− x4

4
− (1 − x)4

12
]10 = 2((

1
3
− 1

4
− 0)− (0− 0− 1

12
)) = 2(

4 − 3 + 1
12

) =
4
12

=
1
3

3.0.17 EXEMPLE. Soit à calculer
∫∫

D
(x2 + y2)dxdy où D = {(x, y) ∈ R2 | y ∈

[0, 1], y ≤ x ≤ √
y}, c’est un domaine de type II.

A double integral on a Type II domain.

Example

Find the integral of f (x , y) = x2 + y2 on the domain
D = {(x , y) 2 R2 : y 6 x 6 p

y , 0 6 y 6 1}.

Solution:
This is a Type II domain,
with left boundary

x = h1(y) = y ,

and right boundary

x = g2(y) =
p

y .

x10

1
x = h (y) = y

1

2
x = h (y) =   y

y

Remark:
This domain is both Type I and Type II: y = x2 , x =

p
y .

On a alors
∫∫

D
(x2 + y2)dxdy =

∫ 1

0

(∫ √
y

y
(x2 + y2)dx

)
dy =

∫ 1

0

[
x3

3
+ xy2

]√y

y
dx

=
∫ 1

0

(
1
3

y
3
2 + y

5
2 − 1

3
y3 − y3

)
dy

=

[
1
3
× 2

5
y

5
2 +

2
7

y
7
2 − 1

3
× 1

4
y4 − 1

4
y4
]1

0
=

1
3
× 2

5
+

2
7
− 1

3
× 1

4
− 1

4

=
2
15

+
2
7
− 1

12
− 1

4
=

9
3 × 5 × 7

=
3
35

.
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3.0.18 EXEMPLE. On veut calculer I =
∫ 1

0

∫ √
x

x

ey

y
dydx, on sait que I existe puisque

la fonction à intégrer est continue, par contre comme y → ey

y n’a pas de pri-
mitive (qui s’exprime avec les fonctions élémentaires) on ne peut la calcu-
ler, une solution comme c’est une intégrale double, c’est d’échanger l’ordre
d’intégration :

1) le domaine d’intégration est D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1 et x ≤ y ≤ √
x} (de

type I), qu’on peut écrire en domaine de type II, D = {(x, y) | 0 ≤ 1 ≤
y et y2 ≤ x ≤ y}.

2) Alors

I =
∫ 1

0

∫ y

y2

ey

y
dxdy =

∫ 1

0

ey

y
(y− y2)dy =

∫ 1

0
(ey − yey)dy = [−yey + 2ey]10 = e− 2.
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Intégration sur un domaine réunion de domaines élémentaires

Si D ⊂ R2 n’est pas un rectangle et ne peut être défini en utilisant les
graphes de deux fonctions, on décompose si possible, D en domaines du
type I et II et on utilise ensuite la propriété 3.

Si D est réunion de deux domaines D1 et D2 et que D1 et D2 ont une
intersection vide, ou contenue dans leur bord (autrement dit, les intérieurs
des deux domaines ne se rencontrent pas).

Dans ce cas, si f : D → R est une fonction continue sur D on a

∫∫

D
f (x, y) dxdy =

∫∫

D1

f (x, y) dxdy +
∫∫

D2

f (x, y) dxdy

3.0.19 EXEMPLE. Soit D = {(x, y) ∈ R2 | − 2 ≤ x ≤ y2

4 + 1 et − 2 ≤ y ≤ −x2

4 + 3}

Alors D = D1 ∪ D2 avec D1 = {(x, y) ∈ D|x ∈ [−2, 2], 2 ≤ y ≤ −x2

4 + 3]}
et
D2 = {(x, y) ∈ D|y ∈ [−2, 2], −2 ≤ x ≤ y2

4 + 1]}

Par conséquent :
∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫ 2

−2
(
∫ −x2

4 +3

2
f (x, y)dy)dx+

∫ 2

−2
(
∫ y2

4 +1

−2
f (x, y)dx)dy

3.0.20 EXEMPLE. Quelle est l’aire du domaine D = {(x, y) ∈ R2 | y2 + 2y ≤ x ≤
y + 2}?

Un calcul nous donne les ordonnées des deux points d’intersection des
courbes x = y2 + 2y et x = y + 2, soit y = −2 et y = 1. En utilisant une
intégration par tranches, on aura

Aire(D) =
∫ 1

−2

∫ y+2

y2+2y
dxdy =

∫ 1

−2
(y+ 2− y2 − 2y)dxdy =

[
−y3

3
− y2

2
+ 2y

]1

−2
=

9
2

.
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3.0.21 REMARQUE

Le calcul de l’aire de D par piles est moins simple, il faudrait résoudre
y2 + 2y = x pour trouver les bornes d’intégrations et faire un découpage
de D.

3.0.22 EXEMPLE (VOLUME D’UNE BOULE DE RAYON R). Soit une boule de rayon
R > 0, par translation on se ramène à BR = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤
R2}, la boule centrée en l’origine et de rayon R > 0. D’autre part

Volume(BR) = R3.Volume(B1),

il suffit donc de calculer Volume(B1).
Par symétrie, son volume est égal au double de celui de la demi-boule

supérieure

B+ = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥ 0},

(qui forme le volume délimité par le graphe de la fonction z =
√

1 − x2 − y2

et le disque x2 + y2 ≤ 1)
On a alors

Volume(B1) = 2
∫∫

D1

√
1 − x2 − y2 dxdy

où D1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} est le disque de rayon 1.

On peut représenter D1 comme un domaine de type I,

D1 = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [−1, 1], −
√

1 − x2 ≤ y ≤
√

1 − x2]},

d’où : Volume(B1) = 2
∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−
√

1−x2

√
1 − x2 − y2dy

)
dx

= 2
∫ 1

−1



∫ √

1−x2

−
√

1−x2

√
1 − x2

√
1 − y2

1 − x2 dy


 dx.

En posant
y√

1 − x2
= sin t, −π

2
≤ t ≤ π

2
, on aura dy =

√
1 − x2 cos t dt et

√
1 − y2

1−x2 = cos t.
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Volume(B1) = 2
∫ 1

−1
dx
∫ √

1−x2

−
√

1−x2

√
1 − x2

√
1 − y2

1 − x2 dy

= 2
∫ 1

−1
dx
∫ π/2

−π/2

√
1 − x2 cos t

√
1 − x2 cos t dt

= 2
∫ 1

−1
(1 − x2)dx

∫ π/2

−π/2
cos2 t dt

puisque
∫ π/2

−π/2
cos2 t dt =

∫ π/2

−π/2

cos(2t) + 1
2

dt =
π

2
.

Volume(B1) = π
∫ 1

−1
(1 − x2)dx = π[x − 1

3
x3]1−1 =

4π

3
.

par suite

Volume(BR) =
4πR3

3
.

On verra, qu’avec un changement de variables, les calculs sont beau-
coup plus simples.
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3.0.4 Les coordonnées polaires :

Le calcul de l’intégrale I =
∫∫

D
(1− x2 − y2)dxdy où D = {(x, y) | x2 + y2 ≤

1 et x ≥ 0, y ≥ 0} en coordonées cartésiennes (voir page 46) n’est pas très
adapté à ces coordonnées, le domaine est circulaire et la fonction ne dé-
pend que de la distance à l’origine ; on va voir qu’il est beaucoup plus aisé
en coordonnées polaires.

Les coordonnées polaires

On rappel qu’en coordonnées polaires, un point M = (x, y) du plan est
entièrement déterminé par sa distance r à l’origine et l’angle θ que fait

#     »

OM
avec l’axe Ox.

Les relations traduisant le passage aux coordonnées polaires sont alors x =
r cos(θ) et y = r sin(θ).
On va voir maintenant, comment l’élément d’aire dA = dxdy ( ou dydx)
s’écrit en coordonnées polaires.

Soit h l’application définie par
h(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) = (x, y)

5

If we are careful to ensure that r ! 0, the absolute value of jJj is also r; and so this
is our scaling factor. Hence,

ZZ

R

f(x; y) dx dy =

ZZ

R!

f(x(r; '); y(r; ')) r dr d';

where R! is the region in the polar coordinate system corresponding to R. The
next example illustrates this geometrically.

Example 4 Consider the square S in the (r; ') (polar) coordinate system with left bottom cor-

ner at (2; "6 ); width &r = 0:1; and height &' = 0:1: The image R of this square in

the (x; y) system under the polar coordinate map

"
x = r cos '

y = r sin '
is shown in Figure

5.

Now, the square S has area &r&' = (0:1)(0:1) = 0:01; and thus the area of R
is approximately equal to the product of the Jacobian determinant, r = 2, with the
area of S. Hence, the area of R # 2(0:01) = 0:02:

To understand this approximation, recall that the columns of the Jacobian ma-

trix represent vectors tangent at the corner point to the curved edges of R. When
these vectors are scaled properly by multiplying by &r and &', respectively, they
represent the sides of a parallelogram (shown in Figure 6) whose area approximates

the area of R. (In this particular case, the dot product of the columns is zero, and
so the parallelogram is a rectangle.)

Finally, we compute the actual area of R for comparison purposes. The actual
area of R is "#2" (the portion of the circle involved) times the di§erences of the areas
of the circles of radii 2:1 and 2:0. Hence,

area of R =
&'

2+
(+(2:12)$ +(22)) =

0:1

2+
(+(0:41)) =

0:041

2
= 0:0205:

Thus, in this case, the scale factor obtained from the Jacobian induces an error

of only 0:0005, or, 2:5%. Of course, in the actual integration, both &r ! 0 and
&' ! 0; which makes the percent error approach 0 as well (although we do not
prove this here). !

Figure 5: Image R of polar coordinate system square S in rectangular coordinates

Andrilli/HeckeróElementary Linear Algebra, 4th ed.óMarch 15, 2010

Copyright © 2010, Elsevier Inc. All rights reserved.

h

Par l’application h, le rectangle S = [r, r′]× [θ, θ′] est transformé en un
morceau de couronne situé dans le secteur angulaire délimité par les rayons
r et r′ et d’angle ∆θ = θ′ − θ. On pose ∆r = r′ − r.
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On remarquera alors que l’aire du rectangle est égale à ∆r × ∆θ et que celle
de son image est

1
2
(r′2 − r2)∆θ =

1
2
(r′ + r)∆r∆θ

Lorsque r′ est très proche de r, 1
2 (r

′ + r) ∼ r, par suite l’aire se retrouve
multipliée par r, ainsi on a dA = rdrdθ.

3.0.23 EXEMPLE. On reprend l’intégrale I =
∫∫

D
(1 − x2 − y2)dxdy où

D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1 et x ≥ 0, y ≥ 0}.
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En coordonnées polaires D = {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 1 et 0 ≤ θ ≤ π
2 } =

[0, 1]× [0, π
2 ], l’intégrand (1 − (x2 + y2))dA = (1 − r2)rdrdθ d’où

I =
∫ π

2

0

∫ 1

0
(1− r2)rdrdθ =

∫ π
2

0
dθ ×

∫ 1

0
(r− r3)dr =

π

2
×
[

r
2
− r4

4

]1

0
=

π

2
× (

1
2
− 1

4
) =

π

8
.

3.0.24 EXEMPLE (VOLUME D’UNE BOULE DE RAYON R). Si on reprend le calcul du
volume de la boule de rayon R, BR ( voir ex.3.0.2.3), en utilisant cette fois
les coordonnées polaires on aura

Volume(B1) = 2
∫∫

D1

√
1 − x2 − y2 dxdy = 2

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1 − r2 rdrdθ

où D1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} est représenté en coordonnées polaires
par {(r, θ) | 0 ≤ r ≤ 1 et 0 ≤ θ ≤ 2π}

Par suite, Volume(B1) = 2
∫ 2π

0

∫ 1
0

√
1 − r2 rdrdθ = 2

(∫ 2π
0 dθ

)
×
(∫ 1

0

√
1 − r2 rdrdθ

)
=

2 × [θ]2π
0 ×

[
−1
3 (1 − r2)

3
2

]1

0
= 2 × (2π)× 1

3 = 4π
3 .

Ainsi, Volume(BR) =
4
3 πR3.
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3.1 Applications

Plusieurs quantités physiques peuvent être exprimées comme des in-
tégrales multiples. De telles expressions sont fondées sur la définition de
l’intégrale comme la limite d’une somme.

1) La masse d’un solide (plat)
On a vu par exemple que si D est un domaine borné du plan, alors

Aire (D) =
∫∫

D
dxdy.

Plus généralement, si D a une densité de masse (par unité d’aire) ρ, alors
∆m = ρ∆A, par suite la masse totale de D est donnée par l’intégrale

M(D) =
∫∫

D
dm =

∫∫

D
ρ(x, y)dxdy.

3.1.1 EXEMPLE. De la farine est éparpillée sur le sol selon une densité ρ(x, y) =
1

(
√

x2 + y2 + 1)2
, où (x, y) ∈ R2.

Déterminer la quantité totale de farine éparpillée sur un disque D de
rayon R > 0 centré en l’origine.
Réponse : En coordonnées polaires, on a
ρ(r, θ) = 1

(r+1)2 et D = {(r, θ)| r ∈ [0, R], θ ∈ [0, 2π[}. Ainsi :

la quantité totale de farine = la masse totale M(D)

=
∫∫

D

1
(r + 1)2 rdrdθ =

∫∫

D

r
(r + 1)2 drdθ =

∫ 2π

0
dθ ×

∫ R

0

(
r + 1

(r + 1)2 − 1
(r + 1)2

)
dr

= 2π
∫ R

0

(
1

r + 1
− 1

(r + 1)2

)
d r = 2π

[
ln(r + 1) +

1
r + 1

]R

0
= 2π

(
ln(R + 1) +

1
R + 1

− 1
)

= 2π

(
ln(R + 1)− R

R + 1

)
.

3.1.2 REMARQUE

Comme une masse est toujours positive, on obtient du calcul précédent,
l’inégalité :

ln(t + 1) ≥ t
t + 1

, pour tout t ≥ 0.
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2) Moyenne et moyenne pondérée : Soit D un domaine de R2 et f (x, y) une
fonction continue sur ce domaine.

3.1.3 DÉFINITION

(i) On appelle moyenne de la fonction f sur le domaine D, le nombre

réel
1

Aire(D)

∫∫

D
f (x, y) dxdy.

(ii) Si de plus le domaine D à une densité ρ, on appelle moyenne pon-
dérée de la fonction f sur le domaine D, le nombre réel

1
masse(D)

∫∫

D
f (x, y)ρ(x, y) dxdy.

3.1.4 DÉFINITION

Un domaine D est dit homogène si sa densité est constante.

3.1.5 REMARQUE

Pour un domaine homogène, la moyenne pondérée est égale à la moyenne.

3) Centre de gravité ( ou centre de masse) :

3.1.6 DÉFINITION

Soit D un domaine de R2 de densité ρ. Le centre de gravité de D est le
point de coordonnées (xG, yG) tel que xG soit la moyenne pondérée des
abscisses et yG la moyenne pondérée des ordonnées, i.e.

xG =
1

masse(D)

∫∫

D
x ρ(x, y) dxdy et yG =

1
masse(D)

∫∫

D
y ρ(x, y) dxdy
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4) Moment d’inertie :
Le moment d’inertie d’un mouvement de rotation , est ce qu’est la masse
pour le mouvement de translation, il reflète la résistance qu’oppose l’ob-
jet à sa mise en mouvement.

3.1.7 DÉFINITION (MOMENT D’INERTIE PAR RAPPORT À UN POINT)
Soit D un domaine de R2 de densité ρ.
Le moment d’inertie de D par rapport à un point A de coordonnées
(a, b) est le nombre réel positif :

I(a,b) =
∫∫

D
(r(x, y))2ρ(x, y) dxdy

où r(x, y) =
√
(x − a)2 + (y − b)2 est la distance de (x, y) au point (a, b).

x

rr

MM

AA

(x,y)

3.1.8 EXEMPLE. Le moment d’inertie de D par rapport à l’origine est

I(0,0) =
∫∫

D
((x − a)2 + (y − b)2)ρ(x, y) dxdy

3.1.9 DÉFINITION (MOMENT D’INERTIE PAR RAPPORT À UNE DROITE)
Soit D un domaine de R2 de densité ρ et ∆ une droite du plan.
Le moment d’inertie de D par rapport à la droite ∆ est le nombre réel
positif :

I∆ =
∫∫

D
(r(x, y))2ρ(x, y) dxdy

où r(x, y) est la distance de (x, y) à la droite ∆.

ff

MM

D
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3.1.10 EXEMPLE (CALCUL DE LA DISTANCE D’UN POINT À UNE DROITE). .

(i) Si ∆ est l’axe des abscisses ( respectivement des ordonnées) alors
r(x, y) = |y| (respectivement r(x, y) = |x|).

(ii) Plus généralement, l’équation d’une droite ∆ du plan est de la
forme

ax + by + c = 0 avec (a, b) ̸= (0, 0).

Alors, la distance d’un point (x, y) à la droite ∆ est donnée par la
formule

r(x, y) =
|ax + by + c|√

a2 + b2
(à démontrer en exercice).

Par exemple, la distance du point (3, 4) à la droite y = 2x + 1 est

r(3, 4) =
|2 × 3 − 4 + 1|√

22 + (−1)2
=

3√
5

.

3.1.11 EXEMPLE. Soit D un disque homogène de densité 1, centré en O = (0, 0)
et de rayon R > 0.

(i) Le moment d’inertie de D par rapport à son centre est
IO =

∫∫
D(r(x, y))2 dxdy =

∫∫
D(x2 + y2) dxdy.

Pour calculer cette intégrale on passe en coordonnées polaires.
On a D = {r, θ) | r ∈ [0, R], θ ∈ [0, 2π]}, x2 + y2 = r2 et dA = rdrdθ,
d’où

IO =
∫ 2π

0
dθ
∫ R

0
r3dr = [θ]2π

0 ×
[

r4

4

]R

0
=

πR4

2
.

(ii) On veut calculer le moment d’inertie du disque par rapport à un
point de sa circonférence (comme pour faire tourner un frisbee
(disque volalnt)). Soit A = (a, b) un point de la circonférence du
cercle ; donc a2 + b2 = R2.
Alors IA =

∫∫
D(r(x, y))2 dxdy =

∫∫
D((x − a)2 + (y − b)2) dxdy.
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IA =
∫∫

D
(r(x, y))2 dxdy =

∫∫

D
((x − a)2 + (y − b)2) dxdy

=
∫∫

D
(x2 + y2 − 2ax − 2by + a2 + b2) dxdy

=
∫ 2π

0

∫ R

0
(r2 − 2ar cos(θ)− 2br sin(θ) + R2)rdrdθ

=
∫ R

0

(
r3
∫ 2π

0
dθ − 2ar2

∫ 2π

0
cos(θ)dθ − 2br2

∫ 2π

0
sin(θ)dθ + rR2

∫ 2π

0
dθ

)
dr

= 2π
∫ R

0

(
r3 − 0 − 0 + rR2) dr

= 2π

(
R4

4
+

R4

2

)
=

3πR4

2
= 3I0.

Ce calcul montre qu’il y a 3 fois plus de résistence à faire tourner
un frisbee en un point de sa circonférence qu’en son centre.

3.2 Changement de variables

3.2.1 DÉFINITION

Soient D′ et D des ouverts bornés de R2 et h : D′ → D une application de
classe C1, donnée par h(u, v) = (x(u, v), y(u, v)).

1) La matrice jacobienne de h au point (u, v) est la matrice

Jach(u, v) =




∂x
∂u (u, v) ∂x

∂v (u, v)

∂y
∂u (u, v) ∂y

∂v (u, v)




2) Le jacobien de h au point (u, v) est le déterminant de la matrice Jach(u, v)

det Jach(u, v) =
∂x
∂u

(u, v).
∂y
∂v

(u, v)− ∂y
∂u

(u, v).
∂x
∂v

(u, v).

3.2.2 DÉFINITION (CHANGEMENT DE VARIABLES)
Un changement de variables h(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) est un difféomor-
phisme de classe C1, h : D′ → D : (u, v) 7→ h(u, v) = (x, y) c’est-à-
dire que h est une bijection de classe C1 avec une application réciproque de
classe C1, h−1 : D → D′ : (x, y) 7→ h−1(x, y) = (u, v).
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3.2.3 REMARQUE

Pour montrer que h est un difféomorphisme de classe C1, il suffit de mon-
trer :

(i) h est une bijection, d’où h−1 existe.

(ii) les dérivées partielles
∂x
∂u

(u, v),
∂x
∂v

(u, v),
∂y
∂u

(u, v) et
∂y
∂v

(u, v) sont conti-

nues, d’où h est de classe C1

(iii) det Jach(u, v) = ∂x
∂u (u, v). ∂y

∂v (u, v)− ∂y
∂u (u, v). ∂x

∂v (u, v) ̸= 0 en tout point
(u, v). En effet, grâce au théorème d’inversion locale, h−1 sera de classe
C1

3.2.4 REMARQUE

L’application réciproque d’une application de classe C1, n’est pas toujours
dérivable. Par exemple, la fonction définie sur R par f (x) = x3 est bijective

et de classe C∞, mais sa fonction réciproque, f−1(y) =

{
3
√

y si y ≥ 0
− 3
√−y si y < 0,

n’est pas dérivable en 0.
C’est pour cela qu’on impose dans la définition de changement de va-

riables, que h−1 soit de classe C1.

3.2.1 Retour aux changement de variables en coordonnées
polaires

3.2.5 PROPOSITION

L’application h :]0,+∞[×]−π, π[→ R2 \ {(x, 0), x ≤ 0} définie par h(r, θ) =
(r cos θ, r sin θ) est un changement de variables c-à-d un difféomorphisme
de classe C1 (même de classe C∞). En outre pour tout (r, θ) ∈]0,+∞[×]−π, π[
on a det Jach(r, θ) = r.

Démonstration: 1) h est de classe C1, car les fonctions r 7→ r, θ 7→ cos θ et
θ 7→ sin θ ont des dérivées continues.

2) h est bijective : En effet si h(r, θ) = h(r′, θ′) alors ∥h(r, θ)∥ =
√
(r cos θ)2 + (r sin θ)2 =

r et ∥h(r′, θ′)∥ =
√
(r′ cos θ)2 + (r′ sin θ)2 = r′,d’où r = r′. Par suite

cos θ = cos θ′ et sin θ = sin θ′ et donc θ′ = θ. Finalement (r, θ) = (r′, θ′),
on obtient ainsi l’injectivité de h.
Maintenant, tout (x, y) dans R2 \ {(x, 0), x ≤ 0} est représenté par un
angle θ ∈]− π, π[ et un module r =

√
(r cos θ)2 + (r sin θ)2 > 0, d’où la
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surjective de h. On a donc montré que h est injective et surjective donc
bijective.

3) pour tout (r, θ) ∈ D′, det Jach(r, θ) ̸= 0.

en effet, Jach(r, θ) =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
et donc det Jach(r, θ) = r cos2 θ + r sin2 θ =

r ̸= 0.
Comme det Jach(r, θ) = r ̸= 0, en tout point (r, θ) ∈ D′, d’après le

théorème d’inversion locale, h−1 sera de classe C1 en tout point (x, y) =
h(r, θ) ∈ D ainsi h est un difféomorphisme de classe C1.

3.2.7 REMARQUE

On peut faire mieux et déterminer explicitement h−1. En effet, on a x =

r cos θ et y = r sin θ d’où x2 + y2 = r2 par suite r =
√

x2 + y2. D’autre part,

pour tan
θ

2
=

sin θ
2

cos θ
2

=
2 sin θ

2 cos θ
2

2 cos2 θ
2

= sin θ
1+cos θ = r sin θ

r+r cos θ = y
r+x . Comme

tan :]− π
2 ,−π

2 [→ R a pour fonction réciproque arctan : R →]− π
2 ,−π

2 [ et

tan θ
2 = y

r+x , on aura
θ

2
= arctan

y
r + x

c-à-d θ = 2 arctan
y

r + x
.

Ainsi, l’application réciproque de h, h−1 : D → D′ qui à (x, y) ∈ D
associe ses "coordonnées polaires" (r, θ) ∈ D′ est définie par

h−1(x, y) =

(√
x2 + y2, 2 arctan

(
y√

x2 + y2 + x

))
.
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3.2.2 Le changement de variables dans une intégrale double

Le but de cette partie est de montrer comment l’élément dxdy se trans-
forme par un changement de variables et d’établir la formule de change-
ment de variables.
On va commencer par un exemple simple.

3.2.8 EXEMPLE. On veut calculer l’aire du domaine borné délimité par l’ellipse

E de demi-axes a ≥ b > 0 :
( x

a

)2
+
(y

b

)2
= 1

Aire(E) =
∫∫

{( x
a )

2
+( y

b )
2≤1}

dxdy.

La meilleure manière est de redimensionner l’ellipse en un disque unité D,

pour cela on fait le change u =
x
a

et v =
y
b

. Alors, dx = a du et dy = b dv,
d’où dxdy = ab dudv. Ainsi,

Aire(E) =
∫∫

{( x
a )

2
+( y

b )
2≤1}

dxdy = ab
∫∫

{u2+v2≤1}
dudv = ab.Aire(D) = abπ.

En général, on doit déterminer le facteur d’échelle (le rapport entre dxdy
et dudv).

3.2.9 EXEMPLE. Supposons qu’on fasse le changement de variables
{

x = 3u − 2v
y = u + v.

⇐⇒
(

x
y

)
=

(
3 −2
1 1

)(
u
v

)

Quelle est la relation entre dxdy et dudv? On considère un petit rec-
tangle d’aire ∆u∆v, son image est un parallélogramme d’aire ∆A dans les
coordonnées xy. Dans ce cas, le facteur d’échelle est indépendant du choix
du rectangle. On peut choisir alors le carré unité A = [0, 1]× [0, 1] dans les
coordonnées u et v, son image est alors le parallélogramme A′ de sommets
(0, 0), (3, 1), (−2, 1) et (1, 2).
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Comme Aire(A) = 1 et Aire(A′) = det
(

3 −2
1 1

)
= 3 + 2 = 5, on en

déduit que
dxdy = 5 dudv.

3.2.10 REMARQUE

On rappelle que le déterminant permet de mesurer des aires en dimension
2. Pour deux vecteurs non-colinéaires −→u et −→v dans R2, la valeur absolue
du déterminant det(−→u ,−→v ) est égale à l’aire du parallèlogramme engendré
par −→u et −→v .

En effet, si −→u =

(
a
c

)
et −→v =

(
b
d

)
sont de vecteurs non colinéaires de

R2. Soit M la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de −→u et −→v ,

M =

(
a b
c d

)
et det M = ad − bc ̸= 0. L’aire du parallélogramme engendré

par −→u et −→v (la partie rose de la figure, deux cas se présentent) est égal à :

i) Aire du parallélogramme=(a+ b)(c+ d)− (a+ d)c− b(c+ d) = ad− bc =
det M (figure1)

ii) Aire du parallélogramme=(−a+ b)(c+ d)− (−a)c− bd = −ad+ bc =
−det M (figure2)

Dans tous les cas on aura,

l’aire du parallélogramme = |det M| = |ad − bc| = ∥−→u ∧−→v ∥.

(a) figure1

V

U

(b) figure2
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Le cas général :

L’idée est si on fixe un point, au voisinage de ce point (localement), on
peut faire une approximation linéaire et se ramener au cas linéaire.

Soit le changement de variables de classe C1,

{
x = x(u, v)
y = y(u, v).

Alors,

{
∆x ≃ ∂x

∂u ∆u + ∂x
∂v ∆v

∆y ≃ ∂y
∂u ∆u + ∂y

∂v ∆v,
sous forme matricielle

(
∆x
∆y

)
=

(
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)(
∆u
∆v

)
.

Le même argument que dans le cas linéaire, montre que le facteur d’échelle
est la valeur absolue du déterminant de la matrice. Ainsi, le facteur |det Jach(x, y)|
mesure le fait que le difféomorphisme h a tendance à dilater ou contracter
les aires au voisinage de (x, y).
On peut énoncer maintenant la formule de changement de variables dans
une intégrale double :

3.2.11 THÉORÈME

Soit f : D → R une fonction des variables (x, y) et (x, y) = h(u, v) un
changement de variables. Alors

∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫∫

h−1(D)
f (x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣
∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv

où ∂(x,y)
∂(u,v) = det Jach(u, v) =

∂x
∂u

· ∂y
∂v

− ∂x
∂v

· ∂y
∂u

est le Jacobien de h.
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3.2.12 REMARQUE (IMPORTANTE)
Cette formule de changement de variables est aussi valable sous des condi-
tions moins fortes. Introduisons à cet effet la notion suivante :

3.2.13 DÉFINITION

Une partie C de R2 est dite négligeable si son aire est nulle.

3.2.14 EXEMPLE. un point, un segment, un cercle sont des exemples de parties
négligeables de R2 ; plus généralement, une réunion finie ( même dénom-
brable) d’images d’applications de classe C1, d’un intervalle fermé I dans
R2 est une partie négligeable dans R2.

Voici les conditions moins fortes sous lesquelles la formule de changement
de variables est encore valable :

3.2.15 THÉORÈME

Soient D′ et D des ouverts bornés de R2 et h : D′ → D une application de
classe C1, donnée par h(u, v) = (x(u, v), y(u, v)).

1. Il existe deux parties négligeables C ⊂ D et C′ ⊂ D′ telle que h soit
une bijection de D′ − C′ sur D − C

2. det Jach(u, v) =
∂x
∂u

· ∂y
∂v

− ∂x
∂v

· ∂y
∂u

̸= 0, en tout point (u, v) de D′−C′.

Alors pour toute fonction f continue sur D, on a la formule de change-
ment de variable :
∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫∫

D′
f (x(u, v), y(u, v)) | ∂(x, y)

∂(u, v)
|dudv

Exemples de base

On considère un domaine élémentaire D. On commence par tester la
formule de changement de variables sur des cas simples où elle peut être
obtenue à la main.

3.2.16 EXEMPLE. Pour (x0, y0) ∈ R2, on considère la translation de vecteur (x0, y0)

T(x0,y0) :
{

R2 → R2

(u, v) 7→ (x, y) = (u + x0, v + y0)

T(x0,y0) réalise un C1-difféomorphisme de R2 dans R2 (sa réciproque est
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T(−x0,−y0)) et donc de tout ouvert simple sur son image. En outre pour tout

(u, v) ∈ R2 on a Jac T(x0,y0)(u, v) =
(

1 0
0 1

)
et donc |det Jac T(x0,y0)| = 1.

La formule de changement de variables donne, alors
∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫∫

T(−x0,−y0)
(D)

f (u + x0, v + y0)dudv.

Par exemple, si D =
{
(x, y) ∈ R2 |a ≤ x ≤ b et c(x) ≤ y ≤ d(x)

}
, alors

D′ = T−1
(x0,y0)

(D) =
{
(u, v) ∈ R2 | a − x0 ≤ u ≤ b − x0 et c(u + x0)− y0 ≤ v ≤ d(u + x0)− y0

}

∫ b

a

∫ d(x)

c(x)
f (x, y)dydx =

∫ b−x0

a−x0

∫ d(u+x0)−y0

c(u+x0)−y0

f (u + x0, v + y0)dudv.

3.2.17 REMARQUE

Cette formule s’obtient en fait facilement en faisant deux changements de
variables successifs dans des intégrales simples.

3.2.18 EXEMPLE. Pour λ ∈ R on note T1,2,λ :
{

R2 → R2

(u, v) 7→ (u + λv, v) .

L’application T1,2,λ réalise un C1-difféomorphisme de R2 dans R2 (sa réci-
proque est T1,2,−λ). En outre pour tout (u, v) ∈ R2 on a

Jac T1,2,λ(u, v) =
(

1 λ
0 1

)
et donc |det Jac T1,2,λ| = 1.

La formule de changement de variables donne, alors
∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫∫

T1,2,−λ(D)
f (u + λv, v)dudv.

Par exemple, si D =
{
(x, y) ∈ R2 |c ≤ y ≤ d et a(y) ≤ x ≤ b(y)

}
, alors

D′ = T1,2,−λ(D) =
{
(u, v) ∈ R2 | c ≤ v ≤ d et a(v)− λv ≤ u ≤ b(v)− λv

}

La formule de changement de variables donne dans ce cas :

∫ d

c

∫ b(y)

a(y)
f (x, y)dxdy =

∫ d

c

∫ b(v)−λv

a(v)−λv
f (u + λv, v)dudv.

À nouveau, il est facile de vérifier directement que cette formule.

3.2.19 EXEMPLE. On note par S :
{

R2 → R2

(x, y) 7→ (y, x) (la symétrie par rapport à

la droite y = x). l’application S réalise un C1-difféomorphisme de R2 dans
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R2 (sa fonction réciproque est elle-même c-à-d S−1 = S). En outre pour tout
(x, y) ∈ R2 on a

Jac S(x, y) =
(

0 1
1 0

)
et donc |det Jac S| = | − 1| = 1. La formule de

changement de variables nous donne, pour toute fonction continue
f : D → R ∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫∫

S(D)
f (y, x)dxdy.

En particulier, si le domaine D est symétrique par rapport à la droite

y = x, (c-à-d S(D) = D) on aura
∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫∫

D
f (y, x)dxdy.

3.2.20 Exercice Montrer, sans calcul, que
∫∫

{(x,y) | x2+y2≤1}
(x2 − y2)dxdy = 0.

3.2.21 EXEMPLE. Pour λ ̸= 0 on note h1,λ :
{

R2 → R2

(x, y) 7→ (λx, y)
L’application h1,λ réalise un C1-difféomorphisme de R2 dans R2 (sa ré-

ciproque est h1, 1
λ
). En outre pour tout (x, y) ∈ R2 on a |det Jach1,λ(x, y)| =

|λ|. La formule de changement de variables nous dit alors que si on dilate
le problème par un coefficient λ dans une direction, on muliplie les aires
par |λ|, ce qu’on aurait encore pu vérifier directement.

3.2.22 REMARQUE

De même, si on dilate le problème par un coefficient λ dans les deux direc-
tions à l’aide de l’homothétie h(x, y) = (λx, λy), on muliplie dans ce cas
les aires par λ2, ce qui aurait pu aussi être vérifier directement. Dans ce cas,
f = 1, et on a Aire(D) = Aire(h(D′)) =

∫∫
h(D′) dxdy = λ2

∫∫
D′ dudv =

λ2 Aire(D′).

Ainsi, le facteur |det Jach(x, y)| mesure le fait que le difféomorphisme h a
tendance à dilater ou contracter les aires au voisinage de (x, y).

3.2.23 EXEMPLE (L’AIRE D’UNE ELLIPSE). Soient a, b > 0. On considère l’ellipse

Ea,b =

{
(x, y) ∈ R2 | x2

a2 +
y2

b2 ≤ 1
}

.

L’application h : R2 → R2 définie par h(u, v) = (au, bv) est un C1-
difféomorphisme. En effet, h−1(x, y) = ( x

a , y
b ) est de classe C1. En outre
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det Jach(u, v) =
∂x
∂u

· ∂y
∂v

− ∂x
∂v

· ∂y
∂u

= ab. On peut donc effectuer le chan-

gement de variables (x, y) = h(u, v), avec dxdy = |det Jach(u, v)|dudv =
ab dudv.

D’autre part, on a u2 + v2 = x2

a2 +
y2

b2 ≤ 1 donc h réalise une bijection du
disque unité fermé D = {(u, v)|u2 + v2 ≤ 1} sur l’ellipse Ea,b.

La formule de changement de variable nous donne alors :

Aire(Ea,b) =
∫∫

Ea,b

dxdy = ab
∫∫

D
dudv = ab · Aire(D) = abπ.

On retrouve la formule de changement de variables en coordonnées po-
laires

3.2.24 THÉORÈME (CHANGEMENT DE VARIABLES EN COORDONNÉES POLAIRES)
Soit f : D → R une fonction continue, avec D domaine régulier. Alors on a

∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫∫

h−1(D)
f (r cos θ, r sin θ) rdrdθ

3.2.25 REMARQUE

La demi-droite C = {(x, 0), x ≤ 0} et son image réciproque C′ = h−1(C) =
{(r, θ) | θ = ±π} ∪ {(0, θ) | θ ∈ [−π, π]} sont des parties négligeables de
R2.

D’après la remarque (importante), la formule de changement de va-
riables en coordonnées polaires est encore valable pour tout domaine borné
D de R2.

3.2.26 COROLLAIRE

Soient D = {(x, y) = (r cos θ, r sin θ) ∈ R2 | θ ∈ [θ0, θ0 + ϕ] et r1(θ) ≤ r ≤
r2(θ)}, où θ0 ∈ R, ϕ ∈] − π, π] et deux fonctions continues r1 et r2 sur
[θ0, θ0 + ϕ] telles que 0 ≤ r1 < r2. Alors pour toute fonction f continue sur
D on a :

∫∫

D
f (x, y)dxdy =

∫ θ0+ϕ

θ0

∫ r2(θ)

r1(θ)
f (r cos(θ), r sin(θ))rdrdθ.
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3.2.27 EXEMPLE (LA LEMNISCATE DE BERNOULLI). Soit a > 0, la lemniscate de
Bernoulli La est la courbe d’équation (implicite)

(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)

En passant en coordonnées polaires, on a x = r cos(θ), y = r sin(θ) ,
r2 = x2 + y2,
soit (x, y) ∈ La ⇐⇒ (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) ⇐⇒ r4 = a2r2(cos2 θ − sin2 θ) =

a2r2 cos(2θ) ⇐⇒ r = 0 ou bien r2 = a2 cos(2θ). Comme cos(2θ) = r2

a2 ≥ 0,
il est donc nécessaire que 2θ ∈ [−π

2 + 2kπ, π
2 + 2kπ], k ∈ Z, c-à-d θ ∈

[−π
4 + kπ, π

4 + kπ], k ∈ Z. Cette courbe est symétrique par rapport à l’axe
Oy ( elle est aussi symétrique par rapport à Ox et par rapport à l’origine), il
suffit, pour l’étudier de se restreindre à [−π

4 , π
4 ]. Pour calculer l’aire du do-

maine délimité par La, il suffit de calculer l’aire de la partie hachurée et de
multiplier ce nombre par 2. D’après ce qui précède, le domaine hachuré D1
est défini, en coordonnées polaires par : 0 ≤ r ≤

√
a2 cos(2θ) = a

√
cos(2θ)

et θ ∈ [−π
4 , π

4 ], Alors,

Aire(D1) =
∫ π

4

− π
4

(∫ a
√

cos(2θ)

0
rdr

)
dθ =

∫ π
4

− π
4

[
r2

2

]a
√

cos(2θ)

0
dθ =

∫ π
4

− π
4

(
a2 cos(2θ)

2

)
dθ

=
a2

2

∫ π
4

− π
4

cos(2θ)dθ =
a2

2

[
sin(2θ)

2

] π
4

− π
4

=
a2

2
.

Ainsi, l’aire du domaine délimité par La est égal à 2 × Aire(D1) = a2.

3.2.28 EXEMPLE (VOLUME D’UNE BOULE BR DE RAYON R). Par translation, on peut
se ramener à la boule BR centrée en (0, 0) et de rayon R. On a déjà vu que
Volume(BR) = 2

∫∫
D={x2+y2≤R2}

√
R2 − x2 − y2dxdy. On va calculer cette

intégrale à l’aide des coordonnées polaires.
Puisque D′ = {(r, θ) ∈ [0, ∞[×[−π, π] | r ≤ R} = [0, R] × [−π, π]. et
√

R2 − x2 − y2 =
√

R2 − r2, on obtient Vol(BR) = 2
∫ π

−π
dθ
∫ R

0
r
√

R2 − r2dr =

4π
∫ R

0
r
√

R2 − r2dr = 4π
∫ R

0
r(R2 − r2)

1
2 dr = 4π

[
−1

3
(R2 − r2)

3
2

]R

0
=

4
3

πR3.



Chapitre 4

Intégrales triples

L’intégrale d’une fonction de 3 variables f : Ω → R sur un domaine
borné et régulier Ω de R3 se définit selon les mêmes principes que les inté-
grales simple et double :
par découpage et échantillonnage .

Pour tout entier n ≥ 1, l’espace se décompose en cubes de côté
1
n

:

Ck,l,m = {(x, y, z) ∈ R3| k
n
≤ x <

k + 1
n

,
l
n
≤ y <

l + 1
n

,
m
n

≤ z <
m + 1

n
, (k, l, m) ∈ Z3}

=

[
k
n

,
k + 1

n

]
×
[

l
n

,
l + 1

n

]
×
[

m
n

,
m + 1

n

]

Chaque petit cube Ck,l,m est de côté
1
n

et donc de volume
1
n3 .

Sur chaque cube Ck,l,m, contenu dans Ω, on évalue f en un point de
Ck,l,m, par exemple au point

Mk,l,m = (
k
n

,
l
n

,
m
n
).

On associe à f et n la somme de Riemann

Sn( f ) = ∑
Ck,l,m⊂ Ω

f (Mk,l,m) Vol(Ck,l,m) =
1
n3 ∑

Ck,l,m⊂ Ω
f (

k
n

,
l
n

,
m
n
) .

Cette somme est finie car Ω est borné.
On a de nouveau un résultat de convergence de ces approximations

lorsque n tend vers +∞.

75
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4.0.1 THÉORÈME

Soit f : Ω → R une fonction continue sur le domaine borné et régulier Ω
de R3. La suite des sommes de Riemann Sn( f ) converge vers un nombre
réel limite lorsque n tend vers +∞.

4.0.2 DÉFINITION (DE L’INTÉGRALE TRIPLE)
On appelle intégrale triple de f sur Ω cette limite, et on la note

∫∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz.

Propriétés élémentaires de l’intégrale triple

On passe en revue les propriétés les plus simples de l’intégrale triple.
Pour toutes fonctions continues f et g, pour tous réels λ et µ, on a :

1) linéarité : Pour tout λ, µ ∈ R, on a∫∫∫

Ω
(λ f + µg)dxdydz = λ

∫∫∫

Ω
f dxdydz + µ

∫∫∫

Ω
gdxdydz.

2) additivité par découpage : Si Ω = Ω1 ∪ Ω2 et Ω1 ∩ Ω2 est de volume
nul, alors

∫∫∫

Ω
f dxdydz =

∫∫∫

Ω1

f dxdydz +
∫∫∫

Ω2

f dxdydz.

3) positivité, croissance : Si f (x, y, z) ≤ g(x, y, z) pour tout (x, y, z) ∈ Ω,
alors ∫∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz ≤

∫∫∫

Ω
g(x, y, z)dxdydz.

En particulier, si f ≥ 0 alors
∫∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz ≥ 0.

4) positivité par rapport au domaine : Si Ω1 ⊂ Ω2 et f ≥ 0 alors
∫∫∫

Ω1

f (x, y, z)dxdydz ≤
∫∫∫

Ω2

f (x, y, z)dxdydz.

5) Calcul de volume
Le volume de Ω est l’intégrale triple sur Ω de la fonction constante égale
à 1 :

Volume de Ω =
∫∫∫

Ω
dxdydz
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4.0.1 Calcul d’intégrales triples à l’aide d’intégrales doubles et
simples

4.0.3 THÉORÈME (THÉORÈME DE FUBINI SUR UN PARALLÉLÉPIPÈDE)
Soit f : Ω → R une fonction continue, définie sur un domaine bornée (à
bord régulier) : Ω de l’espace.

Si Ω = [a1, b1]× [a2, b2]× [a3, b3] (un parallélépipède) alors∫∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz =

∫ b1

a1

(∫ b2

a2

(∫ b3

a3

f (x, y, z)dz
)

dy
)

dx =
∫ b2

a2

(∫ b1

a1

(∫ b3

a3

f (x, y, z)dz
)

dx
)

dy

=
∫ b3

a3

(∫ b1

a1

(∫ b2

a2

f (x, y, z)dy
)

dx
)

dz =
∫ b1

a1

(∫ b3

a3

(∫ b2

a2

f (x, y, z)dy
)

dz
)

dx

=
∫ b2

a2

(∫ b3

a3

(∫ b1

a1

f (x, y, z)dx
)

dz
)

dy =
∫ b3

a3

(∫ b2

a2

(∫ b1

a1

f (x, y, z)dx
)

dy
)

dz.

4.0.4 THÉORÈME (THÉORÈME DE FUBINI EN PILES(VERTICALES))
Soit f : Ω → R une fonction continue sur Ω, un domaine bornée (à bord
régulier) de l’espace décrit en "pile" au dessus d’un domaine régulier D ⊂
R2 :

Ω =
{
(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D et u1(x, y) ≤ z ≤ u2(x, y)

}

où D est un domaine du plan, u1 et u2 sont des fonctions continues sur D.
Alors

∫∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz =

∫∫

D

(∫ u2(x,y)

u1(x,y)
f (x, y, z)dz

)
dxdy
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4.0.5 REMARQUE

Le domaine D est la projection orthogonale de Ω sur le plan xOy (c’est
l’ombre de Ω sur l’axe xOy, quand il est éclairé par dessus )

4.0.6 THÉORÈME (THÉORÈME DE FUBINI EN TRANCHES OU COUCHES ( HORIZONTALES))
.

Soit f : Ω → R une fonction continue sur Ω, un domaine bornée (à
bord régulier) de l’espace décrit en "tranche"

Ω =
{
(x, y, z) ∈ R3 | z1 ≤ z ≤ z2 et (x, y) ∈ Dz

}

où pour tout z, la tranche Dz =
{
(x, y) ∈ R2|(x, y, z) ∈ Ω

}
(l’intersection

de Ω avec le plan de hauteur z parallèle à x0y) est un domaine régulier du
plan.

Alors
∫∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz =

∫ z2

z1

(∫∫

Dz

f (x, y, z)dxdy
)

dz

Application au calcul de volume : Lorsque f = 1, on sait que
∫∫

Ω
dxdydz=Volume(Ω)

Les énoncés précédents donnent donc deux méthodes de calculs des
volumes.

4.0.7 COROLLAIRE

1) Volume en piles,
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Volume (Ω) =
∫∫

D
(u2(x, y)− u1(x, y))dxdy.

2) Volume en tranches,

Volume (Ω) =
∫ b

a

(∫∫

Dz

dxdy
)

dz =
∫ b

a
Aire (Dz)dz.

Exemples de calcul d’intégrales triples

4.0.8 EXEMPLE. Soit le parallélépipède V = [0, 1]× [1, 2]× [2, 3], alors

∫∫∫

V
(x2 − 2yz)dxdydz =

∫ 3

2

(∫ 2

1

(∫ 1

0

(
x2 − 2yz

)
dx
)

dy
)

dz

=
∫ 3

2

(∫ 2

1
[
1
3

x3 − 2xyz]x=1
x=0 dy

)
dz

=
∫ 3

2

(∫ 2

1
(

1
3
− 2yz))dy

)
dz =

∫ 3

2
[
1
3

y − y2z]y=2
y=1 dz

=
∫ 3

2
(

2
3
− 4z − 1

3
+ z)dz =

∫ 3

2

(
1
3
− 3z

)
dz

= [
1
3

z − 3
2

z2]z=3
z=2 =

3
3
− 27

2
− 2

3
+

12
2

=
1
3
− 15

2
= −43

6

4.0.9 EXEMPLE. On se propose de calculer le volume du domaine borné Ω, dé-
terminé par les paraboloïdes d’équations z = x2 + y2 et z = 4 − x2 − y2.
On a Ω = {(x, y, z)|x2 + y2 ≤ z ≤ 4 − (x2 + y2)}.
La projection D de Ω sur le plan xOy est donnée par l’inégalité x2 + y2 ≤
4 − (x2 + y2) i.e. x2 + y2 ≤ 2, d’où D est le disque centré en (0, 0) et de
rayon

√
2.
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Pour (x, y) fixé dans D, pour z, la valeur minimale est z = x2 + y2 et la
valeur maximale est z = 4 − x2 − y2. Alors

Vol(Ω) =
∫∫∫

Ω
dxdydz =

∫∫

D

(∫ 4−(x2+y2)

x2+y2
dz

)
dxdy

=
∫∫

D

(
4 − (x2 + y2)− (x2 + y2)

)
dxdy

=
∫∫

D

(
4 − 2(x2 + y2)

)
dxdy.

Le calcul de cette intégrale double est plus facile en coordonnées polaires.
On aura

Vol(Ω) =
∫∫

D

(
4 − 2(x2 + y2)

)
dxdy =

∫ 2π

0

∫ √
2

0
(4 − 2r2)rdrdθ

= [θ]2π
0 ×

[
2r2 − 2

r4

4

]√2

0
= 4π.

4.0.10 EXEMPLE. Calculer I =
∫∫∫

C
zdxdydz sur le cube C = [0, 1]3. Ici le domaine

est en pile de hauteur constante au dessus du carré D = [0, 1]2 ⊂ R2.
D’après le théorème de Fubini, on a

I =
∫∫

D
(
∫ 1

0
zdz)dxdy =

∫∫

D

1
2

dxdy =
1
2

∫∫

D
dxdy =

1
2

Aire (D) =
1
2

.
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4.0.11 EXEMPLE (CALCUL DU VOLUME DU TÉTRAÈDRE STANDARD). Calculer le vo-
lume de T = {(x, y, z) ∈ R3, | x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x + y+ z ≤ 1}. T est un
tétraèdre plein de base le triangle ∆ = {(x, y) ∈ R2|x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤
1} et de sommet (0, 0, 1) .

T

1) Si on procède en piles, pour tout z on a u1(x, y) = 0 ≤ z ≤ 1 − x − y =
u2(x, y) sur T, alors

Volume (T) =
∫∫

∆
(1 − x − y)dxdy =

∫ 1

0
(
∫ 1−x

0
(1 − x − y)dy)dx =

∫ 1

0
((1 − x)2 − (1 − x)2

2
)dx =

[
− (1 − x)3

6

]1

0
=

1
6

.

4.0.12 REMARQUE

On peut aussi utiliser la formule (connu depuis l’Antiquité) le volume

d’un tétraèdre est égal à
1
3
× A × h

où A = aire d’une base et h = longueur de la hauteur issue du sommet opposé à la base.

4.0.13 Exercice Démontrer cette formule en utilisant l’intégrale triple.

2) Si on procède par couches (ou tranches), on constate que 0 ≤ z ≤ 1 et
pour tout z, la tranche est le triangle Tz = {(x, y) ∈ R2| x ≥ 0, y ≥
0, x + y ≤ 1 − z}

Volume(T) =
∫ 1

0
Aire(Tz)dz =

∫ 1

0

(1 − z)2

2
dz =

[
− (1 − z)3

6

]z=1

z=0
=

1
6

.
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4.0.2 Changement de variables dans une intégrale triple

Terminologie : Un changement de variables entre deux domaines (ré-
guliers) bornés Ω et Ω′ de R3 est un un difféomorphisme de classe C1

h : Ω′ −→ Ω
(u, v, w) 7→ (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

c-à-d que l’application h est une bijection de classe C1 dont l’inverse h−1

est aussi de classe C1.

4.0.14 DÉFINITION

La matrice jacobienne d’une application de classe C1 :

h : (u, v, w) 7→ (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

en un point (u, v, w) est la matrice 3 × 3 :

Jach(u, v, w) :=




∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w


 (u, v, w)

Le déterminant jacobien de h est la fonction de (u, v, w) :

det Jach(u, v, w) = det




∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w


 (u, v, w)

qu’on notera (parfois) par
∂(x, y, z)
∂(u, v, w)

.

4.0.15 REMARQUE

Pour une matrice carrée d’ordre 3, A =




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 le déterminant est

det(A) = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a31a22a13 − a21a12a33 − a11a32a23.
On peut retrouver ce résultat par la règle de Sarrus : pour chacune des six
diagonales ( voir figure) on associé une quantité qui est le produit de ses
termes ; le déterminant de la matrice est alors égal à la somme des quanti-
tés des diagonales rouges moins la somme des quantités diagonales bleues.
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D’après (7.8), ce déterminant vaut :
������

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

������
= x1y2z3 + x2y3z1 + x3y1z2 � x3y2z1 � x2y1z3 � x1y3z2.

On dit que l’on a développé le déterminant selon la règle de Sarrus : les trois produits précédés du
signe ‘+’ contiennent soit les termes de la diagonale principale, soit deux termes d’une parallèle à
cette diagonale. Pour les trois produits précédés du signe ‘�’, il y a une règle analogue en remplaçant
la diagonale principale par l’autre diagonale.

Donnons deux premiers diagrammes colorés :

En fait, l’idée principale concernant les signes est illustrée comme suit :

Allez ! Encore deux autres illustrations bien flashys !

Soit une matrice carrée d’ordre 3 :

M :=

0
@

a a0 a00

b b0 b00

c c0 c00

1
A .
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Déterminant et volume

 
Produit vectoriel de deux vecteurs : 
 
Le résultat du produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur. wuu   '  
 
- Sa direction est orthogonale au plan défini par les deux vecteurs dont on fait le produit. 
- Son sens est défini conventionnellement  wuu  ,',  doit constituer un trièdre direct (règle "du tire-
bouchon", ou "des trois doigts de la main droite" ou ... du tube de colle !). 
- Sa norme répond à : )',sin(.'. uuuuw    
 
Interprétation géométrique :  
Cette norme correspond à l'aire S du parallélogramme défini par les 
deux vecteurs : 
Le produit vectoriel wuu   '  est donc un vecteur orthogonal au 
plan  ',uu  , dont la norme est l’aire délimitée par les deux vecteurs. 

Calcul à partir des coordonnées : 























































''
''
''

'
'
'

'
yxxy
xzzx
zyyz

z
y
x

z
y
x

uu   

Moyen mnémotechnique :  
 x 

y y’ 

x’ 

y 

z z’ 

x 

z 

y’ 

x’ 

z’ 

y 

x 

z 

y’ 

x’ 

z’ 

première coordonnée : 
yz’ – zy’ 

troisième coordonnée : 
xy’ – yx’ 

seconde coordonnée : 
x’z – z’x  

 
Propriétés importantes :  
 Le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est, bien sûr, nul. Il y a équivalence entre les 
propositions :    0'  wuu      le vecteur u et le vecteur 'u sont colinéaires. 
 
 Le produit vectoriel n’est pas commutatif :  a b b a   

   
  la commutation des deux vecteurs amène 

un résultat opposé. 
 
 Le produit vectoriel n’est pas associatif :    a b c a b c    

      
 
Formule du double produit vectoriel :    ( ). ( ).a b c a c b a b c     

         
(Pour le premier terme, penser à « Ah, C’est Bien ! »). 
 
Produit mixte de trois vecteurs :  
On note  cba  ,,  le produit mixte cbaw   )( , dont le résultat est une quantité scalaire. 
Toute permutation circulaire des trois vecteurs laisse le 
résultat du produit mixte inchangé. Une permutation non 
circulaire ne fait qu'inverser le signe du résultat. 
La valeur absolue du produit mixte correspond au volume du 
parallélépipède défini par les trois vecteurs :  
Son signe est positif lorsque  cba  ,,  constitue un trièdre 
direct (cas de la figure) ; il est négatif dans le cas contraire. 
 

0)(  cbaw    si  cba  ,,  sont coplanaires. 

 

u  

'u  

'uuw   

S 

 

a  

c  

b  

ba   

P

Soit P le parallélépipède engendré par les vecteurs

−→a =




x1
y1
z1


,

−→
b =




x2
y2
z2


 et −→c =




x3
y3
z3


 .

Alors le volume de P est égal à la valeur absolue au produit mixte de
ces trois vecteurs, est aussi donné par le déterminant de la matrice dont les
colonnes sont les coordonnées des vecteurs −→a ,

−→
b et −→c : en effet

le volume P =
∣∣∣(−→a ∧−→

b ) · −→c
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




det
(

y1 y2
z1 z2

)

−det
(

x1 x2
z1 z2

)

det
(

x1 x2
y1 y2

)




·



x3
y3
z3




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣x3 det
(

y1 y2
z1 z2

)
− y3 det

(
x1 x2
z1 z2

)
+ z3 det

(
x1 x2
y1 y2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
det




x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3



∣∣∣∣∣∣

.

4.0.16 THÉORÈME (THÉORÈME DE CHANGEMENT DE VARIABLES)
Soient Ω′ et Ω deux domaines bornés de R3 et h(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

un difféomorphisme de classe C1 entre Ω′ et Ω.
Alors pour toute fonction continue f : Ω → R on a

∫∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

Ω′
f (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

∣∣∣∣
∂(x, y, z)
∂(u, v, w)

∣∣∣∣ dudvdw.

�

Remarque importante : Comme pour les intégrales doubles, cette formule
est aussi valable sous des conditions moins fortes. Introduisons à cet effet la notion
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suivante : une partie C de R3 est dite négligeable si son volume est nul.
( par exemple un point, une droite, une sphère, plus généralement une réunion
finie (même dénombrable) d’images d’applications de classe C1, de rectangle fermé
de R2 dans R3.)

Voici la condition moins fortes sous lequelles la formule de changement de va-
riables est encore valable :




il existe deux parties négligeables C ⊂ Ω et C′ ⊂ Ω′ telle que h est une bijection de Ω′ − C′ sur Ω − C
h est de classe C1 en tous les points de Ω′

det Jach(u, v) ̸= 0, en tout point (u, v, w) de Ω′ − C′.

Alors pour toute fonction f continue sur Ω, on a encore la formule de changement
de variables :∫∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

Ω′
f (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

∣∣∣∣
∂(x, y, z)
∂(u, v, w)

∣∣∣∣ dudvdw.

4.0.17 THÉORÈME

Sous les hypothèses précédentes :

volume(Ω) =
∫∫∫

Ω
dxdydz =

∫∫∫

Ω′

∣∣∣∣
∂(x, y, z)
∂(u, v, w)

∣∣∣∣ dudvdw.

4.0.18 EXEMPLE. On va calculer l’intégrale triple
∫∫∫

P
xdxdydz où P est le pa-

rallélépipède ayant pour sommets les points suivants : A = (0, 0, 0), B =
(1, 2, 1), C = (2, 3, 2), D = (1, 1, 1), A′ = (1, 1, 2), B′ = (2, 3, 3), C′ = (3, 4, 4)
et D′ = (2, 2, 3).

Exemple 10.7:
Evaluons l’intégrale triple

∫∫∫
D xyz dx dy dz où D est le parallélipipède ayant pour sommets les points suiv-

ants: A = (0, 0, 0), B = (1, 2, 1), C = (2, 3, 2), D = (1, 1, 1), A′ = (1, 1, 2), B′ = (2, 3, 3), C′ = (3, 4, 4) et
D′ = (2, 2, 3). Nous avons représenté le domaine D dans la figure 10.4.

A

B

C
D

A'

B'

C'
D'

x

y

z

figure 10.4
Le plan contenant les points A, B, C, D a comme équation z − x = 0, celle du plan contenant les points

A’, B’, C’, D’ est z − x = 1. Le plan contenant les points A, D, A’, D’ a comme équation y − x = 0, celle
du plan contenant B, C, B’, C’ est y − x = 1. Le plan contenant les points A, B, A’, B’ a comme équation
3x−y−z = 0, celle du plan contenant C, D, C’, D’ est 3x−y−z = 1. Nous pouvons considérer les nouvelles
coordonnées:

u = −x + y,

v = 3x − y − z,

w = −x + z.

Il est facile de vérifier que ceci est un changement de coordonnées. Il faut simplement noter que la matrice
⎛
⎝

−1 1 0
3 −1 −1

−1 0 1

⎞
⎠

est inversible ou encore que son déterminant n’est pas nul. Dans ces nouvelles coordonnées, D correspond
au domaine D′ = {(u, v, w) | 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1, 0 ≤ w ≤ 1} et

⎧
⎨
⎩

⎛
⎝

x = u + v + w
y = 2u + v + w
z = u + v + 2w

⎞
⎠ ⇒ ∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣

⎛
⎝

1 1 1
2 1 1
1 1 2

⎞
⎠
∣∣∣∣∣∣
= −1.

Donc de tout ceci et du théorème 10.1, nous avons
∫∫∫

D

xyz dxdydz =

∫∫∫

D′
(u + v + w)(2u + v + w)(u + v + 2w)| − 1| dudvdw

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

(∫ 1

0

(u + v + w)(2u + v + w)(u + v + 2w) dw

)
dv

)
du

=
197

24
.

Exemple 10.8:
Soit la région R de R2 dans le premier quadrant consistant des points (x, y) tels que 1 ≤ xy ≤ 4 et x ≤ y ≤ 3x,

93



4. Intégrales triples: 85

4.0.19 REMARQUE (EQUATION D’UN PLAN PASSANT PAR TROIS POINTS NON ALIGNÉS)
L’équation d’un plan dans R3 est de la forme ax + by + cz + d = 0 où
(a, b, c) ̸= (0, 0, 0). ( cette équation n’est pas unique, elle l’est à une multipli-
cation par un scalaire : par exemple pour k ̸= 0, les équations ax+ by+ cz+ d =
0 et kax + kby + kcz + kd = 0 définissent le même plan.

Soient A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) et C(x3, y3, z3) trois points non alignés,
alors une équation du plan passant par ces trois points est donnée par :

det




x − x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1


 = 0.

En utilisant la formule précédente, on va déterminer les équations des plans
engendrés par les faces du parallélépipède.

i) Le plan contenant les points A, B, C, D a pour équation 0 = det




x y z
1 2 1
2 3 2


 =

x − z, donc −x + z = 0.
De même on trouve :

ii) l’équation du plan contenant les points A′, B′, C′, D′ est −x + z = 1.

iii) Le plan contenant les points A, B, A′, B′ a pour équation 3x − y− z = 0,

iv) enfin, celle du plan contenant C, D, C′, D′ est 3x − y − z = 1.

v) Le plan contenant les points A, D, A′, D′ a pour équation −x + y = 0,

vi) celle du plan contenant B, C, B′, C’ est −x + y = 1.

Nous pouvons considérer les nouvelles coordonnées :




u = −x + z,
v = 3x − y − z,
w = −x + y

Il est facile de vérifier que ceci est un changement de variables :




x = u + v + w
y = u + v + 2w
z = 2u + v + w

⇒ h(u, v, w) = (u + v + w, u + v + 2w, 2u + v + w)
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et det Jach(u, v, w) = det




∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w




= det




1 1 1
1 1 2
2 1 1


 = 1.

Dans ces nouvelles coordonnées, P correspond au cube

P′ = {(u, v, w) | 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1, 0 ≤ w ≤ 1} = [0, 1]3.

Nous avons donc, par la formule de changement de variables :

∫∫∫

P
x dxdydz =

∫∫∫

P′
(u+ v+w)|1| dudvdw =

∫ 1

0
(
∫ 1

0
(
∫ 1

0
(u+ v+w)dw)dv)du

=
∫ 1

0
(
∫ 1

0
(u + v +

1
2
)dv)du =

∫ 1

0
(u + 1)du =

[
u2

2
+ u

]1

0
=

3
2

.□

Les coordonnées cylindriques et sphériques

Il y a plusieurs façon de représenter les points de l’espace, parmi tous ces sys-
tèmes de coordonnées, deux apparaissent souvent ; il s’agit des coordonnées cylin-
driques et des coordonées sphériques. Nous allons maintenant considérer ces sys-
tèmes de coordonnées, ainsi que le changement de coordonnées pour les intégrales
triples des coordonnées cartésiennes à ces coordonnées.

Coordonnées cylindriques

Dans R3, les coordonnées cylindriques sont utiles lorsque le problème étudié
présente une symétrie autour d’un axe. Un point M = (x, y, z) de R3 peut
s’écrire sous la forme M = (r cos θ, r sin θ, z) avec r ≥ 0 et θ ∈ [−π, π]. Le
triplet (r, θ, z) s’appelle les coordonnées cylindriques de M. On note

{
h : [0,+∞[×[−π, π]× R → R3

(r, θ, z) 7→ (x, y, z) = (r cos θ, r sin θ, z)

r

z

q

x

y

z (x, y, z)

figure 9.6

projection (x, y, 0)



4. Intégrales triples: 87

4.0.20 THÉORÈME (PASSAGE EN COORDONNÉES CYLINDRIQUES)
Soient f : Ω ⊂ R3 → R une fonction continue sur Ω = h(Ω′) ( domaines
réguliers). On a alors∫∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

Ω′
f (r cos θ, r sin θ, z)r dr dθ dz.

Démonstration. On applique Fubini en tranches z =constante∫∫

Ω
f (x, y, z)dxdydz =

∫ zmax

zmin

(
∫∫

Dz

f (x, y, z)dxdy)dz

et on passe en polaires sur chaque Dz

=
∫ zmax

zmin

(
∫∫

D′
z

f (r cos θ, r sin θ, z)rdrdθ)dz =
∫∫∫

Ω′
f (r cos θ, r sin θ, z)rdrdθdz

par Fubini.□
4.0.21 REMARQUE

Cet énoncé est très utile pour intégrer des fonctions sur des solides de révo-
lution : c’est-à-dire des solides invariants par rotation autour de l’axe des z.
Les équations de ces domaines sont des fonctions de r =

√
x2 + y2 et de z.

4.0.22 EXEMPLE. Calculer I =
∫∫

Ω
(x2 + y2)dxdydz où Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤

z ≤ 1, x2 + y2 ≤ z2}. Pour y = 0, on a x2 ≤ z2 et 0 ≤ z ≤ 1 qui est un
triangle. Par conséquent Ω est le cône plein de sommet l’origine et de base
le disque D1 = {(x, y, 1), x2 + y2 ≤ 1}.
La tranche Dz de Ω est le disque de rayon z, centré en (0, 0, z).
On obtient par passage en coordonnées cylindriques

Ω = {(r cos θ, r sin θ, z) ∈ R3 | 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ r ≤ z}.

Ainsi,

I =
∫ 2π

0
dθ
∫ 1

0

(∫ z

0
r3dr

)
dz = 2π

∫ 1

0

z4

4
dz = 2π

[
z5

20

]1

0
=

π

10
.

4.0.23 PROPOSITION

Soit V un domain régulier de R3 tel qu’il existe a, b ∈ R avec a < b et une
fonction φ : R × [a, b] → R∗

+ continue, 2π périodique par rapport à la première
variable, et vérifiant

V = {(r cos θ, r sin(θ), z), θ ∈ R, z ∈ [a, b], 0 ≤ r ≤ φ(θ, z)}
Alors pour toute fonction f continue sur V on a
∫∫∫

V
f (x, y, z)dxdydz =

∫ b

a

∫ π

−π

∫ φ(θ,z)

0
f (r cos(θ), r sin(θ), z)rdrdθdz.
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Démonstration: Pour z ∈ [a, b] on note Tz = V ∩ (R2 × {z}). Alors on a

Tz = {(r cos(θ), r sin(θ), z) | θ ∈ R, 0 ≤ r ≤ φ(θ, z)}.

Puisque

∫∫

V
f (x, y, z)dxdydz =

∫ b

a

(∫∫

Tz

f (x, y, z)dxdy
)

dz,

il suffit de passer en coordonnées polaires sur chaque tranche Tz. ■

Le passage en coordonnées cylindriques transforme l’élément de volume dxdydz
en rdrdθdz.

4.0.25 EXEMPLE. Considérons à nouveau
∫∫∫

V
(1 − 2yz)dxdydz où V est le cy-

lindre de hauteur 3 et de base le disque unité D. En coordonnées cylin-
driques, on a

V = {(r cos(θ), r sin(θ), z)| r ∈]0, 1], θ ∈ [0, 2π[, z ∈ [0, 3]}

ainsi

∫∫∫

V
(1 − 2yz)dxdydz =

∫ 3

0

(∫ 1

0

(∫ 2π

0
(1 − 2rz sin θ) dθ

)
rdr
)

dz

=
∫ 3

0

(∫ 1

0

(
[θ + 2rz cos θ]θ=2π

θ=0

)
rdr
)

dz =
∫ 3

0

(∫ 1

0
(2π + 2rz − 2rz) rdr

)
dz

=
∫ 3

0

(∫ 1

0
2πrdr

)
dz = 3π[r2]10 = 3π

4.0.26 REMARQUE

La fonction (x, y, z) 7→ 2yz est impaire par rapport à y et le domaine V est

symétrique par rapport au plan xoz, alors
∫∫∫

V
2yzdxdydz = 0. Alors, le

calcul de
∫∫∫

V
(1− 2yz)dxdydz est réduit à celui de

∫∫∫

V
dxdydz = Volume

du cylindre V = hauteur × Aire(D) = 3π.
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Coordonnées sphériques

Une définition : un point M = (x, y, z) ∈ R3 est caractérisé par

sa distance à l’origine r =
√

x2 + y2 + z2,

sa longitude θ ∈]− π, π],

sa latitude φ ∈ [−π
2 , π

2 [ ( φ = π
2 vers le pôle nord, φ = −π

2 vers le pôle sud).
88 CHAPITRE 8. CALCUL D’INTÉGRALES DOUBLES ET TRIPLES

✻

✲

❂

x

y

z

O

r

M

M ′
θ

ϕ

Fig. 8.4 – Coordonnées sphériques

J =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂x

∂ρ

∂x

∂θ

∂x

∂ϕ
∂y

∂ρ

∂y

∂θ

∂y

∂ϕ
∂z

∂ρ

∂z

∂θ

∂z

∂ϕ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎝
cosϕ cos θ −ρ sin θ cosϕ −ρ sinϕ cos θ
cosϕ sin θ ρ cos θ cosϕ −ρ sinϕ sin θ

sinϕ 0 ρ cosϕ

⎞

⎠ .

Le déterminant de J est : det J = ρ2 cosϕ (règle de Sarrus). On en déduit :

V =

∫∫∫

B′

ρ2 cosϕdρdϕdθ =

∫ R

0

ρ2dρ

∫ π
2

−π
2

cosϕdϕ

∫ 2π

0

dθ.

Il s’ensuit immédiatement que V =
4πR3

3
.

Plus généralement, énonçons le théorème de changement de coordonnées en dimension
3, dont le meilleur exemple d’application est le calcul du volume de la sphère de centre O
et rayon R effectué ci-dessus :

Théorème 8.5. Changement de variable.
Soit ψ : U ⊂ R3 −→ V ⊂ R3, un C1-difféomorphisme tel que :

ψ(u, v, w) = (P (u, v, w), Q(u, v, w), R(u, v, w)) .

Si D ⊂ U , on note D′ = ψ(D). On peut encore écrire D = ψ−1(D′), et si f est une
fonction continue de U dans R, alors :

∫∫∫

D′

f(x, y, z).dx.dy.dz =

∫∫∫

D
f (ψ(u, v, w)) |Jψ(u, v, w)|.du.dv.dw

, où l’on aura noté Jψ, le déterminant :

Jψ := det

⎛

⎜⎜⎜⎜
⎝

∂P

∂u

∂P

∂v

∂P

∂w
∂P

∂u

∂Q

∂v

∂Q

∂w
∂P

∂u

∂R

∂v

∂R

∂w

⎞

⎟⎟⎟⎟
⎠

.

On a z2 + (x2 + y2) = r2, d’où z = r sin φ et
√

x2 + y2 = r cos φ et

finalement





x = r cos θ cos φ
y = r sin θ cos φ
z = r sin φ.

4.0.27 REMARQUE

Les coordonnées sphériques sont adaptées aux problèmes qui présentent
une symétrie autour du centre du repère.

4.0.28 PROPOSITION

L’application h :
{

R∗
+×]− π, π[×]− π

2 , π
2 [ −→ R3\(R− × {0} × R)

(r, θ, φ) 7−→ (x, y, z) = (r cos(θ) cos(φ), r sin(θ) cos(φ), r sin(φ))

est un difféomorphisme de classe C1 (aka un changement de variables).

En outre pour tout (r, θ, φ) ∈ R∗
+×]− π, π[×]− π

2
,

π

2
[ on a

det Jach(r, θ) = r2 cos(φ).

Démonstration: Pour (r, θ, φ) ∈ R∗
+×]− π, π[×]− π

2
,

π

2
[ on a




x(r, θ, φ)
y(r, θ, φ)
z(r, θ, φ)


 =




r cos(θ) cos(φ)
r sin(θ) cos(φ)
r sin(φ)



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On commence par noter que les dérivées partielles

∂x
∂r

= cos(θ) cos(φ) ,
∂x
∂θ

= − r sin(θ) cos(φ) ,
∂x
∂φ

= − r cos(θ) sin(φ) ,

∂y
∂r

= sin(θ) cos(φ) ,
∂y
∂θ

= r cos(θ) cos(φ) ,
∂y
∂φ

= − r sin(θ) sin(φ) ,

∂z
∂r

= sin(φ),
∂z
∂θ

= 0, et
∂z
∂φ

= r cos(φ)

existent et sont continues, d’où h est de classe C1.
Si r cos(φ) cos(θ) = r′ cos(φ′) cos(θ′), r cos(φ) sin(θ) = r′ cos(φ′) sin(θ′)

et r sin(φ) = r′ sin(φ′) alors

r =
√
( r cos(φ) cos(θ))2 + ( r cos(φ) sin(θ))2 + ( r sin(φ))2

=
√
( r′ cos(φ′) cos(θ′))2 + ( r′ cos(φ′) sin(θ′))2 + ( r′ sin(φ′))2 = r′

car r, r′ > 0. De ceci, nous obtenons cos(φ) cos(θ) = cos(φ′) cos(θ′), cos(φ) sin(θ) =
cos(φ′) sin(θ′) et sin(φ) = sin(φ′) après simplification par r. La dernière
équation nous permet d’affirmer que φ = φ′ car −π

2 < φ, φ′ < π
2 . De

cos(φ) cos(θ) = cos(φ) cos(θ′), cos(φ) sin(θ) = cos(φ) sin(θ′), nous obte-
nons que cos(θ) = cos(θ′), sin(θ) = sin(θ′) après simplification par cos(φ) >
0 car −π

2 < φ < π
2 . De cette dernière observation, nous obtenons que θ = θ′

car −π ≤ θ, θ′ < π. Ainsi h est une fonction injective.
Finalement, le jacobien est

∂(x,y,z)
∂(r,θ,φ) = det Jach(r, θ, φ) = det




cos(θ) cos(φ) −r sin(θ) cos(φ) −r cos(θ) sin(φ)
sin(θ) cos(φ) r cos(θ) cos(φ) −r sin(θ) sin(φ)

sin(φ) 0 r cos(φ)




= (r2 cos2(θ) cos3(φ) + r2 sin2(θ) sin2(φ) sin(φ) + 0)

−(−r2 cos2(θ) sin2(φ) cos(φ) + 0 − r2 sin2(θ) cos3(φ))

= r2 cos3(φ)+ r2 sin2(φ) cos(φ) = r2 cos(φ)(cos2(φ)+ sin2(φ)) = r2 cos(φ).

■

Le passage en coordonnées sphériques donne pour l’élément de volume dxdydz = r2 cos(φ) drdθdφ.
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4.0.30 THÉORÈME (PASSAGE EN COORDONNÉES SPHÉRIQUES)
Soit f : Ω → R une fonction continues sur Ω = h(Ω′) domaines bornés
réguliers de R3. Alors on a

∫∫∫

Ω
f (x, y, z) dxdydz =

∫∫∫

Ω′
f (r cos θ cos φ, r sin θ cos φ, r sin φ) r2 cos φdrdθdφ.

Cette formule est très utile pour intégrer des fonctions sur des secteurs an-
gulaires de boules.
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�

Attention :

Il existe plusieurs conventions pour les coordonnées sphériques (celles des
mathématiciens, des physiciens, des astronomes, des géographes· · · ). On a
suivi dans ce cours la convention "rayon-longitude-latitude". Il y a d’autres
conventions, par exemple "rayon-longitude-colatitude" : pour ce choix, la no-
tation habituelle est θ pour la colatitude, elle varie entre 0 et π et φ est la
longitude. On aura dans ce cas, les coordonnées sphériques (r, φ, θ) et les co-
ordonnées du point 




x = r sin θ cos φ
y = r sin θ sin φ
z = r cos θ.

Les différents systèmes de coordonnées

Coordonnées cartésiennes : x, y, z.
��!
OM = x�!ux + y�!uy + z�!uz

Élément de vecteur: �!
dl = dx �!ux + dy �!uy + dz �!uz

Élément de volume d3⌧ = dx.dy.dz

Coordonnées cylindriques : ⇢, ✓, z. ��!
OM = ⇢�!u⇢ + z �!uz

0 6 ⇢, 0 6 ✓ < 2⇡

Élément de vecteur: �!
dl = d⇢�!u⇢ + ⇢d✓�!u✓ + dz�!uz

Élément de volume d3⌧ = ⇢d⇢.d✓.dz

Coordonnées sphériques: r, ✓, '.
��!
OM = r�!ur

0 6 r, 0 6 ✓ 6 ⇡, 0 6 ' < 2⇡

Élément de vecteur: �!
dl = dr �!ur + rd✓ �!u✓ + rsin✓d'�!u'

Élément de volume d3⌧ = r2sin✓dr.d✓.d'

Attention les angles ✓ des coordonnées cylindriques et sphériques sont différents.

1

où la longitude φ ∈ [0, 2π] et la colatitude θ ∈ [0, π]. (θ = 0 vers le
pôle nord, θ = π vers le pôle sud). Ces coordonnées sphériques donnent (pour

élément de volume) dxdydz = r2 sin θ drdφdθ .
Pour s’adapter au contexte, il vaut mieux se rappeler de la méthode plutôt que
d’apprendre les formules par coeur.

La formule de changement de variables devient dans ce cas :

4.0.31 THÉORÈME (PASSAGE EN COORDONNÉES SPHÉRIQUES ("RAYON-LONGITUDE-COLATITUDE"))
Soit f : Ω → R une fonction continues sur Ω = h(Ω′) domaines réguliers de
R3. Alors on a
∫∫∫

Ω
f (x, y, z) dxdydz =

∫∫∫

Ω′
f (r cos φ sin θ, r sin φ sin θ, r cos θ) r2 sin θdrdφdθ.
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4.0.32 EXEMPLE (VOLUME D’UNE BOULE DE RAYON R ). Quitte à faire une trans-
lation, on peut supposer que la boule BR de rayon R est centrée à l’origine.
Elle est représentée, en coordonnées sphériques, par

B′
R =

{
(r, θ, φ, )| r ∈ [0, R], θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [−π

2
,

π

2
]
}
= [0, R]× [0, 2π]× [−π

2
,

π

2
]

Puisque dxdydz = r2 cos(φ)drdθdφ on a

Vol(BR) =
∫∫∫

BR

dxdydz =
∫∫∫

B′
R

r2 cos φdrdθdφ =
∫ R

0
r2dr

∫ 2π

0
dθ
∫ π

2

− π
2

cos(φ)dφ

= [
r3

3
]R0 × [θ]2π

0 × [sin(φ)]
π
2
− π

2
=

R3

3
× 2π × 2 =

4πR3

3
.

4.0.33 EXEMPLE (CALCUL D’INTÉGRALE EN UTILISANT LES SYMÉTRIES). .

Soit à calculer I =
∫∫∫

BR

(ax + by + cz)2dxdydz où BR est la boule de centre

O = (0, 0, 0) et de rayon R.
On a (ax + by + cz)2 = a2x2 + b2y2 + c2z2 + 2(abxy + acxz + bcyz),

d’autre part en raison des symétries du domaine BR on aura :
∫∫∫

BR

xydxdydz =
∫∫∫

BR

yzdxdydz =
∫∫∫

BR

zxdxdydz = 0,

et ∫∫∫

BR

x2dxdydz =
∫∫∫

BR

y2dxdydz =
∫∫∫

BR

z2dxdydz.

Alors,
I = (a2 + b2 + c2)

∫∫∫

BR

z2dxdydz.

On utilise les coordonnées sphériques

x = r cos θ cos φ, y = r sin θ cos φ, z = r sin φ.

le domaine BR est transformé en B′
R = [0, R]× [−π, π]× [−π/2, π/2], et

z2 = r2 sin2 φ. La formule de changement de variables nous donne :∫∫∫

BR

z2dxdydz =
∫∫∫

B′
R

(r2 sin2 φ) r2 cos φdrdθdφ =
∫∫∫

B′
R

r4 sin2 φ cos φdrθdφ.

Comme les variables sont séparables, on a
∫∫∫

BR

z2dxdydz = (
∫ R

0
r4d r) (

∫ π

−π
dθ) (

∫ π/2

−π/2
cos φ sin2 φdφ) =

2R5π

5

[
sin3 φ

3

]π/2

−π/2
=

4R5π

15
,

d’où

I = (a2 + b2 + c2)
4πR5

15
.
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4.0.3 Applications : Masse, centre de gravité et moment d’inertie

Il existe un grand nombre d’applications de l’intégrale multiple. Il suffit de
penser aux notions d’espérance et de variance en probabilités ou encore des équa-
tions intégrales. Beaucoup de ces applications seront discutées dans d’autres cours.
Ici nous n’énumérerons que quelques-unes, surtout reliées à la physique. Plusieurs
quantités physiques peuvent être exprimées comme des intégrales multiples. De
tels expressions sont fondées sur la définition de l’intégrale comme la limite d’une
somme.
On a vu par exemple que si D est un domaine régulier de l’espace, alorsVolume

(D) =
∫∫∫

D
dxdydz.

Plus généralement, si D a une densité de masse (ou de charge) ρ = dq/dvol,
alors la masse ( ou charge) totale de D est donnée par l’intégrale

M(D) =
∫∫∫

D
ρ(x, y, z)dxdydz

Une autre notion fondamentale en mécanique du solide est celle de centre de
gravité G (ou centre d’inertie) d’un domaine D.

• Si D ⊂ R3, on a G = (xG, yG, zG) où

xG =
1

M(D)

∫∫∫

D
xρ(x, y, z)dxdydz, yG =

1
M(D)

∫∫∫

D
yρ(x, y, z)dxdydz

zG =
1

M(D)

∫∫∫

D
zρ(x, y, z)dxdydz

• Si la densité ρ est constante, on dit que D est homogène, et les expressions se
simplifient. On obtient alors

xG =
1

Volume(D)

∫∫∫

D
xdxdydz

yG =
1

Volume(D)

∫∫∫

D
ydxdydz

zG =
1

Volume(D)

∫∫∫

D
zdxdydz .

4.0.34 REMARQUE

Le centre de gravité G a des propriétés physiques très importantes. Une
d’entre elles est utile pour avoir l’intuition de sa position : le domaine D
reste à l’équilibre s’il est posé sur son centre de gravité. A noter que G n’est
pas toujours situé dans D, par exemple si D est un pneu.
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Pour revenir aux notions mathématiques que nous avons abordées ici, le centre
de gravité se comporte très bien par découpage des domaines. Le centre de gravité
du tout est alors le barycentre des centres de gravités des morceaux. On a plus pré-
cisément : Si le domaine D se découpe en la réunion de domaines D1, D2, · · · Dn,
alors

M(D)xG = M(D1)xG1 + M(D2)xG2 + · · ·+ M(Dn)xGn

et des expressions similaires pour yG et zG. C’est une conséquence immédiate du
découpage de l’intégrale

M(D)xG =
∫∫∫

D
xρ(x, y)dxdy =

n

∑
i=1

∫∫∫

Di

xρ(x, y)dxdy =
n

∑
i=1

M(Di)xGi .

On peut ainsi déterminer le centre de gravité de domaines constitués de fi-
gures géométriques simples, en tout cas en principe pour l’instant, car il nous faut
d’abord avoir des outils de calculs d’intégrales multiples efficaces sur ces figures.

4.0.35 REMARQUE

Notez enfin la similitude des formules valables pour un système fini de
masses. En effet, la formule s’écrit aussi

xG =
1

M(D)

n

∑
i=1

xGi M(Di) ,

et la formule n’est que la version continue de cette expression, où l’on au-
rait découpé D en une infinité de morceaux infinitésimaux Di de masse
dmi ≃ ρdxdy, tout à fait dans l’esprit de découpage et d’échantillonage des
sommes de Riemann qui nous on permis d’introduire la notion d’intégrale
multiple.

4.0.36 EXEMPLE. On cherche à déterminer le centre de gravité du demi-cylindre
homogène Ω = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 ≤ R2, z ∈ [0, H], y ≥ 0}.

Dans, ce cas, Il est naturel de travailler en coordonnées cylindriques et
d’écrire le demi-cylindre comme

Ω̃ = {( r, θ, z)| r ∈ [0, R], θ ∈ [0, π], z ∈ [0, H]}.

Le calcul de la masse totale donne

M =
∫∫∫

Ω
dxdydz =

∫∫∫

Ω̃
rdrdθdz =

∫ R

0
rdr

∫ π

0
dθ
∫ H

0
dz =

πR2H
2

.
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• Le centre de gravité G a pour coordonnées cartésiennes

xG =
1
M

∫∫∫

Ω
xdxdydz =

1
M

∫ R

0
r2dr

∫ π

0
cos θdθ

∫ H

0
dz = 0

( on aurait pu déduire ce résultat de la symétrie du domaine par rapport au
plan y0z)

yG =
1
M

∫∫∫

Ω
ydxdydz =

1
M

∫ R

0
r2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ H

0
dz =

2
πR2H

R3

3
2H =

4R
3π

zG =
1
M

∫∫∫
zdxdydz =

1
M

∫ R

0
rdr

∫ π

0
dθ
∫ H

0
zdz =

2
πR2H

R2

2
π

H2

2
=

H
2

Ainsi G = (0,
4R
3π

,
H
2
) .

Moment d’inertie

Il est aussi possible dans la situation précédente de décrire le moment d’iner-
tie par rapport à un axe . En physique, le moment d’inertie d’un système de n
particules par rapport à un axe de rotation est défini par l’équation

m1r2
1 + m2r2

2 + . . . + mnr2
n

dans laquelle mi est la masse et ri est la distance à l’axe donné de la i-ième particule.

4.0.37 DÉFINITION

Soit ρ : Ω → [0,+∞[ la densité volumique d’un matériau Ω. Soit ∆ une droite.
On note par r(x, y, z) la distance du point (x, y, z) à la droite ∆. On appelle
Moment d’inertie de Ω par rapport à la droite ∆ le nombre réel

∫∫∫

Ω
(r(x, y, z))2ρ(x, y, z)dxdydz.

4.0.38 REMARQUE

1) Si (x∆, y∆, z∆) est la projection orthogonale de (x, y, z) sur la droite ∆
alors le moment d’inertie I∆(D) de Ω par rapport à la droite ∆ est égal à

I∆(D) =
∫∫∫

Ω
((x − x∆)

2 + (y − y∆)
2 + (z − z∆)

2)ρ(x, y, z)dxdydz.
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4.0.39 EXEMPLE. Soit le cylindre homogène

Ω = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 ≤ R2, z ∈ [0, H]}
de densité volumique µ > 0.

(i) On commence par calculer le moment d’inertie par rapport à son axe
de révolution, l’axe 0z.
On note r(x, y, z) =

√
x2 + y2 la distance d’un point (x, y, z) à l’axe

Oz.
Comme dans l’exemple précédent, on va travailler en coordonnées
cylindriques et d’écrire le cylindre comme

Ω̃ = {( r, θ, z)| r ∈ [0, R], θ ∈ [−π, π], z ∈ [0, H]} = [0, R]× [−π, π]× [0, H].

Le moment d’inertie de Ω par rapport à l’axe 0z est égal à

IOz = µ
∫∫∫

Ω
(r(x, y, z))2dxdydz = µ

∫∫∫

Ω
(x2 + y2)dxdydz = µ

∫∫∫

Ω̃
r3drdθdz

= µ
∫ R

0
r3dr

∫ π

−π
dθ
∫ H

0
dz = µ

πR4H
2

.

(ii) On veut maintenant calculer I∆, le moment d’inertie du disque par
rapport une droite ∆ parallèle à l’axe 0z et passant par un point de la
circonférence de la base. Soit A = (a, b) un point de la circonférence
du cercle ; donc a2 + b2 = R2. On note r∆(x, y, z) =

√
(x − a)2 + (y − b)2

la distance d’un point (x, y, z) à la droite ∆. Alors,

I∆ = µ
∫∫∫

Ω
(r∆(x, y, z))2 dxdydz = µ

∫∫∫

Ω
((x − a)2 + (y − b)2) dxdydz

= µ
∫∫∫

Ω
(x2 + y2 − 2ax − 2by + a2 + b2) dxdydz

= µ
∫∫∫

Ω
(x2 + y2) dxdydz + µ

∫∫∫

Ω
(−2ax − 2by) dxdydz + µ

∫∫∫

Ω
(a2 + b2) dxdydz

= IOz + µ
∫∫∫

Ω
(−2ax − 2by) dxdydz + µR2 Volume(Ω)

D’autre part :
∫∫∫

Ω
x dxdydz =

∫ R

0

∫ H

0
(r2
∫ π

−π
cos(θ)dθ)drdz = 0 de

même
∫∫∫

Ω
y dxdydz =

∫ R

0

∫ H

0
(r2
∫ π

−π
sin(θ)dθ)drdz = 0.

Par suite µ
∫∫∫

Ω
(−2ax − 2by) dxdydz = 0. Ainsi,

I∆ = IOz +µR2 Volume(Ω) = µ
πR4H

2
+µR2(πR2H) = µ

3πR4H
2

= 3IOz.
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Ce calcul montre qu’il y a 3 fois plus de résistence à faire tourner le
cylindre autour d’une droite parallèle à Oz et passant par un point de
sa circonférence qu’en son axe de révolution.
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Chapitre 5

Intégrale curviligne

5.1 Courbes paramétrées

Il existe plusieurs façons mathématiques de décrire formellement la notion de
courbe. En voilà trois :

• au moyen des graphes de fonctions d’une variable

Introduction Généralités Limites Dérivation

Parité, périodicité

Périodicité

Soit f : Df ! R une fonction réelle d’une variable réelle.

f est périodique de période p si
et seulement si

8x 2 Df , (x + p) 2 Df

8x 2 Df , f (x + p) = f (x )

Exemple : f (x ) = cos x est paire
et périodique de période 2⇡

−6 −4 −2 0 2 4 6

−1
.0

−0
.5

0.0
0.5

1.0

x

co
s(x

)

http://spiral.univ-lyon1.fr/mathsv/ MathSV-B• au moyen d’équations implicites : on parle alors de courbes définies implici-
tement

Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Circulation
d’un champ
de vecteurs

Circulation
d’un champ
gradient

Surfaces
paramétrées

Flux à travers
une surface
paramétrée

Théorèmes de
Stokes-
Ampère et de
Gauss-
Ostrogradski

Courbes définies implicitement

x2 + y2 = 1

Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Circulation
d’un champ
de vecteurs

Circulation
d’un champ
gradient

Surfaces
paramétrées

Flux à travers
une surface
paramétrée

Théorèmes de
Stokes-
Ampère et de
Gauss-
Ostrogradski

Courbes définies implicitement

x2

a2 +
y2

b2 = 1

• au moyen d’un paramètre, le temps t : on parle alors de courbes paramétrées
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Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Circulation
d’un champ
de vecteurs

Circulation
d’un champ
gradient

Surfaces
paramétrées

Flux à travers
une surface
paramétrée

Théorèmes de
Stokes-
Ampère et de
Gauss-
Ostrogradski

Courbes paramétrées

x(t) = a cos t , y(t) = b sin t

Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Circulation
d’un champ
de vecteurs

Circulation
d’un champ
gradient

Surfaces
paramétrées

Flux à travers
une surface
paramétrée

Théorèmes de
Stokes-
Ampère et de
Gauss-
Ostrogradski

Courbes paramétrées

x(t) = cos t , y(t) = sin 3t

Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Circulation
d’un champ
de vecteurs

Circulation
d’un champ
gradient

Surfaces
paramétrées

Flux à travers
une surface
paramétrée

Théorèmes de
Stokes-
Ampère et de
Gauss-
Ostrogradski

Exemples

Exemple 3. Soit �!� (t) = (cos t , sin t , t) avec t 2 [0, 6⇡].

On a x2(t) + y2(t) = 1, le support de la courbe est contenue
dans un cylindre de base un cercle unité. La hauteur z(t)
est le paramètre angulaire. Le support de la courbe est
donc une hélice.

x(t) = cos t, y(t) = sin t, z(t) = t

Dans ce chapitre, on donne la préférence aux courbes paramétrées (elles s’ex-
priment facilement en toute dimension).

5.1.1 DÉFINITION

Une courbe paramétrée est une fonction vectorielle ( de classe C1)

γ : [a, b] −→ Rn

t 7−→ (x1(t), x2(t), . . . xn(t))

Le support de la courbe paramétrée est le lieu des points

C = {γ(t) = (x1(t), x2(t), . . . xn(t))| t ∈ [a, b]},

• Une courbe paramétrée est naturellement orientée par le sens croissant
du paramètre t. On note dans ce cas le support par C+ et on dit qu’il est
orienté dans le sens direct (ou positif).
• Le support de γ parcouru dans le sens inverse (ou négatif) est noté −γ (
son support est noté C− ou −C) il est par exemple paramétré par
γ̃ : [a, b] −→ Rn définie par γ̃(t) = γ(a + b − t).
• On dit que la courbe γ est fermée lorsque son origine coîncide avec son
extrémité si I = [a, b] et γ(a) = γ(b).
• On dit que la courbe γ est simple lorsque I = [a, b], t, t′ ∈]a, b[,

t ̸= t′ =⇒ γ(t) ̸= γ(t′).
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• On appelle vecteur vitesse la dérivée première de γ :

γ′(t) =
dγ(t)

dt
= (x′1(t), x′2(t), . . . x′n(t))

5.1.2 DÉFINITION

Une courbe paramétrée γ : I −→ Rn est dite régulière si pour tout t ∈ I,

∥γ′(t)∥ ̸= 0

autrement dit, si son vecteur vitesse ne s’annule jamais. La droite passant
par γ(t) et de vecteur directeur γ′(t) est appelée la droite tangente en t à γ.

Longueur de courbe paramétrée

Soit un arc de courbe AB, paramétré par

γ : [a, b] −→ Rn

t 7−→ (x1(t), x2(t), . . . xn(t))
.

On considère un point M qui se déplace le long de la courbe de A à B, par déplace-
ments infinitésimaux

−→
dM.

Chacun de ces déplacements a une longueur égale à ∥−→dM∥, et la longueur
totale L de l’arc ÂB est la somme de ces longueurs infinitésimales. Donc

L =
∫ B

A
∥−→dM∥

Si on travaille en coordonnées cartésiennes, on a
−→
dM =

−→
dx1 +

−→
dx2 + · · ·+−→

dxn.
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Il en résulte immédiatement que,

LB
A =

∫ B

A

√
dx2

1 + dx2
2 + · · ·+ dx2

n.

On a A = γ(a) et B = γ(b), comme dxi = x′i(t)dt pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}
alors

LB
A =

∫ B

A

√
dx2

1 + dx2
2 + · · ·+ dx2

n =
∫ b

a

√
(x′1)(t)2 + (x′2(t))2 + · · ·+ (x′n(t))2 dt.

Ainsi la longueur de la courbe γ entre A et B est donnée par la formule

LB
A(γ) =

∫ b

a
∥γ′(t)∥dt =

∫ b

a

√
(x′1(t))2 + (x′2(t))2 + · · ·+ (x′n(t))2 dt

5.1.3 EXEMPLE. Soit γ(t) = (t, t, t) avec t ∈ [0, 1].
Puisque γ(t) = (t, t, t) , on a γ′(t) = (1, 1, 1) d’où

∥γ′(t)∥ =
√

1 + 1 + 1 =
√

3 ̸= 0.

Ainsi γ est régulière.

5.1.4 EXEMPLE. Soit γ(t) = (3 cos t, 0, 2 sin t) avec t ∈ [0, 2π]. On a x(t)/3 =
cos t, y(t) = 0 et z(t)/2 = sin t, ainsi le support de la courbe est l’ellipse
contenue dans le plan {y = 0},

x2

9
+

z2

4
= 1

Puisque γ(t) = (3 cos t, 0, 2 sin t) , on a

γ′(t) = (−3 sin t, 0, 2 cos t)

d’où
∥γ′(t)∥ =

√
9 sin2 t + 4 cos2 t ̸= 0

Ainsi γ est régulière.

5.1.5 EXEMPLE. Soit γ(t) = (cos t, sin t, t) avec t ∈ [0, 6π].
On a x2(t) + y2(t) = 1, le support de la courbe est contenue dans un cy-
lindre de base un cercle unité. La hauteur z(t) est le paramètre angulaire.



5. Intégrale curviligne: Courbes paramétrées 104

Le support de la courbe est donc une hélice.
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Exemple 3. Soit �!� (t) = (cos t , sin t , t) avec t 2 [0, 6⇡].

On a x2(t) + y2(t) = 1, le support de la courbe est contenue
dans un cylindre de base un cercle unité. La hauteur z(t)
est le paramètre angulaire. Le support de la courbe est
donc une hélice.

Puisque γ(t) = (cos t, sin t, t) , on aura γ′(t) = (− sin t, cos t, 1) par suite

∥γ′(t)∥ =
√

sin2 t + cos2 t + 1 =
√

2

ainsi la courbe γ est régulière.
• La longueur de γ entre 0 et 2π vaut

L2π
0 (γ) =

∫ 2π

0

√
2dt = 2

√
2π

5.1.6 REMARQUE (LONGUEUR DE COURBE PARAMÉTRÉE EN COORDONNÉES POLAIRES)
Soit γ une courbe définie en coordonnées polaires par : ρ = ρ(θ) avec θ ∈
[θ1, θ2]. On a γ(θ) = (x(θ), y(θ)) = (ρ(θ) cos(θ), ρ(θ) sin(θ)) en dérivant on
obtient γ′(θ) = (ρ′(θ) cos(θ) − ρ(θ) sin(θ), ρ′(θ) sin(θ) + ρ(θ) cos(θ)), par
suite

∥γ′(t)∥2 = x′(θ)2 + y′(θ)2 = (ρ′(θ) cos(θ)− ρ(θ) sin(θ))2 +(ρ′(θ) sin(θ)+ ρ(θ) cos(θ))2

= ρ′(θ)2 + ρ(θ)2.

D’où la longueur de la courbe :

Lθ2
θ1
(γ) =

∫ θ2

θ1

√
ρ′(θ)2 + ρ(θ)2dθ

5.1.7 Exercice Soit à calculer la longueur de la cardioïde γ d’équation en coor-
données polaires ρ(θ) = 1 + cos(θ) avec θ ∈ [−π, π].

Chapitre 7 : Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul intégral

C. Formule de Green-Riemann
Calcul d'aires planes

253

Théorème:

t.3 Soit ~ un compact simple de :=;;2 et w == Pdx + Qdy une forme différentielle de
classe el sur un ouvert contenant ~,

h' j'''(aQOn a alors P dx + Q dy == ! J -,--,0+", ,.J", dx
Application au calcul d'aires planes
Soit ~ un compact simple de 1R2et D son image en coordonnées polaires,

1) sa (A) == JI

2) sI (A) == r x dy == _ r.J 0+ '" Jo+j,

Exemples - Travaux pratiques

exemple 14

~. Aire d'une arche de CYClo·,.'de. ~ est le campa. et simple limité par l'axe Ox/etl'arcparamétré 'Y: [O,2TI]~iR;2, tH(x,y)= (aCt-sint),a(l-cost»)

•

exemple 15
limitée par la cardioïde d'équation polaire r == a(1 + cos 6),

•

l, ~'2"
2 ,)

sa (~) = - y dx = a (1 - cos tt dt
0+'" . a

,11(A) == 3 TI a2

(noter que l'orientation de 8A
correspond à l'orientation de 'Y
dans le sens des t décroissants)

1h a2 j"sa (A) == 2" r2 d6= 2 (1+ cos 6)2 d6ü+D . -TI
2

sa (A) = 3 ~ a

À
y

2a"- -------------

y

x
21Ta

x
D

21

1

-1

On a Lπ
−π(γ) =

∫ π
−π

√
(− sin(θ))2 + (1 + cos(θ))2dθ =

∫ π
−π

√
2 + 2 cos(θ)dθ =

√
2
∫ π
−π

√
1 + cos(θ)dθ =

√
2
∫ π
−π

√
2 cos2( θ

2 )dθ

= 2
∫ π

−π
| cos(

θ

2
)|dθ = 2

[
2 sin(

θ

2
)

]π

−π

= 8.
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5.2 Intégrales curvilignes d’une forme différentielle
et circulation d’un champ de vecteurs

On va commence par définir maintenant les objets à intégrer sous deux formes.

5.2.1 DÉFINITION

Une forme différentielle ω ( de degré 1) sur un domaine D est une expres-
sion de la forme :

ω(x) = a1(x)dx1 + . . . + an(x)dxn

où pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ai est une fonction de classe C1 dans D ⊂ Rn

à valeurs dans R.
Par exemple, on notera

1. (en dimension n = 2) : ω(x, y) = P(x, y)dx + Q(x, y)dy où P et Q sont
des fonctions de classe C1 de D ⊂ R2 à valeurs dans R.

2. (en dimension n = 3) : ω(x, y, z) = P(x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy+R(x, y, z)dz
où P, Q et R sont des fonctions de classe C1 de D ⊂ R3 à valeurs dans
R.

5.2.2 EXEMPLE. Soient D un domaine de R3 et f : D → R une fonction de classe
C2. Alors sa différentielle

d f (x, y, z) =
∂ f
∂x

(x, y, z) dx +
∂ f
∂y

(x, y, z) dy +
∂ f
∂z

(x, y, z) dz

est une forme différentielle ( de degré 1) sur le domaine D.

5.2.3 DÉFINITION

On associe à la forme différentielle ω le champ de vecteurs
−→
V défini sur D

à valeur dans Rn par :

−→
V (x) = (a1(x), . . . , an(x))

où pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ai est une fonction de classe C1 dans D ⊂ Rn

à valeurs dans R.
Par exemple, on notera

1.
−→
V (x, y) = P(x, y)

−→
i + Q(x, y)

−→
j (en dimension n = 2)



5. Intégrale curviligne: Intégrales curvilignes d’une forme différentielle et
circulation d’un champ de vecteurs 106

2.
−→
V (x, y, z) = P(x, y, z)

−→
i + Q(x, y, z)

−→
j + R(x, y, z)

−→
k (en dimension

n = 3)

5.2.4 REMARQUE

Le champ de vecteur associé à la différentielle d f est le gradient
−−→
grad f .

5.2.5 DÉFINITION

1) La forme différentielle ω est dite exacte (ou totale) s’il existe une fonc-
tion f de classe C2 de D dans R telle que

ω = d f

et la version correspondante pour les champs de vecteurs :

2) Un champ de vecteurs
−→
V est un champ de gradient (ou dérive d’un

potentiel) s’il existe une fonction f de classe C2 de D dans R telle que
−→
V =

−−→
grad f

5.2.6 DÉFINITION

1) Une fome différentielle ω(x) = a1(x)dx1 + . . . + an(x)dxn est dite

fermée si pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}, on a
∂ai

∂xj
=

∂aj

∂xi
.

Par exemple en dimension 3 : une fome différentielle ω = P(x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy+R(x, y, z)dz

est dite fermée si
∂P
∂y

=
∂Q
∂x

,
∂P
∂z

=
∂R
∂x

et
∂Q
∂z

=
∂R
∂y

.

2) Un champ de vecteurs
−→
V (x) = (a1(x), . . . , an(x)) est dit

irrotationnel sur D si pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}, on a
∂ai

∂xj
=

∂aj

∂xi
.

Par exemple en dimension 3 : un champ de vecteurs
−→
V est dit irrota-

tionnel sur D si son rotationnel est nul (−→rot (
−→
V ) =

−→
0 ) sur D.

où −→rot
−→
V =

(
∂R
∂y

− ∂Q
∂z

)−→
i +

(
∂P
∂z

− ∂R
∂x

)−→
j +

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)−→
k

que nous pouvons écrire formellement −→rot
−→
V = det




−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R



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5.2.7 REMARQUE (IMPORTANTE)
Une condition nécessaire pour qu’une forme différentielle ω soit exacte

(resp. pour qu’un champ de vecteurs
−→
V (x, y, z) soit un champ de gradient)

est qu’elle soit fermée ( resp. qu’il soit irrotationnel).
C’est une application du lemme de Schwarz, qui dit que pour une fonction
de classe C2, les dérivée partielles secondes ne dépendent pas de l’ordre de
dérivation : c-à-d pour tous i, j ∈ {1, . . . , n},

∂2 f
∂xi∂xj

=
∂2 f

∂xj∂xi
.

Cette condition n’est en général pas suffisante.

5.2.8 DÉFINITION (INTÉGRALE CURVILIGNE)
Soit γ une courbe paramétrée (de classe C1)

γ : [a, b] −→ Rn

t 7−→ (x1(t), x2(t), . . . xn(t))

de support C = {γ(t) = (x1(t), x2(t), . . . xn(t))| t ∈ [a, b]}, contenu dans D
et ω(x) = a1(x)dx1 + . . . + an(x)dxn une forme différentielle ( de degré 1)
sur D.
L’intégrale curviligne de ω le long de γ est le nombre réel :

∫

γ
ω :=

∫ b

a

(
ai(γ(t))x′1(t) + . . . + an(γ(t))x′1(t)

)
dt

Par exemple en dimension 3 : l’intégrale curviligne d’une forme diffé-
rentielle de classe C1,

ω = P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz

le long de la courbe γ de représentation paramétrique




x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

, t ∈ [a, b]
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est le nombre réel :

∫

γ
ω =

∫ b

a

(
P(x(t), y(t), z(t))x′(t) + Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) + R(x(t), y(t), z(t))z′(t)

)
dt

La version en dimension 2, s’obtient en ôtant la variable z et la composante
R c-à-d :

∫

γ
ω =

∫

γ
P(x, y)dx + Q(x, y)dy =

∫ b

a

(
P(x(t), y(t))x′(t) + Q(x(t), y(t))y′(t)

)
dt

où γ est de représentation paramétrique

{
x = x(t)
y = y(t)

, t ∈ [a, b].

Si γ est une courbe fermée (c-à-d γ(a) = γ(b)), on notera aussi dans ce
cas, l’intégrale curviligne de ω le long de la courbe γ par

∮

γ
ω

5.2.9 EXEMPLE. Soit γ : [0, 1] → R3 la courbe définie par γ(t) = (2t+ 1, t, 3t− 1)
et ω = −zdx + xdy + ydz. On va calculer l’intégrale curviligne

∫
γ ω.

On a γ′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)) = (2, 1, 3) et par suite∫
γ ω =

∫ 1
0 (−(3t − 1)(2) + (2t + 1)(1) + t(3))dt =

∫ 1
0 (−t + 3)dt = 5

2 .

5.2.10 PROPOSITION

L’intégrale curviligne d’une forme différentielle le long d’une courbe ne dé-
pend que de l’orientation, pas du choix de paramétrisations équivalentes.

5.2.11 PROPOSITION (PROPRIÉTÉS DES INTÉGRALES CURVILIGNES)
1. Si on note par −γ la courbe γ parcourue dans le sens inverse, alors :

∫

−γ
ω = −

∫

γ
ω.

2. Soient ω1 et ω2 deux formes différentielles, a et b deux nombres réels,
alors ∫

γ
aω1 + bω2 = a

∫

γ
ω1 + b

∫

γ
ω2.

3. (Relation de Chasles) Soit P0 un point de la courbe Γ, à partir de P0
on décompose Γ en deux courbes d’extrémités P0, notons les Γ1 et Γ2,
alors : Γ = Γ1 ∪ Γ2 et

∫
Γ ω =

∫
Γ1∪Γ2

ω =
∫

Γ1
ω +

∫
Γ2

ω.
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A

! P0

BΓ = Γ1 ∪ Γ2

Γ1 Γ2

5.2.12 EXEMPLE. L’intégrale curviligne de la forme différentielle ω(x, y, z) = zdx− ydy+ xdz
le long de l’arc d’hélice γ(t) = (cos t, sin t, t) avec t ∈ [0, 2π] est égale à :∫

γ
ω =

∫ 2π

0
(t

d(cos t)
dt

− sin t
d(sin t)

dt
+ cos t

dt
dt
)dt =

∫ 2π

0
(−t sin t− sin t cos t+ cos t)dt

= [t cos t]2π
0 −

∫ 2π

0
cos tdt−

∫ 2π

0
sin t cos tdt+

∫ 2π

0
cos tdt = 2π− [

1
2

sin2 t]2π
0 = 2π

On peut aussi retrouver ce résultat, en remarquant que la forme différen-
tielle γ est exacte, en effet ω = d f où f (x, y, z) = xz − y2

2 par suite le théo-
rème précédent nous donne :

∫

γ
ω =

∫

γ
d f = f (γ(2π))− f (γ(0)) = f (1, 0, 2π)− f (1, 0, 0) = 2π.

5.2.13 Exercice Soit n ∈ N. Calculer l’intégrale curviligne de la forme différen-
tielle ω(x, y) = −ydx + xdy le long de γ(t) = (t, tn), 0 ≤ t ≤ 1.

Le théorème suivant est une généralisation du théorème fondamental du calcul
intégral

5.2.14 THÉORÈME (LE THÉORÈME FONDAMENTAL DE L’INTÉGRALE CURVILIGNE)
L’intégrale curviligne d’une forme différentielle exacte (ou totale) ω = d f
ne dépend que des extrémités γ(a) et γ(b) de la courbe γ, on a :

∫

γ
d f = f (γ(b))− f (γ(a))

En particulier, si γ est une courbe fermée (c-à-d γ(a) = γ(b)) alors,∮

γ
d f = 0 .

Démonstration: En donne la preuve pour le cas n = 3, la cas général s’obtient
de la même manière. Par le théorème de dérivation des fonctions compo-
sées on a :
∫

γ
d f =

∫ b

a

∂ f
∂x

(x(t), y(t), z(t))x′(t)dt+
∂ f
∂y

(x(t), y(t), z(t))y′(t)dt+
∂ f
∂z

(x(t), y(t), z(t))z′(t)dt
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=
∫ b

a

(
∂ f
∂x

(x(t), y(t), z(t))x′(t) +
∂ f
∂y

(x(t), y(t), z(t))y′(t) +
∂ f
∂z

(x(t), y(t), z(t))z′(t)
)

dt

=
∫ b

a

d f (γ(t))
dt

dt = f (γ(b))− f (γ(a)). ■

5.2.1 Circulation (ou travail) d’un champ de vecteurs

Mathématiquement, il n’y a rien de nouveau dans cette partie par rapport à la
précédente : seul le point de vue et les notations changent

Soit γ : I = [a, b] → Rn une courbe paramétrée de classe C1, et soit V :
γ([a, b]) → Rn un champ de vecteurs continu. D’un point de vue physique, on se
représente γ(t) comme étant la position d’une particule à l’instant t, qui se déplace
sous l’influence du champ de forces

−→
V (ainsi

−→
V (γ(t)) est la force agissant sur la

particule à l’instant t). L’intégrale curviligne du champ de vecteurs le long de la

courbe γ, notée
∫

γ
V, est par définition le travail effectué par ce champ de forces

pour déplacer la particule le long de la courbe de γ(a) à γ(b). Mathématiquement,
cela se traduit de la manière suivante

5.2.16 DÉFINITION

Soient
−→
V : D ⊂ Rn → Rn un champ de vecteurs de Rn et γ : [a, b] → D ⊂

Rn une courbe paramétrée.
On appelle circulation (ou travail) de

−→
V le long de γ l’intégrale curvi-

ligne
∫

γ

−→
V :=

∫ b

a

−→
V (γ(t)) · γ′(t)dt

où
−→
V (γ(t)) indique que le champ

−→
V est évalué sur les points de la

courbe et · désigne le produit scalaire entre vecteurs.
• Si γ est une courbe fermée, la circulation de

−→
V le long de γ s’écrit aussi

∮

γ

−→
V .
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5.2.17 REMARQUE (IMPORTANTE)
Soit

−→
V un champ de vecteurs et ω la forme différentielle associée alors la

circulation (ou travail) de
−→
V le long de toute courbe γ est égal à l’intégrale

curviligne de ω le long de γ

∫

γ

−→
V =

∫

γ
ω

Les propriétés suivantes du travail d’un champ de vecteurs sont des traductions de
celles de l’intégrale curviligne.

5.2.18 PROPOSITION (PROPRIÉTÉS)
Les principales propriétés sont :

1)
∫

−γ

−→
V = −

∫

γ

−→
V .

2)
∫

γ
(a
−→
V 1 + b

−→
V 2) = a

∫

γ

−→
V 1 + b

∫

γ

−→
V 2.

3)
∫

γ1+γ2

−→
V =

∫

γ1

−→
V +

∫

γ2

−→
V .

5.2.19 EXEMPLE. Calcul de la circulation du champ de vecteurs
−→
V (x, y, z) =

z
−→
i − y

−→
j + x

−→
k le long de la courbe fermée C+ = C+

1 ∪ C+
2 ∪ C+

3

• La circulation du champ
−→
V (x, y, z) = z

−→
i − y

−→
j + x

−→
k le long de la

parabole C+
1 : γ1(t) = (t, t, t2) t ∈ [0, 1]

est :
∫

C+
1

−→
V · dγ =

∫ 1

0
(t2,−t, t) · (1, 1, 2t) dt =

∫ 1

0
t2 − t+ 2t2 dt =

∫ 1

0
3t2 − t dt = [t3 − t2

2
]10 =

1
2
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• La circulation de
−→
V (x, y, z) = z

−→
i − y

−→
j + x

−→
k le long du segment C+

2 :
γ2(t) = (1 − t, 1 − t, 1) t ∈ [0, 1] est :

∫

C+
2

−→
V =

∫ 1

0
(1, t− 1, 1− t) · (−1,−1, 0) dt =

∫ 1

0
−1− (t− 1) dt =

∫ 1

0
−t dt = [− t2

2
]10 = −1

2
.

• Enfin, la circulation de
−→
V (x, y, z) = z

−→
i − y

−→
j + x

−→
k le long du

segment C+
3 : γ3(t) = (0, 0, 1 − t) t ∈ [0, 1] est :

∫

C+
3

−→
V =

∫ 1

0
(1 − t, 0, 0) · (0, 0,−1) dt =

∫ 1

0
0 dt = 0

• En conclusion, la circulation de
−→
V le long de la courbe fermée C+ =

C+
1 ∪ C+

2 ∪ C+
3 vaut :∫

C+

−→
V =

∫

C+
1

−→
V +

∫

C+
2

−→
V +

∫

C+
3

−→
V =

1
2
− 1

2
+ 0 = 0.

5.2.20 Exercice Montrer que la circulation du champ de vecteurs
−→
V (x, y) = (x2y, y3)

le long du segment I d’origine (0, 0) et d’extrémité (1, 1) est égale à 1
2 .

5.2.2 Circulation (ou travail) d’un champ de gradient

5.2.21 DÉFINITION

Un champ de vecteurs
−→
V est un champ de gradient (ou dérive d’un poten-

tiel) s’il existe f de classe C2 de D à valeurs dans R telle que
−→
V =

−−→
grad f .

5.2.22 EXEMPLE. 1)
−→
V (x, y) = (y, x) est un champ de gradient sur D = R2, on

peut prendre f (x, y) = xy.

2)
−→
V (x, y, z) = (y + z +

1
x

, x + z +
1
y

, x + y +
1
z
) est un champ de gradient

sur D = {(x, y, z) ∈ R3 | x > 0, y > 0, z > 0}. En effet,
−→
V (x, y, z) est le

gradient de la fonction f (x, y, z) = xy + yz + zx + ln(x) + ln(y) + ln(z) ( à
vérifier)

3)
−→
V (x, y, z) = (x, x, x) n’est pas un champ de gradient. En effet,

−→
rot (

−→
V ) =

(0, 1, 1) ̸= −→
0 .
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5.2.23 Exercice Montrer que le champ de vecteurs

−→
V (x, y, z) = (ax + by + cz)

−→
i + (dx + ey + f z)

−→
j + (gx + hy + iz)

−→
k

est irrotationnel sur R3 si et seulement si la matrice A =




a b c
d e f
g h i


 est

symétrique. Montrer que dans ce cas
−→
V est un champ de gradient.

Dans le cadre des champs de vecteurs, le théorème suivant est une traduction du
théorème fondamental de l’intégrale curviligne

5.2.24 THÉORÈME (LE THÉORÈME FONDAMENTAL DES CHAMPS DE GRADIENTS)
Soit

−→
V =

−−→
grad f un champ de gradient de domaine D, alors

• La circulation de
−−→
grad f le long d’une courbe γ contenue dans D joignant

deux points A et B ne dépend pas de la courbe mais seulement des valeurs de f
aux points A et B ( on dit qu’un champ de gradient est conservatif ). On a

∫

γ

−−→
grad f = f (B)− f (A) .

• En particulier, la circulation de
−→
V =

−−→
grad f le long d’une courbe fermée C

est nulle ∮

γ

−−→
grad f = 0.

5.2.25 EXEMPLE. Le champ vecteur
−→
V (x, y, z) = z

−→
i − y

−→
j + x

−→
k est un champ

de gradient. En effet,
−→
V =

−−→
grad f où f (x, y, z) = xz − y2

2 , ainsi la circula-
tion le long de la courbe fermée de l’exercice 5.2.19 est nulle (on retrouve
facilement le résultat).
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5.2.26 EXEMPLE. Calculons la circulation du
−→
V (x, y, z) = (−y, x, 0) = −y

−→
i + x

−→
j

le long du cercle γ(t) = (cos t, sin t, 0), t ∈ [0, 2π], on aura

∮

γ

−→
V =

∫ 2π

0



− sin t
cos t

0


 ·


− sin t
cos t

0


 dt =

∫ 2π

0
(sin2 t+ cos2 t) dt =

∫ 2π

0
dt = 2π ̸= 0

Le champ de vecteurs
−→
V tourne autour de l’origine

On en déduit que le champ de vecteurs
−→
V n’est pas un champ de gra-

dient, puisque sa circulation le long d’une courbe fermée n’est pas nulle.

On aurait pu aussi remarquer que, comme −→rot (
−→
V ) = det




−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y x 0


 =

2
−→
k n’est pas nul,

−→
V n’est pas un champ de gradient.

5.2.27 EXEMPLE. Maintenant, on va à partir du champ de l’exemple précédent,
en modifiant son amplitude, obtenir un champ de vecteurs irrotationnel
mais qui n’est pas un champ de gradient.
Ceci montre que la condition nécessaire (

−→
rot =

−→
0 ) pour avoir un champ

de gradient n’est pas suffisante.
Soit

−→
W de classe C1 défini sur D = R3\{(0, 0, z)|z ∈ R} par

−→
W (x, y, z) =

−y
x2 + y2

−→
i +

x
x2 + y2

−→
j + 0

−→
k .

1)
−→
W est irrotationnel car

−→rot (
−→
W ) = det




−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y
x2+y2

x
x2+y2 0


 =

(
∂

∂y

( −y
x2 + y2

)
− ∂

∂x

(
x

x2 + y2

))−→
k =

−→
0 .
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2) On va maintenant calculer le travail du champ
−→
W le long du cercle unité

du plan xOy, orienté dans le sens trigonométrique. Une paramétrisation
est donnée par γ : [0, 2π] → R2, avec γ(t) = (cos t, sin t, 0). On aura
ainsi, ∮

γ

−→
W =

∫ 2π

0
dt = 2π.

On peut en déduire que
−→
W n’est pas un champ de gradient puisque

sa circulation le long de la courbe fermée γ n’est pas nulle. Le champ
de vecteurs

−→
W tourne autour de l’axe Oz qui n’est pas contenu dans le

domaine D.
En fait, ici le domaine D est assez particulier, par exemple le centre du
cercle γ n’est pas dans le domaine. On verra dans ce qui suit, que si le
domaine "n’a pas de trous" alors la condition nécessaire (−→rot =

−→
0 ) est

aussi suffisante.

5.2.28 Exercice Soit
−→
V (x, y) = (x2 + y2, 2xy). Calculer l’intégrale curviligne de V

le long des courbes suivantes :

1) C1 : x = t, y = 2t, t ∈ [0, 1]

2) C2 : x = t, y = 2t2, t ∈ [0, 1]

3) C = C3 ∪C4 où C3 : x = 0, y = t, t ∈ [0, 2] et C4 : x = t, y = 2, t ∈ [0, 1]

5.2.3 Primitive d’une forme différentielle (potentiel d’un champ
de vecteurs)

On a vu ( voir exemple 5.2.27) que la condition nécessaire (
−→
rot =

−→
0 ) pour

qu’un champ de vecteurs sur un domaine D soit un champ de gradients n’est pas
suffisante. Pour que pour cette condition nécessaire soit aussi suffisante, il faudrait
que le domaine D "n’ait pas de trous" ( on va donner dans ce qui suit une classe
d’ensembles qui n’ont pas de trous).

5.2.29 DÉFINITION

1) Soit ω une forme différentielle ( de degré 1) sur D. Une primitive de ω
est une fonction différentiable ϕ : D → R telle que ω = dϕ.

2) Soit
−→
V un champ de vecteurs sur D. Un potentiel de

−→
V est une fonction

différentiable ϕ : D → R telle que
−→
V =

−−→
grad ϕ.
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5.2.30 DÉFINITION

Un sous-ensemble D de Rn est dit étoilé s’il existe un point a ∈ D tel que
pour tout point p ∈ D, le segment joignant a à p est contenu dans D.

On rappelle que le segment [a, p] est par définition l’ensemble

[a, p] := {a + t(p − a) | 0 ≤ t ≤ 1}
Théorème de Poincaré - Formule de Green-Riemann

Figure 12.1 – Domaines convexe et donc étoilé, étoilé mais pas convexe, et non étoilé.

Démonstration. On suppose que l’ouvert U est étoilé par rapport au point (a, b) et on consi-
dère une forme ! fermée sur U . Pour (x, y) 2 U on considère la courbe paramétrée

�x,y :

⇢
[0, 1] ! U

t 7!
�
a + t(x � a), b + t(y � b)

�

puis on pose

f(x, y) =

Z

�x,y

!.

Notant ! = P (x, y) dx + Q(x, y) dy cela donne

f(x, y) =

Z 1

0

�
P (�x,y(t))(x � a) + Q(�x,y(t))(y � b)

�
dt.

Soit (x0, y0) 2 U . Il existe un voisinage V de x0 dans R tel que (x, y0) appartient à V pour
tout x 2 V, et donc �x,y0

(t) 2 U pour tous x 2 V et t 2 [0, 1]. L’application

(t, x) 7! P (�x,y0
(t))(x � a) + Q(�x,y0

(t))(y0 � b)

est de classe C1 sur [0, 1] ⇥ V et sa dérivée partielle par rapport à x est donnée par

P (�x,y0
(t)) + t

✓
@P

@x

�
�x,y0

(t)
�
(x � a) +

@Q

@x

�
�x,y0

(t)
�
(y0 � b)

◆
.

Par le théorème de dérivation sous l’intégrale, on obtient que f est dérivable par rapport à x
et

@f

@x
(x0, y0) =

Z 1

0

P (�x0,y0
(t)) dt+

Z 1

0

t

✓
@P

@x

�
�x0,y0

(t)
�
(x0 � a) +

@Q

@x

�
�x0,y0

(t)
�
(y0 � b)

◆
dt.

Soit (x, y) 2 U . Pour t 2 [0, 1] on note g(t) = P (�x,y(t)). g est de classe C1 et pour t 2 [0, 1]
on a

g0(t) =
@P

@x

�
�x,y(t)

�
(x � a) +

@P

@y

�
�x,y(t)

�
(y � b).

Comme ! est fermée, on a également

g0(t) =
@P

@x

�
�x,y(t)

�
(x � a) +

@Q

@x

�
�x,y(t)

�
(y � b).

Ainsi
@f

@x
(x, y) =

Z 1

0

�
g(t) + tg0(t)

�
dt =

Z 1

0

d

dt

�
tg(t)

�
dt = g(1) = P (x, y).

De la même façon on montre que f est dérivable par rapport à y sur U et pour tout (x, y) 2 U
on a

@f

@y
(x, y) = Q(x, y).
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OO RR

D

3

from any point in the interior of the unit disc to ∞ which
remains in the region Dc.

z

(v) The interior of the unit disc minus the curve y =
√

x i.e.
{z ∈ C||z| < 1, y ≠

√
x}.

z

The set is a region. Using the first definition, clearly it is
simply connected because if we place any loop in D, it can be
pulled to a point. Using the second definition, we can connect
any point z in Dc to ∞ by taking a radial line from z outward
like last time unless it lies on the curve y =

√
x. However, in

this case we can define our curve along the line y =
√

x and
then radially out from the point of intersection between the
disc and the line (which we call z0) i.e.

γ(t) =

{
z + t +

√
ti 0 ! t ! a

z0 + z0t t > a

where a is the value such that z + a +
√

ai = z0.
(vi) The complex plane minus the origin i.e. {z ∈ C||z| > 0}.

This is not simply connected. Any loop which contains z = 0
cannot be pulled to a point using the first definition. For the
second definition, observe that Dc consists of just the point
z = 0, so there is no way to determine a path from z = 0 to
∞ which stays in Dc.

Our next task is to show that the integral theorem and all related
results hold for any function which is analytic in some simply connected
region for any curve in that region.In order to prove this result, we some
additional facts.

ensemble étoilé ensemble convexe
ensemble non étoilé

5.2.31 EXEMPLE. 1) R2, R3, pluds généralement Rn sont des ensembles étoilés.

2) tout disque dans R2 (resp. toute boule dans R3) est un ensemble étoilé.

3) tout ensemble convexe est étoilé ( en fait, il est étoilé par rapport à cha-
cun de ses points). Par exemple, Rn, les triangles, tétraèdres, disques,
boules sont des ensembles convexes, donc étoilés.

4) Les ensembles R2 \ {(0, 0)} et R3\{(0, 0, z)|z ∈ R} ne sont pas étoilés.

5.2.32 THÉORÈME (DE POINCARÉ)
Soit D un domaine étoilé de R3.

1) Soit ω une forme différentielle sur D.
Alors ω est une forme différentielle totale si et seulement si ω est une
forme différentielle fermée.
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2) Soit
−→
V un champ de vecteurs sur D.

Alors
−→
V est un champ de gradient si et seulement si

−→
V est un champ

irrotationnel.

Par exemple en dimension 3 : Sur un domaine étoilé D de R3 on a
i) ω = R(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz est une forme différentielle

totale sur D si et seulement si

∂P
∂y

=
∂Q
∂x

,
∂P
∂z

=
∂R
∂x

et
∂Q
∂z

=
∂R
∂y

.

ii)
−→
V = R(x, y, z)

−→
i + Q(x, y, z)

−→
j + R(x, y, z)

−→
k un champ de vecteurs sur

D.
Alors

−→
V est un champ de gradient si et seulement si il est irrotationnel c-à-d

si les équations suivantes sont satisfaites

∂P
∂y

=
∂Q
∂x

,
∂P
∂z

=
∂R
∂x

et
∂Q
∂z

=
∂R
∂y

.

5.2.33 REMARQUE

1) Cet enoncé est équivalent à : "sur un domaine étoilé D, une forme diffé-
rentielle ω est exacte si et seulement si elle est fermée "

2) En terme de champs de vecteurs : "sur un domaine étoilé D, un champ
de vecteurs

−→
V est un champ de gradient si et seulement si il est irrota-

tionnel".

En dimension 2, le théorème de Poincaré s’énonce comme suit :
Soit D un domaine étoilé de R2.

1) Soit ω = P(x, y)dx + Q(x, y)dy une forme différentielle sur D.

Alors ω est une forme différentielle totale si et seulement si
∂P
∂y

=
∂Q
∂x

.

2) Soit
−→
V = P(x, y)

−→
i + Q(x, y)

−→
j un champ de vecteurs sur D.

Alors
−→
V est un champ de gradient si et seulement si

∂P
∂y

=
∂Q
∂x

.

Démonstration: On donne la preuve en dimension 3, le cas général s’obtient
sans difficultés en suivant les mêmes étapes.

On a déjà vu que les équations i sont nécessaires, il reste à montrer
qu’elles sont suffisantes, on doit construire une primitive f de

ω = P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz sur D.
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On peut supposer que D est étoilé par rapport à l’origine, en ce ramène à
ce cas par translation. Comme D est étoilé par rapport à l’origine pour tout
(x, y, z) ∈ D et tout t ∈ [0, 1], t(x, y, z) = (tx, ty, tz) ∈ D. On définit alors,
l’application φ : D × [0, 1] −→ R par

φ((x, y, z), t) = x.P(tx, ty, tz) + y.Q(tx, ty, tz) + z.R(tx, ty, tz).

La formule de dérivation d’une fonction composée donne :

∂φ

∂x
((x, y, z), t) = P(tx, ty, tz)+ tx

∂P
∂x

(tx, ty, tz)+ ty
∂Q
∂x

(tx, ty, tz)+ tz
∂R
∂x

(tx, ty, tz).

Comme
∂P
∂y

=
∂Q
∂x

et
∂P
∂z

=
∂R
∂x

On obtient

∂φ

∂x
((x, y, z), t) = P(tx, ty, tz)+ tx

∂P
∂x

(tx, ty, tz)+ ty
∂P
∂y

(tx, ty, tz)+ tz
∂P
∂z

(tx, ty, tz) =
d(t.P(tx, ty, tz))

dt

On trouve de la même manière que
∂φ

∂y
((x, y, z), t) =

d(t.Q(tx, ty, tz))
dt

et

∂φ

∂z
((x, y, z), t) =

d(t.R(tx, ty, tz))
dt

.

On introduit alors la fonction f : D → R définie par f (x, y, z) =
∫ 1

0
φ((x, y, z), t)dt.

Nous allons montrer que ω est la différentielle de f .

On a
∂ f
∂x

(x, y, z) =
∫ 1

0

∂φ

∂x
((x, y, z), t)dt =

∫ 1

0

d(t.P(tx, ty, tz))
dt

dt = [t.P(tx, ty, tz)]10 =

P(x, y, z) de même on aura
∂ f
∂y

(x, y, z) = Q(x, y, z) et
∂ f
∂z

(x, y, z) = R(x, y, z)

ainsi ω = d f i.e. f est une primitive de ω sur D. ■

Maintenant, si on a un champ de vecteurs irrotationnel défini sur un domaine
étoilé, d’après le théorème de Poincaré, c’est un champ de gradients. Comment
déterminer un potentiel de ce champ?

On va donner deux méthodes pour déterminer un potentiel. Les méthodes s’ap-
pliquent aussi à la recherche d’une primitive pour une forme différentielle fermée.

5.2.4 Méthode pour déterminer une primitive d’une forme
différentielle (ou un potentiel d’un champ de vecteurs)

Soit
−→
V (x, y, z) = a(x, y, z)

−→
i + b(x, y, z)

−→
j + c(x, y, z)

−→
k tel que

−→
rot

−→
V =

0
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et cherchons ϕ tel que
−→
V =

−−→
gradϕ c-à-d

∂ϕ

∂x
= a,

∂ϕ

∂y
= b et

∂ϕ

∂z
= c.

On a
∂ϕ

∂x
= a =⇒ ϕ(x, y, z) =

∫
a(x, y, z)dx + g(y, z)

puis
∂ϕ

∂y
= b =⇒ b =

∫
∂a
∂y

dx +
∂g
∂y

=⇒ ∂g
∂y

= b −
∫

∂a
∂y

dx =⇒ g =
∫

bdy−
∫∫

∂a
∂y

dxdy+ h(z) et donc ϕ(x, y, z) =
∫

adx+
∫

bdy−
∫∫

∂a
∂y

dxdy+ h(z).

Enfin,
∂ϕ

∂z
= c =⇒ c =

∫
∂a
∂z

dx +
∫

∂b
∂z

dy −
∫∫

∂2a
∂z∂y

dxdy +
∂h
∂z

=⇒ ∂h
∂z

= c −
∫

∂a
∂z

dx −
∫

∂b
∂z

dy +
∫∫

∂2a
∂z∂y

dxdy

d’où

h =
∫

cdz −
∫∫

∂a
∂z

dxdz −
∫∫

∂b
∂z

dydz +
∫∫∫

∂2a
∂z∂y

dxdydz. On remplace

h dans ϕ(x, y, z) =
∫

adx +
∫

bdy −
∫∫

∂a
∂y

dxdy + h(z) pour obtenir finale-

ment :

ϕ(x, y, z) =
∫

adx+
∫

bdy+
∫

cdz−
∫ (∫

∂a
∂y

dx
)

dy−
∫ (∫

∂a
∂z

dx
)

dz−
∫ (∫

∂b
∂z

dy
)

dz

+
∫ (∫ (∫

∂2a
∂z∂y

dx
)

dy
)

dz.

5.2.35 EXEMPLE. Soit
−→
V : R3 → R3 défini par

−→
V (x, y, z) = 2xy

−→
i + (x2 + z)

−→
j + y

−→
k

Un simple calcul montre que −→rot
−→
V = 0 et puisque D = R3 est convexe

donc étoilé, le théorème de Poincaré assure l’existence de ϕ : R3 → R tel
que

−→
V =

−−→
grad ϕ.

1) Par integration du système :





∂ϕ

∂x
= 2xy

∂ϕ

∂y
= x2 + z

∂ϕ

∂z
= y
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On a
∂ϕ

∂x
= 2xy ⇒ ϕ(x, y, z) =

∫
2xydx + g(y, z) = x2y + g(y, z). On

en déduit ∂ϕ
∂y = x2 + ∂g

∂y et ∂ϕ
∂y = x2 + z ce qui impose donc

∂g
∂y

(y, z) = z

d’où g(y, z) =
∫

zdy+ h(z) = zy+ h(z). En reportant dans l’expression

de ϕ on obtient
ϕ(x, y, z) = x2y + zy + h(z) .

Ainsi
∂ϕ

∂z
= y + h′(z) . La troisième équation impose

∂ϕ

∂z
= y d’où

h′(z) = 0 c-à-d h est constante. On peut choisir cette constante égale
à 0 car −−→

grad ϕ =
−−→
grad (ϕ + Cte) .

Finalement, ϕ(x, y, z) = x2y + zy convient.

2) En utilisant la fonction donnée dans la preuve du théorème de Poin-
caré :
On pose

φ((x, y, z), t) = x.P(tx, ty, tz) + y.Q(tx, ty, tz) + z.R(tx, ty, tz)

= 2t2x2y + (t2x2y + tzy) + tyz = 3t2x2y + 2tyz.

Alors,

ϕ(x, y, z) =
∫ 1

0
φ((x, y, z), t)dt =

∫ 1

0
(3t2x2y+ 2tyz)dt =

[
t3x2y + t2yz

]1
0 = x2y+ yz,

est un potentiel de
−→
V .

5.2.36 EXEMPLE. Soit ω =
−y

x2 + y2 dx +
x

x2 + y2 dy définie sur R2 \ {(0, 0)}.

i) ω est fermée car
∂

∂y

( −y
x2 + y2

)
=

y2 − x2

x2 + y2)2 =
∂

∂x

(
x

x2 + y2

)

ii) ω n’est pas exacte car, si γ est la courbe paramétrée fermée, γ(t) =
(cos t, sin t), t ∈ [0, 2π] on a

∮

γ+
ω =

∫ 2π

0
dt = 2π ̸= 0.
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Comme R2 \ {(0, 0)} n’est pas étoilé, le théorème de Poincaré ne s’applique
pas dans ce cas. Par contre, si on restreint ω au domaine D = R2 \ {(x, 0) | x ≤
0}, qui lui est étoilé, le théorème de Poincaré permet d’affirmer que ω ad-
met une primitive sur D.

En effet, ω = d f où f : D → R est la fonction définie par f (x, y) =

2 arctan

(
y

x +
√

x2 + y2

)
.
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5.3 Formule de Green-Riemann

On a vu que pour
−→
V un champ de gradient (ou ω une forme différentielle

exacte ), pour toute courbe fermée γ,
∮

γ

−→
V = 0 (resp.

∮

γ
ω = 0)

Pour un champ de vecteurs qui n’est pas un champ de gradient, en général, cette
intégrale curviligne n’est pas nulle, la formule de Green-Riemann que nous allons
voir, montre (entre autre) que l’intégrale d’un champ de vecteurs le long d’une
courbe fermée simple qui borde un domaine du plan s’écrit comme une intégrale
double sur le domaine délimité par cette courbe.

5.3.1 DÉFINITION

Si D est un domaine du plan, dont le bord est formé d’un nombre k de
courbes simples et fermées C1, . . . , Ck, on oriente son bord suivant la conven-
tion de la matière à gauche :
“ lorsque l’on parcourt n’importe qu’elle courbe Ci du bord on doit avoir le
domaine D sur sa gauche”.
On dit dans ce cas que le bord ∂D de D est orienté dans le sens direct (ou
positif).

Les domaines que nous considérons pour l’énoncé du Théorème de Green-Riemann
seront de cette forme, un tel domaine sera appelé "domaine admissible".



5. Intégrale curviligne: Formule de Green-Riemann 123

5.3.2 THÉORÈME (GREEN-RIEMANN)
1) Soit ω = P(x, y)dx + Q(x, y)dy une forme différentielle de classe C1

définie sur un domaine admissible D du plan. On suppose que son bord
∂D+ est orienté dans le sens direct.
Alors
∫

∂D+
ω =

∫∫

D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy (Formule de Green-Riemann).

La version équivalente pour les champs de vecteurs :

2) Soit
−→
V (x, y) = P(x, y)

−→
i +Q(x, y)

−→
j un champ de vecteurs de classe C1

défini sur un domaine admissible D du plan On suppose que son bord
∂D est orienté dans le sens direct. Alors
∫

∂D+

−→
V =

∫∫

D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy (Formule de Green-Riemann).
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5.3.3 REMARQUE

Si
−→
V est un champ de vecteurs ( ou ω est une forme différentielle) comme

dans l’énoncé du théorème, qui satisfait

∂Q
∂x

=
∂P
∂y

,

alors son intégrale sur ∂D est nulle.
En particulier si

−→
V =

−−→
grad ϕ est un champ de gradient ( ou ω est une

forme différentielle exacte), alors grâce au lemme de Schwarz,

∂Q
∂x

=
∂2ϕ

∂x∂y
=

∂2ϕ

∂y∂x
=

∂P
∂y

,

d’où son intégrale sur ∂D est nulle, on retrouve ainsi le résultat qui dit que
l’intégrale curviligne d’un champ de gradient le long d’une courbe fermée
est nulle .

Démonstration: Commençons par démontrer ce théorème dans des cas par-
ticuliers.

1) Dans le cas d’un rectangle D = [a, b]× [c, d]. On calcule successivement
les deux termes de l’égalité dans la formule de Green-Riemann, et on
vérifie qu’on obtient la même chose.
La courbe fermée ∂D+ est formée de 4 segments orientés [(a, c), (b, c)],
[(b, c), (b, d)], [(b, d), (a, d)] et [(a, d), (a, c)], ainsi

∫

∂D+
ω =

∫ b

a
P(x, c)dx +

∫ d

c
Q(b, y)dy +

∫ a

b
P(x, d)dx +

∫ c

d
Q(a, y)dy

=
∫ b

a
P(x, c)dx +

∫ d

c
Q(b, y)dy −

∫ b

a
P(x, d)dx −

∫ d

c
Q(a, y)dy

D’autre part, d’après le théorème de Fubini,

∫∫

D
(

∂Q
∂x

(x, y)− ∂P
∂y

(x, y))dxdy =
∫ d

c
(
∫ b

a

∂Q
∂x

(x, y)dx)dy−
∫ b

a
(
∫ d

c

∂P
∂y

(x, y)dy)dx

= +
∫ d

c
Q(b, y)dy −

∫ d

c
Q(a, y)dy +

∫ b

a
P(x, c)dx −

∫ b

a
P(x, d)dx.

D’où l’égalité
∫

∂D+
ω =

∫∫

D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy.
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2) On suppose maintenant que
•ω(x, y) = P(x, y)dx ,
•D = {(x, y) ∈ R2|a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}, où g1 ≤ g2 sont de
classe C1.
Appelons C1, C2, C3, C4 les courbes comme sur la figure ci-dessous.

Soit γi une paramétrisation correspondant à Ci :

Pour C1 : γ1 : [a, b] → R2, γ1(t) = (t, g1(t)) ,

Pour C2 : γ2 : [g1(b), g2(b)] → R2, γ2(t) = (b, t) .

Pour C3 : γ3 : [b, a] → R2, γ1(t) = (t, g2(t)) ,

Pour C4 : γ4 : [g2(a), g1(a)] → R2, γ4(t) = (a, t) .

Alors,

∫

C1

ω =
∫ b

a
P(t, g1(t))dt,

∫

C2

ω =
∫ g2(b)

g1(b)
0 dt = 0.

de même : ∫

C3

ω = −
∫ b

a
P(t, g2(t))dt,

∫

C4

ω = 0.

Ainsi
∫

∂D+ ω =
∫

C1
ω+

∫
C2

ω+
∫

C3
ω+

∫
C4

ω =
∫ b

a (P(t, g1(t))− P(t, g2(t)))dt.
D’autre part,∫∫

D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy =

∫∫

D
(−∂P

∂y
)dxdy =

∫ b

a

(
−
∫ g2(x)

g1(x)

∂P
∂y

dy
)

dx =

∫ b

a
P(x, g1(x))− P(x, g2(x))dx.

D’où l’égalité
∫

∂D+
ω =

∫∫

D

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
dxdy.
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3) De manière analogue, on peut montrer le théorème dans le cas où :
•ω(x, y) = Q(x, y)dy
•D = {(x, y) ∈ R2|g1(y) ≤ x ≤ g2(y), c ≤ y ≤ d}, où g1 ≤ g2 sont de
classe C1.

La combinaison de ces deux cas particuliers donne une preuve du Théo-
rème de Green-Riemann, lorsque le domaine est à la fois du type I et de
type II, on termine en observant que grâce à la propriété d’additivité, on
obtient une preuve pour les domaines qui sont réunion finie de domaines
de type I et II. □

8.1 Green’s Theorem and the Divergence Theorem in R2 341
∫

∂D
F ·Tds =

∫

∂D
Rds = R

(
Length(∂D)

)
= R(2πR) = 2πR2.

!

Example 8.8. Let F(x,y) =
( −y
x2+ y2

,
x

x2+ y2
)
and let D be the disk of radius R

centered at the origin. Find ∫

∂D
F ·Tds,

where we traverse ∂D in the counterclockwise direction. We cannot use
Green’s Theorem to evaluate this integral because the domain of F does not
contain (0,0), hence F is not differentiable (or even defined) on all of D. Let’s

compute
∫

∂D
F ·Tds and

∫

D
(gx − fy) dA and compare the results.

F and T are in the same direction, and we see F ·T = ‖F‖ = 1
R . Therefore,

∫

∂D
F ·Tds =

∫

∂D

1
R
ds =

1
R
Length(∂D) =

1
R
2πR = 2π.

On the other hand

gx =
∂

∂x

( x
x2 + y2

)
=

(x2 + y2)− x(2x)
(x2 + y2)2

=
y2 − x2

(x2 + y2)2
,

fy =
∂

∂y

( −y
x2 + y2

)
=
(x2 + y2)(−1)− (−y)(2y)

(x2 + y2)2
=

y2 − x2
(x2 + y2)2

.

Therefore,
∫

D
(gx − fy) dA =

∫

D
0 dA = 0. The two integrals are not equal. !

D1

D2

CR
x

y CC

D
x

y

Fig. 8.10 Left: the loopC in Example 8.9 encircles the origin. Center: the boundary of D isC∪CR.
Right: D comprises two subregions D1 and D2.

Example 8.9. Find
∫

C
F ·Tds, where F(x,y) =

( −y
x2+ y2

,
x

x2+ y2
)
and C is the

loop shown in Figure 8.10 traversed in the counterclockwise direction. F is
not defined at (0,0) but F is defined on the regular region D between C and
CR, a circle of radius R centered at the origin that does not intersect C. The
boundary of D is C∪CR. We know from Example 8.8 that

∂

∂x

( x
x2+ y2

)
− ∂
∂y

( −y
x2+ y2

)
= 0.

■

∂D = CR ∪ C

Application au calcul d’aires

On peut appliquer la formule de Green-Riemann dans le cas où D est domaine
du plan dont le bord est une courbe fermée ∂D = γ alors pour ω = −ydx , on
obtient

∫
γ+ −ydx =

∫∫
D dxdy et pour ω = xdy, on a

∫
γ+ xdy =

∫∫
D dxdy d’où

le calcul de l’aire via l’intégrale curviligne

Aire(D) =
∫∫

D
dxdy = −

∫

γ+
ydx =

∫

γ+
xdy =

1
2

∫

γ+
−ydx + xdy (5.1)

Aire(D) =
1
2

∫

∂D+
−ydx + xdy =

1
2

∫ θ2

θ1

r2(θ)dθ (5.2)

5.3.5 EXEMPLE (AIRE D’UNE ELLIPSE). L’ellipse E d’équation x2

a2 +
y2

b2 = 1 a pour
équation paramétrique x = a cos(t), y = b sin(t) avec t ∈ [0, 2π].
D’après la formule de Green-Riemann, l’aire de l’ellipse E est alors égale à :

Aire(E) = 1
2

∫

∂D+
−ydx+ xdy =

1
2

∫ 2π

0

(
ab cos2(t) + ab sin2(t)

)
dt =

ab
2

∫ 2π

0
dt = abπ.
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5.3.6 EXEMPLE. Déterminer le travail du champ de vecteurs
−→
V (x, y) = (3x+ y, −x+ 2y)

le long de l’ellipse 4x2 + y2 = 4, orientée dans le sens trigonométrique.
Soit E l’ensemble formé de l’ellipse et de son intérieur. Le champ de

vecteurs
−→
V est de classe C1 sur R2, et E est un domaine admissible pour le

Théorème de Green-Riemann, donc on peut l’appliquer pour obtenir

le travail de
−→
V =

∫

∂E+

−→
V =

∫

E
(−2)dxdy = −2Aire(E) = −4π.

En coordonnées polaires

Soit D un domaine limité par ∂D = {(r(θ) cos θ, r(θ) sin θ) | θ1 ≤ θ ≤ θ2}
alors

Aire(D) =
1
2

∫

∂D+
−ydx + xdy =

1
2

∫ θ2

θ1

r2(θ)dθ (5.3)

5.3.7 EXEMPLE (AIRE D’UNE CARDIOÏDE). Soit a > 0. On considère la cardioïde
D limité par la coube d’équation polaire r = a(1 + cos θ), avec θ ∈ [−π, π].
D’après la formule de Green-Riemann, l’aire de D en coordonnées polaires
est alors égale à :

Aire(D) =
1
2

∫

∂D̃+
r2dθ =

a2

2

∫ π

−π
(1+ cos θ)2dθ =

a2

2

∫ π

−π
(1+ 2 cos θ + cos2 θ) dθ =

3a2π

2
.

Chapitre 7 : Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul intégral

C. Formule de Green-Riemann
Calcul d'aires planes
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Théorème:

t.3 Soit ~ un compact simple de :=;;2 et w == Pdx + Qdy une forme différentielle de
classe el sur un ouvert contenant ~,

h' j'''(aQOn a alors P dx + Q dy == ! J -,--,0+", ,.J", dx
Application au calcul d'aires planes
Soit ~ un compact simple de 1R2et D son image en coordonnées polaires,

1) sa (A) == JI

2) sI (A) == r x dy == _ r.J 0+ '" Jo+j,
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1h a2 j"sa (A) == 2" r2 d6= 2 (1+ cos 6)2 d6ü+D . -TI
2

sa (A) = 3 ~ a

À
y

2a"- -------------

y

x
21Ta

x
D
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5.3.8 EXEMPLE (AIRE D’UNE ARCHE DE CYCLOÏDE ). (trajectoire d’un point fixé
sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite)
Etant donnée l’arche de cycloïde D limité par l’axe Ox et la courbe para-
métrée γ : [0, 2π] → R3 définie par γ(t) = (a(t − sin t), a(1 − cos t)) où a
est un nombre réel > 0. Comme y = 0 sur l’axe Ox, d’après la formule de
Green-Riemann, on aura

Aire(D) = −
∫

∂D+
ydx =

∫ 2π

0
a2(1− cos t)2 dt = a2

∫ 2π

0
(1− 2 cos t+ cos2 t) dt = 3a2π
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Chapitre 6

Intégrales de Surface

6.1 Surfaces paramétrées

Il y a aussi trois façons usuelles de spécifier une surface dans l’espace tridimen-
sionnel.
Graphe d’une fonction. Probablement la façon la plus commune,

z = f (x, y), (x, y) ∈ D ⊂ R2.

Par exemple, la demi-sphère,

z =
√

1 − x2 − y2 avec x2 + y2 ⩽ 1.

Implicitement. Nous l’avons aussi fait. Il s’agit de spécifier la surface comme
l’ensemble de niveau d’une fonction de trois variables. Ceci revient à dire que la
surface est l’ensemble des points qui vérifient l’équation . Par exemple, la sphère de
rayon Rcentrée à l’origine est l’ensemble des points vérifiant

x2 + y2 + z2 = 1.

par un paramétrage, l’image d’une fonction. Il s’agit probablement de la façon
la plus utile de spécifier une surface. Tout comme une courbe paramétrée, on peut
obtenir une surface comme l’image d’une fonction de deux variables :

6.1.1 DÉFINITION

Une surface paramétrée dans l’espace, est la donnée d’une fonction s de
classes C1 définie sur un domaine D de R2,

129
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s : D −→ R3

(u, v) 7−→ s(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

qu’on notera aussi par s(u, v) =




x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)


 .

On notera par S l’image de s, i.e.

S = {s(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) | (u, v) ∈ D}.

6.1.2 DÉFINITION

On dit qu’une surface paramétrée

s : D −→ R3

(u, v) 7−→ (s(u, v), y(u, v), z(u, v))

est régulière en un point (u, v) ∈ D (ou (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∈ S)

si les vecteurs dérivées partielles
∂s
∂u

(u, v) et
∂s
∂v

(u, v) sont linéairement

indépendantes. Dans ce cas, le plan affine passant par s(u, v) et de base{
∂s
∂u

(u, v),
∂s
∂v

(u, v)
}

est appelé plan tangent en (u, v) à la surface paramé-

trée s (ou en (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∈ S.)

Propriété :

1) (u, v) ∈ D est régulier si et seulement si

∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v) ̸= −→
0 .

2) Soit f une surface paramétrée régulière. Le vecteur
∂s
∂u

(u, v)∧ ∂s
∂v

(u, v) est un

vecteur non nul normal au plan tangent en (u, v) à la surface paramétrée S.

3) le vecteur
−→n (u, v) =

∂s
∂u (u, v) ∧ ∂s

∂v (u, v)

|| ∂s
∂u (u, v) ∧ ∂s

∂v (u, v)||
est un vecteur unitaire normal à S au point s(u, v).
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6.1.3 EXEMPLE. Le graphe z = f (x, y) = x2 avec (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] admet
pour paramétrage

s : [0, 1]× [0, 1] → R3

(x, y) → (x, y, x2)

On a
∂s
∂x

(x, y) =




1
0
2x


 et

∂s
∂y

(x, y) =




0
1
0


 ainsi

∂s
∂x

(x, y) ∧ ∂s
∂y

(x, y) =




1
0
2x


 ∧




0
1
0


 =




−2x
0
1




Par conséquent la surface est régulière en tout point de [0, 1]× [0, 1] et
un champ de vecteurs unitaire normal à la surface est donné par

−→n (x, y) =
1√

4x2 + 1




−2x
0
1


 .

6.1.4 EXEMPLE. Soit R > 0. On utilise les coordonnées sphériques sur la sphère
SR de rayon R centrée en l’origine.

s(θ, ϕ) =




R cos θ cos ϕ
R sin θ cos ϕ

R sin ϕ


 , θ ∈ [−π, π], ϕ ∈]− π

2
,

π

2
[,

Quel est la normale déterminée par cette paramétrisation?
Solution : On calcule

∂s
∂θ

∧ ∂s
∂ϕ

=



−R sin θ cos ϕ
R cos θ cos ϕ

0


∧



−R cos θ sin ϕ
−R sin θ sin ϕ

R cos ϕ


 =




R2 cos2 ϕ cos θ
R2 cos2 ϕ sin θ
R2 cos ϕ sin ϕ


 = R cos ϕ.s(θ, ϕ).

Comme cos ϕ > 0, −→n (θ, ϕ) = 1
R s(θ, ϕ) est la normale sortante (c’est le

vecteur radial sortant à la sphère).

6.1.5 DÉFINITION (ORIENTATION)
Soit S une surface paramétrée régulière, le choix d’un champ de vecteurs
normaux unitaires −→n : D → R3
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s’appelle une orientation de S.

• Il n’y a que deux choix possibles −→n =
∂s
∂u ∧ ∂s

∂v

∥ ∂s
∂u ∧ ∂s

∂v∥
ou −→n = −

∂s
∂u ∧ ∂s

∂v

∥ ∂s
∂u ∧ ∂s

∂v∥
• Un choix ayant été effectué, on note S+ la surface orientée par ce choix

et S− par le choix opposé.

Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Circulation
d’un champ
de vecteurs

Circulation
d’un champ
gradient

Surfaces
paramétrées

Flux à travers
une surface
paramétrée

Théorèmes de
Stokes-
Ampère et de
Gauss-
Ostrogradski

Orientation
Définition.– Soit f une surface paramétrée régulière, le
choix d’un champ de vecteurs normaux unitaires

�!n : U ⇥ V �! R3

s’appelle une ORIENTATION de f .

• Il n’y a que deux choix possibles

�!n =
@f
@u ^ @f

@v��� @f
@u ^ @f

@v

���
ou �!n = �

@f
@u ^ @f

@v��� @f
@u ^ @f

@v

���

• Un choix ayant été effectué, on note S+ la surface
orientée par ce choix et S� par le choix opposé.

• Une paramétrisation de la surface S est dite compatible avec l’orien-

tation choisie si l’orientation est donnée par −→n =
∂s
∂u ∧ ∂s

∂v

∥ ∂s
∂u ∧ ∂s

∂v∥
.

324 7 Line and surface integrals

x y

z

x y

z

x y

z

Fig. 7.32 The surfaces in Example 7.37. The left and center surfaces are oriented. The surface on
the right is not oriented.

X1(x,y) = (x,y,4) 0 ≤ x ≤ 1, 2 ≤ y ≤ 3,
X2(x,z) = (x,3,z) 0 ≤ x ≤ 1, 4 ≤ z ≤ 5.

See Figure 7.32. The unit normals to S 1 are (0,0,1) or (0,0,−1), and unit
normals to S 2 are (0,1,0) or (0,−1,0). For S = S 1 ∪ S 2 to be an oriented
surface we need to choose unit normals that are consistent, so

(0,0,−1) on S 1, (0,1,0) on S 2

as at the center in the figure, or

(0,0,1) on S 1, (0,−1,0) on S 2

as at the left in the figure. !
At the right in Figure 7.32 is a surface that has two sides and is orientable, but

this way of assigning unit normals does not result in an oriented surface.
Not all surfaces are orientable or have two sides. Take a strip of paper, give it a

half twist and tape the two short ends together to make a Möbius band. The strip
before you joined the ends was an orientable surface. It had two sides. But after you
put the twist in and joined the ends any normal you try to move around the surface
comes back the opposite way after one loop.

The notion of the flux of a vector field across a surface only makes sense for
orientable surfaces; therefore we only work with orientable surfaces.

S1

S5
S3S4

S2

S6

yx

4
z

2 3

Fig. 7.33 The surface S of the box in Example 7.38.

Les deux surfaces à gauche sont orientées, mais celle à droite n’est pas orientée.

6.1.1 Aire d’une surface

Aire d’un parallélogramme

L’aire d’un parallélogramme est le produit de la longueur de sa base par celle
de la hauteur. Si le parallélogramme P est engendré par les vecteurs

−→
OA et

−→
OB,

alors

aire(P) = ||−→OA ∧−→
OB||.

En effet, soit
−→
OC la projection de

−→
OB sur la droite engendrée par

−→
OA, alors

−→
OC

est colinéaire à
−→
OA et

−→
CB est orthogonal à

−→
OA.
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D’où ||−→OA ∧−→
OB|| = ||−→OA ∧ (

−→
OB −−→

OC)|| = ||−→OA ∧−→
CB|| = ||−→OA||.||−→CB|| =

base×hauteur.
Revenant à la surface paramétrée S, définie par s(u, v), telle que (u, v) ∈ D ⊂

R2. L’image d’un rectangle de sommet (u, v) et dont les côtés ∆u et ∆v sont très
petits est approximativement un paraléllogramme construit sur les vecteurs
−→
U = s(u + ∆u, v)− s(u, v) ∼ ∂s

∂u
∆u et

−→
V = s(u, v + ∆v)− s(u, v) ∼ ∂s

∂v
∆v,

donc son aire ∥−→U ∧−→
V ∥ est voisine de

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v)
∣∣∣∣
∣∣∣∣∆u∆v

Ceci motive la définition suivante :

6.1.6 DÉFINITION

L’aire d’une surface paramétrée S définie par s(u, v) =




x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)


, (u, v) ∈

D, est donnée par l’intégrale double

Aire(S) =
∫∫

D
dA =

∫∫

D

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v)
∣∣∣∣
∣∣∣∣ dudv

où dA =

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v)
∣∣∣∣
∣∣∣∣ dudv est appelé élément d’aire.

On note aussi l’élément d’aire par dS.

6.1.7 REMARQUE

Si S est un graphe, z = f (x, y) avec (x, y) ∈ D, alors s(x, y) = (x, y, f (x, y))
et le vecteur normal dans ce cas est

−→n (x, y, z) =
∂s
∂x

(x, y) ∧ ∂s
∂y

(x, y) =




1
0
∂ f
∂x


 ∧




0
1
∂ f
∂y


 =



− ∂ f

∂x
− ∂ f

∂y
1


 .

Alors, l’élément d’aire

dA =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
−∂ f

∂x
,−∂ f

∂y
, 1
)∣∣∣∣
∣∣∣∣ dxdy =

√(
∂ f
∂x

)2

+

(
∂ f
∂y

)2

+ 1 dxdy.
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6.1.8 EXEMPLE. L’aire de la surface S = {(x, y, 2x + 3y) | (x, y) ∈ [0, 1]2} est
égale à

∫∫

[0,1]2

√(
∂ f
∂x

)2

+

(
∂ f
∂y

)2

+ 1 dxdy =
∫∫

[0,1]2

√
4 + 9 + 1

dxdy =
√

14
∫ 1

0
dx
∫ 1

0
dy =

√
14.

6.1.9 EXEMPLE. Calculer l’aire du triangle T de sommets a = (1, 0, 0), b = (0,−1, 2)
et c = (0, 2, 1).

Solution : On utilise la paramétrisation de T donnée par : s(u, v) =
a + u(b − a) + v(c − a) où u ≥ 0, v ≥ 0 et u + v ≤ 1. On a a = s(0, 0),
b = s(1, 0) et c = s(0, 1). On calcule

∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v) = (b − a) ∧ (c − a)

D’où Aire(S) =
∫∫

D

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v)
∣∣∣∣
∣∣∣∣ dudv= ||(b− a)∧ (c− a)||

∫∫
D dudv =

||(b − a) ∧ (c − a)||.aire(D).
Comme D = {(u, v) ∈ R2; u + v ≤ 1, u ≥ 0, v ≥ 0} c’est le triangle
de sommets (0, 0), (1, 0) et (0, 1) donc d’aire 1

2 , d’où l’aire de S est égale à
||(b−a)∧(c−a)||

2 .
Puisque a = (1, 0, 0), b = (0,−1, 2) et c = (0, 2, 1) on aura ||(b− a)∧ (c− a)|| =
||(−5,−1,−3)|| =

√
35 d’où aire(S) =

√
35
2 .

6.1.10 EXEMPLE. Calculer l’aire de la sphère SR de centre 0 et de rayon R ?
Solution : On utilise les coordonnées sphériques sur la sphère de centre

0 et de rayon R

s(θ, ϕ) =




R cos θ cos ϕ
R sin θ cos ϕ

R sin ϕ


 , θ ∈ [−π, π], ϕ ∈ [−π

2
,

π

2
].

On a

∂s
∂θ

∧ ∂s
∂ϕ

=



−R sin θ cos ϕ
R cos θ cos ϕ

0


 ∧



−R cos θ sin ϕ
−R sin θ sin ϕ

R cos ϕ


 =




R2 cos2 ϕ cos θ
R2 cos2 ϕ sin θ
R2 cos ϕ sin ϕ


 =

R cos ϕ.s(θ, ϕ),
d’où ∥ ∂s

∂u (u, v) ∧ ∂s
∂v (u, v)∥ = R cos ϕ.∥s(θ, ϕ)∥ = R2 cos ϕ

Finalement,

Aire(SR) =
∫∫

[−π,π]×[− π
2 , π

2 ]
R2 cos ϕdθdϕ = R2

∫ π

−π
dθ
∫ π

2

− π
2

cos ϕ = 4πR2.
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6.1.2 Invariance

6.1.11 THÉORÈME

L’aire ne dépend pas du choix du paramétrage.

Démonstration: Changer de paramétrage, c’est remplaçer (u, v) par (u′, v′)
qui sont fonction inversible de u et v. D’après la formule de dérivation des
fonctions composées, le nouveau paramétrage s1(u′, v′) = s(u, v) satisfait :

∂s1

∂u′ =
∂s1

∂u
∂u
∂u′ +

∂s1

∂v
∂v
∂u′

∂s1

∂v′
=

∂s1

∂u
∂u
∂v′

+
∂s1

∂v
∂v
∂v′

∂s1

∂u′ ∧
∂s1

∂v′
=

∂s
∂u

∧ ∂s
∂v

(
∂u
∂u′

∂v
∂v′

− ∂v
∂u′

∂u
∂v′

)
=

∂s
∂u

∧ ∂s
∂v

. det
(

∂u
∂u′

∂u
∂v′

∂v
∂u′

∂v
∂v′

)

et on conclut avec la formule de changement de variables dans les inté-
grales doubles.□

6.1.3 Flux d’un champ de vecteurs à travers une surface

Pour déterminer le flux d’un champ de vecteurs à travers une surface, Il faut
préciser si on s’intéresse au flux sortant ou rentrant, d’où la nécessité d’orienter la
surface. Il faudrait alors éviter les surfaces non-orientables, comme le célèbre ruban
de Möbius (voir Figure ci-dessous).

2020

Oriented Surfaces

You can construct one for yourself by taking a long 
rectangular strip of paper, giving it a half-twist, and taping 
the short edges together as in Figure 5.

Figure 5
Constructing a Möbius strip

1919

Oriented Surfaces
To define surface integrals of vector fields, we need to rule 
out nonorientable surfaces such as the Möbius strip shown 
in Figure 4. [It is named after the German geometer August
Möbius (1790±1868).]

Figure 4
A Möbius strip

FIGURE 6.1 – Ruban de Möbius
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6.1.13 DÉFINITION (DU FLUX D’UN CHAMP DE VECTEURS À TRAVERS UNE SURFACE)
Soit

−→
V (x, y, z) un champ de vecteurs sur R3. Soit S une surface orientée par

un choix de normale unitaire −→n . Le flux de
−→
V à travers S est l’intégrale

f lux(
−→
V , S) =

∫∫

S

−→
V ·−→n dA

où dA désigne l’élément d’aire et ” · ” est le produit scalaire usuel.

6.1.14 REMARQUE

1) Soit s(u, v), (u, v) ∈ D, est une paramétrisation régulière de la surface S
compatible avec l’orientation choisie,

Comme dA =

∣∣∣∣
∣∣∣∣

∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v)
∣∣∣∣
∣∣∣∣ dudv et

−→n =
∂s
∂u ∧ ∂s

∂v

∥ ∂s
∂u ∧ ∂s

∂v∥
, le flux du champs

−→
V à travers S s’écrit alors

f lux(
−→
V , S) =

∫∫

D

−→
V (s(u, v)) ·

(
∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v)
)

dudv

2) Si
−→
V = (P, Q, R) alors le produit mixte peut se calculer par :

−→
V .
(

∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v)
)
= det




P(s(u, v)) ∂x
∂u (u, v) ∂x

∂v (u, v)
Q(s(u, v)) ∂y

∂u (u, v) ∂y
∂v (u, v)

R(s(u, v)) ∂z
∂u (u, v) ∂z

∂v (u, v)




3) Si S est un graphe, z = f (x, y) avec (x, y) ∈ D, alors s(x, y) = (x, y, f (x, y))

et le vecteur normal est ∂s
∂x (x, y)∧ ∂s

∂y (x, y) =




1
0
∂ f
∂x


∧




0
1
∂ f
∂y


 =



− ∂ f

∂x
− ∂ f

∂y
1


 .

Le flux du champs
−→
V à travers S est donné alors par l’intégrale double

f lux(
−→
V , S) =

∫∫

D

−→
V (x, y, z) ·



− ∂ f

∂x
− ∂ f

∂y
1


 dxdy
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6.1.15 EXEMPLE. Calculer le flux du champ radial
−→
V (x, y, z) = (x, y, z) à travers

SR, la sphère centrée en (0, 0, 0) et de rayon R, orientée par la normale sor-
tante?

Réponse : Dans ce cas la normale −→n = 1
R (x, y, z) est parallèle au champ

−→
V , et

−→
V · −→n = 1

R (x2 + y2 + z2) = R2

R = R.

Ainsi, f lux(
−→
V , SR) =

∫∫

SR

−→
V · −→n dA = R

∫∫

SR

dA = R × Aire(SR) =

R × 4πR2 = 4πR3.

6.1.16 EXEMPLE. Calculer le flux du champ de vecteurs V(x, y, z) = (x, y, 0) à tra-
vers la sphère unité orientée par la normale sortante?
Réponse : Comme les coordonnée spériques déterminent la normale sor-
tante,

V(s(θ, ϕ)).
(

∂s
∂θ

(θ, ϕ) ∧ ∂s
∂ϕ

(θ, ϕ)

)
=




cos θ cos ϕ
sin θ cos ϕ

0


 .




cos θ cos2 ϕ
sin θ cos2 ϕ
cos ϕ sin ϕ


 = cos3 ϕ.

on obtient alors

f lux(V, S) =
∫ π

−π

∫ π
2

− π
2

cos3 ϕ dϕdθ = 2π
∫ π

2

− π
2

(cos ϕ − cos(ϕ) sin2(ϕ))dϕ

= 2π

[
sin ϕ − 1

3
sin3(ϕ)

] π
2

− π
2

=
8π

3

6.1.4 Invariance

6.1.17 THÉORÈME

Le flux d’un champ de vecteurs à travers une surface paramétrée ne dépend
pas du paramétrage mais seulement de son orientation. Changer l’orienta-
tion change le signe du flux.

Démonstration: Ceci dépend de la définition en fonction de la normale et de
l’élément d’aire. Comme c’est la valeur absolue du jacobien du changement
de variables qui intervient dans la formule du changement de variables, si
on change d’orientation, le jacobien est négatif donc égal à l’opposé de sa
valeur absolue, d’où le changement du signe pour le flux.□
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6.1.5 Lien entre travail et flux - Lien entre intégrale curviligne et
l’intégrale de surface

6.1.19 DÉFINITION (ORIENTATION DU BORD D’UNE SURFACE)
Soit S une surface orientée de bord ∂S = C. L’orientation du bord doit
être choisie de sorte que lorsqu’un observateur se déplace le long du bord
∂S = C dans le sens positif, avec la surface S sur sa gauche, la normale −→n
est orientée vers le haut ( elle va de ses pieds à sa tête).

On dira dans ce cas que les orientations de S et ∂S = C sont compatibles.

6.1.20 THÉORÈME (THÉORÈME DE STOKES)
Soit C une courbe paramétrée, orientée dans le sens direct. Soit S une sur-
face de bord ∂S = C, telle que les orientations de S et C soient compatibles.

Soit
−→
V un champ de vecteurs de classe C1 dans un voisinage de S. Alors

on a la formule de Stokes

travail(
−→
V , C+) = f lux(−→rot

−→
V , S+)

Soit s(u, v) , (u, v) ∈ D, une paramétrisation de la surface S compatible
avec l’orientation choisie. La formule de Stokes s’écrit

f lux(−→rot
−→
V , S+) =

∫∫

D

−→rot
−→
V .
(

∂s
∂u

(u, v) ∧ ∂s
∂v

(u, v)
)

dudv =
∫

C+

−→
V
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Démonstration: On considère le cas particulier où S est paramétrée par s sur
un domaine D du plan (le cas général s’y ramène en découpant la surface
en petits morceaux) et C = ∂S. On va se ramèner à la formule de Green-
Riemann.
On pose P(u, v) = V(s(u, v)). ∂s

∂u (u, v) et Q(u, v) = V(s(u, v)). ∂s
∂v (u, v).

Alors circulation(V, s ◦ C) =
∫

C Pdx + Qdy. D’après la formule de dériva-
tion des fonctions composées on a

∂P
∂v

− ∂Q
∂u

=
−→rot

−→
V .

∂s
∂u

∧ ∂s
∂v

On applique la formule de Green-Riemann, on obtient

f lux(−→rot
−→
V , S) =

∫∫

D

−→rot
−→
V .

∂s
∂u

∧ ∂s
∂v

dudv =
∫∫

D

(
∂P
∂v

− ∂Q
∂u

)
dudv

=
∫

C
Pdx + Qdy = travail(

−→
V , ∂S).

□

6.1.22 REMARQUE

1) Etant donnée une courbe orientée C. Le théorème de Stokes s’applique
à toute surface S dont le bord est C et dont l’orientation est compatible
avec celle de C et pour tout champ de vecteurs

−→
V défini sur S.

6.1.23 EXEMPLE. Étant donné le champ de vecteurs
−→
V = (z, x, y), on souhaite

calculer son travail le long du cercle unité C orienté dans le sens positif. On
va faire le calcul en utilisant la formule de Stokes.

i) Naturellement, la surface du disque unité D est bordée par le cercle
C, on l’oriente par −→n = (0, 0, 1) pour que son orientation soit com-
patible avec l’orientation de C. D’autre part, −→rot

−→
V = (1, 1, 1). Alors,

f lux(−→rot
−→
V , D) =

∫∫
D
−→rot

−→
V · (0, 0, 1)dxdy =

∫∫
D dxdy = aire(D) = π.

Ainsi,
∫

C
−→
V = f lux(−→rot

−→
V , S) = π.

ii) On peut aussi prendre une autre surface, par exemple la surface bornée
S, délimitée par z = 1 − x2 − y2 et le plan xOy. Le bord de la surface
S est le cercle C, pour une orientation de S compatible avec celle de C, il
faudrait prendre le vecteur sortant d’où −→n dA =

(
− ∂ f

∂x ,− ∂ f
∂y , 1

)
dxdy =

(2x, 2y, 1)dxdy.



6. Intégrales de Surface: Surfaces paramétrées 140

Alors, si D est le disque unité ( la projection de S sur xOy), on a

f lux(−→rot
−→
V , S) =

∫∫

D

−→rot
−→
V · (2x, 2y, 1)dxdy =

∫∫

D
(2x + 2y + 1)dxdy.

Par symétrie,
∫∫

D 2x dxdy =
∫∫

D 2y dxdy = 0, d’où

f lux(−→rot
−→
V , S) =

∫∫

D
(2x + 2y + 1)dxdy =

∫∫

D
dxdy = aire(D) = π.

Ainsi,
∫

C
−→
V = f lux(−→rot

−→
V , S) = π.

6.1.24 COROLLAIRE

Soit S une surface fermée (c-à-d sans bord). Soit
−→
V un champ de vecteurs

de classe C1 défini au voisinage de S. Alors le flux de −→rot
−→
V à travers S est

nul.
∂S = ∅ =⇒ f lux(−→rot

−→
V , S) = 0

6.1.25 COROLLAIRE

Soit
−→
V un champ de vecteurs de classe C1 défini sur un domaine Ω de R3.

On suppose que le rotationnel de V est nul.
Soit C une courbe fermée qui borde une surface contenue dans Ω. Alors

la circulation de
−→
V le long de C est nulle.

−→rot
−→
V =

−→
0 =⇒

∮

C

−→
V = 0

6.1.26 EXEMPLE. On considère le champ de vecteurs
−→
V défini en dehors de l’axe

0z par
−→
V (x, y, z) = 1

x2+y2




x
y
0


 . Vérifier que −→rot

−→
V = 0 en dehors de l’axe

0z. En déduire que le travail de
−→
V le long de toute courbe fermée ne ren-

contrant pas l’axe 0z est égale à 2π fois le nombre de tours que fait la courbe
autour de l’axe 0z.
Solution : Soit c : t 7→ (x(t), y(t), z(t)) une courbe fermée ne rencontrant
pas l’axe 0z. Alors sa projection orthogonale σ(t) = (x(t), y(t)) sur le plan
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x0y est une courbe fermée ne passant pas par l’origine. La surface para-
métrée (t, s) 7→ (x(t), y(t), sz(t)) à son bord formé des deux courbes C et
σ, comme −→rot

−→
V =

−→
0 la formule de Stokes nous donne, travail(

−→
V , C) =

travail(
−→
V , σ).

Ensuite on remarque que
−→
V est tangent au plan x0y et son travail coïn-

cide avec l’intégrale curviligne de la forme dθ. par conséquent, travail(
−→
V , σ)

est la variation totale de l’angle polaire le long de σ, qui vaut 2π fois le
nombre de tours que σ fait autour de l’origine. Ce nombre coïncide avec le
nombre de tours que fait C autour de l’axe 0z.

6.1.6 Lien entre intégrale triple et intégrale de surface

6.1.27 DÉFINITION

Une surface paramétrée S est dite fermée (ou sans bord) si son bord est
vide i.e. ∂S = ∅.

6.1.28 EXEMPLE. Une sphère est une surface fermée.
Un disque n’est pas une surface fermée, puisque son bord est un cercle.

6.1.29 THÉORÈME (THÉORÈME D’OSTROGRADSKI-GAUSS (OU DE LA DIVERGENCE))
Soit S une surface fermée qui délimite un domaine Ω de R3 i.e. ∂Ω = S.
On choisit l’orientation de S de sorte que le vecteur normal −→n pointe vers
l’extérieur de Ω.

Circulation et
flux

V. Borrelli

Courbes
paramétrées

Circulation
d’un champ
de vecteurs

Circulation
d’un champ
gradient

Surfaces
paramétrées

Flux à travers
une surface
paramétrée

Théorèmes de
Stokes-
Ampère et de
Gauss-
Ostrogradski

Théorème de
Gauss-Ostrogradski

Théorème de Gauss-Ostrogradski.– Soient
�!
V un champ

de vecteurs, S une surface fermée, ⌦ l’espace borné
délimitée par S (en particulier @⌦ = S) alors :

‹

S+

�!
V · �!dS =

˚

⌦
div

�!
V dx dy dz .

Dans cette égalité, l’orientation choisie pour S+ est celle de
la normale sortante.

Soit
−→
V un champ de vecteurs de classe C1 défini sur Ω. Alors, on a la

formule d’Ostrogradski :

f lux(
−→
V , S) =

∫∫∫

Ω
div (

−→
V )dxdydz
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Démonstration: Pour simplifier, on suppose Ω convexe. Soit Dx sa projection
sur le plan {x = 0}. Alors

Ω = {(x, y, z) ∈ R3; (y, z) ∈ Dx f1(y, z) ≤ x ≤ f2(y, z)}

On a
∫∫∫

Ω
∂Vx
∂x dxdydz =

∫∫
Dx

Vx( f2(y, z), y, z)dydz = f lux(V1, S) où V1

est le champ de vecteurs (Vx, 0, 0).
De même on trouve

∫∫∫
Ω

∂Vy
∂y dxdydz = f lux(V2, S) et

∫∫∫
Ω

∂Vz
∂z dxdydz =

f lux(V3, S)
Comme V = V1 + V2 + V3, on trouve la formule annoncée. □

6.1.31 COROLLAIRE

Soit
−→
V un champ de vecteurs est de classe C1 sur un convexe Ω de R3.

Si
−→
V a une divergence nulle, alors son flux à travers toute surface S

fermée contenue dans Ω est nul.

div (
−→
V ) = 0 =⇒ f lux(

−→
V , S) = 0

6.1.32 EXEMPLE. Calculer le volume de la boule unité B à l’aide du champ de
vecteurs

−→
V (x, y, z) = (x, y, 0).

Solution : On a div(V) = 2. On oriente la sphère unité S par la normale
sortante. La formule d’Ostrogradski nous donne

2Vol(B) =
∫∫∫

B
div(

−→
V )dxdydz = f lux(

−→
V , S)

et le calcul de l’exemple 6.1.16, donne f lux(
−→
V , S) = 8π

3 , d’où le volume de

la boule unité est égal à
4π

3
.

6.1.33 EXEMPLE. Calculer le flux du champ
−→
V (x, y, z) = x2−→i + y2−→j + z2−→k à

travers la surface fermée S+ formée du cône précédent z2 = x2 + y2, z ∈ [0, 3]
et du disque x2 + y2 ≤ 9, z = 3, orientée par le vecteur normal sortant.

Réponse : Comme la surface est fermée, on peut utiliser le théorème d’Os-
trogradski :

f lux(
−→
V , S+) =

∫∫∫

Ω
div (

−→
V )dxdydz,
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où Ω est le solide délimité par S, donc Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤
z2, 0 ≤ z ≤ 3}, et div

−→
V (x, y, z) = 2x + 2y + 2z. On a alors, f lux(

−→
V , S+) =

2
∫∫∫

Ω
(x + y + z)dxdydz, par symétrie, par rapport à xOz et yOz, on a

∫∫∫

Ω
x dxdydz =

∫∫∫

Ω
y dxdydz = 0.

Il ne reste plus qu’à calculer
∫∫∫

Ω
z dxdydz, par exemple par le théo-

rème de Fubini ( par piles verticales) : on note par Dz le disque centré en
(0, 0, z) et de rayon z, alors

f lux(
−→
V , S+) = 2

∫∫∫

Ω
z dxdydz = 2

∫ 3

0
z(
∫∫

Dz

dxdy) dz = 2
∫ 3

0
z. aire(Dz) dz

= 2
∫ 3

0
z(πz2)dz = 2π

[
z4

4

]3

0
=

81π

2
.

FIN
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