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Introduction :
Calcul différentiel et intégrales multiples (Licence SPM L2)

Présentation enseignants
Jizhuang SHIH et Karim BEKKA

15 semaines de CM et TD : (soit 22,5h de cours, 22,5h de TD)

4 semaines Part.1(optimisation)
6 semaines Part.2 ( intégrale multiple)
5 semaines Part.3 (intégrales cuvilignes et intégrales de surfaces)

Evaluation : 3 Controles continus

CC1 le 16 février de 13h15 a 14h45

CC2le 27 avril de 13h15 a 14h45

CT (examen terminal (ler ou seconde session)

Note finale : N = max(CT, (CC1+CC2+2CT)/4)

Les regles suivantes seront appliquées en cas d’absences : en cas d’absence
injustifiée & un controle la note 0 est attribuée a ce contréle; les ab] ( CC1
ou CC2) donnent lieu a une "neutralisation” de la note : par exemple si on
a une abj au CC1, la note finale est max(CT, (CC2+CT)/2).

Plan du cours

1. Extrema locaux et extrema liés (Part. 1)

2. intégrales multiples (Part. 2)

3. Intégrales curvilignes et intégrales de surfaces (Part. 3)



Premiere partie

Calcul Différentiel et
optimisation



Chapitre 1

Extrema locaux (ou relatifs)

1.1 Introduction

Une question standard en analyse mathématique, est de déterminer ot
une fonction atteint ses extrema (relatifs ou absolus). L'optimisation a des
applications dans divers domaines.

Considérons pour commencer le cas d'une variable; soit f : R — R

1.1.1 DEFINITION

1) f admet un maximum (resp. minimum) global, (ou absolu), au point a
si:
pour tout x ona f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)) .
Il est dit maximum global stricte(minimum global stricte) si pour tout
x £ aona f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).

2) f admet un maximum (resp. minimum) local au point a s’il existe ¢ > 0
tel que pour tout x €]a —¢e,a+¢|, f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).
Il est dit maximum local strict (minimum global strict) si pour tout x €
la—¢ea+e,x #aona f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).

3) Si f admet au point 2 un maximum ou un minimum, on dit que f admet
un extremum en 4.

minimum global
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REMARQUE
1) Un extremum global est un extremum local.

2) Si f admet un extremum local en 4, alors le signe de f(x) — f(a) est
constant dans un voisinage de a.

EXEMPLE. (i) f(x) = |x| a un minimum global en a = 0.
(ii) f(x) = x? a un minimum global en a = 0.

(iii) f(x) = x> n’a pas d’extremum local en a = 0, car f(x) — f(a) = x5,
change de signe dans tout voisinage de 0.

On a une condition nécessaire lorsque la fonction est dérivable

THEOREME
Soit f une fonction derivable en a. Si f admet un extremum local en a alors

f'(a) =0

Démonstration: Supposons que a est un minimum local. Alors il existe ¢ > 0
tel que pour tout x €]a —¢,a +¢[, f(x) > f(a).
f(x)— f(a) ost >0six €la,a+ g

xX—a <0six €la—¢a|

Comme f est dérivable en a on aura 0 > fi(a) = f'(a) = fi(a) > 0
d’ou f'(a) = 0.

Alors l'accroissement

REMARQUE

La réciproque est fausse; f'(a) = 0 n'implique pas que f a un minimum
en a. La dérivée de la fonction f(x) = x% s’annule en 0, mais f n’a pas
d’extremum local en 0.

1.1.1 Généralisation aux fonctions de plusieurs variables

DEFINITION
Soit f : U — R une fonction, U ouvert de R" eta € U.

On dit que f présente un minimum local (respectivement un maximum
local) au point a si f(a) < f(x) (respectivement f(a) > f(x)) dans un
voisinage de a c-a-d il existe un nombre réel € > 0 tel que pour tout x dans
la boule B(a, ¢), centrée en a et de rayon € on a

f(a) < f(x) (respectivement f(a) > f(x)).
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On dit que f présente un extremum local au point g, si elle présente soit un
minimum local, soit un maximum local en ce point.

L'extremum local est dit strict sil existe un voisinage de a ot1 cet extremum
n’est réalisé qu’au point a.

On dit que f présente un extremum global (ou absolu) au point 4, si 'in-
égalité est vrai pour tout x € U.

REMARQUE

Une fonction f a un extremum local en 4 si et seulement si f(x) — f(a) aun
signe constant au voisinage de a. Le signe est positif si 4 est un minimum
local et négatif si c’est un maximum local.

DEFINITION
Le gradient d'une fonction f : U — Rena € R" est défini par

v = (5@, 5 @)

axl

(siles dérivées partielles existent).

DEFINITION

Soit f : U — R une fonction différentiable, U ouvert de R".

On dit qu'un point a € U est un point critique de f si Vf(a) = 0. On notera
par Crit(f), 'ensemble des points critique de f i.e.

Crit(f) ={a e U|Vf(a) = 0}.

EXEMPLE. 1) si f(x,y) = x + y?, alors Crit(f) = @ ('ensemble vide)
2) si f(x,y) = x> +y?, alors Crit(f) = {(0,0)}
3) si f(x,y) = (x +y)?, alors Crit(f) = {(x,y) |y = —x} est une droite.

THEOREME ( LA CONDITION NECESSAIRE SUR LA DIFFERENTIELLE)

Soit f : U — R une fonction, U ouvertde R" eta = (a3 ...,a,) € U.

Si f est différentiable et présente un extremum local en 4, alors a est un
point critique i.e. Vf(a) = 0.
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Démonstration: Pour touti € {1,...,n}, la fonction partielle d’une variable
réelle fi(t) = f(ay...,aj-1,t,ai+1...,a,) admet un extremum local en a;,
donc sa dérivée

Ve = L@ =0

dt N Bxi

On fait de méme avec les autres variables. [J n

REMARQUE. 1. Le théoréme précédent permet de limiter la recherche
des extrema locaux aux points critiques.

2. La réciproque est fausse, un point peut étre critique sans présenter

d’extremum local. Par exemple :
f : R? — R, définie par f(x,y) = x* — y* a (0,0) comme point cri-
tique sans étre un extremum. En effet, f(x,0) > f(0,0) > f(0,y) si
xy # 0.

DEFINITION

Un point critique qui n’est pas un extremum local est appelé point selle (ou
col).

1.1.2 Exemple : Méthode des moindres carrés, droite de
régression

Supposons que vous ayez un grand nombre 1 de points déterminés ex-
périmentalement, statistique (appelé nuage de points), a travers lesquels
vous voulez faire passer une courbe pour .

Soit un nuage de n points du plan, (x;,y;),i =1,...,n, et nous voulons
trouver la droite (1) y = ax + b qui les approche "au mieux". En supposant
que nos erreurs de mesure soient réparties aléatoirement selon la courbe
habituelle en forme de cloche (la « distribution gaussienne »), on peut mon-
trer que le bon choix de a et b est celui pour lequel la somme D des carrés
des écarts

(vi — (ax; + b))

M-

Il
—

(2) D=

est un minimale. Dans la formule (2), les quantités entre parentheses (mon-
trées par des lignes pointillées dans I'image) sont les écarts entre les valeurs
observées y; et celles ax; + b qui seraient prédites a I’aide de la droite (1).
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(x..y;)
Q

q(xl., axi+b)

Les écarts sont des carrés pour des raisons théoriques liées a la distri-
bution d’erreur gaussienne supposée; notez cependant qu’il faut s’assurer
que nous ne sommons que des quantités positives ( et dérivables); c’est im-
portant, car nous ne voulons pas que les déviations de signe opposé s’an-
nulent mutuellement. Cette méthode pour trouver la droite (1) est appelée
la méthode des moindres carrés, et la droite résultante (1) est appelée la
droite des moindres carrés ou la droite de régression. Pour calculer les
valeurs de a et b qui font de D un minimum, on n’annule les dérivées par-
tielles :

aa—f(a,b) = iZ(yi —(ax;+b))(—=x;) =0 (1.1)
D (0,0 = Y20y~ (axi+ 1)) (1) =0 (12)
i=1

Ceux-ci nous donnent un systéme d’équations linéaires pour détermi-
neraetb,

n n n
ainz—l—bei:inyi (1.3)
i=1 i=1 i=1
n n
a) xi+nb=Y y (1.4)
i=1 i=1
ou sous forme matricielle

n

Yol Yo L iy
1711 i=1 <b> — z:ln

(Notez que cela permet d’économiser beaucoup de travail pour dériver (2)
en utilisant la regle de la dérivée d"une fonction composée, plutét que de
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développer d’abord les carrés.)

A partir de ce moment, on utilise I’algebre linéaire pour déterminer a et b.

1.1.16 Exercice i) Montrer que pour xy, ..., x, des nombres réels, on a toujours
'inégalité

n n 2
n lez > (Z xi>
i=1 i=1

2

n n

etqueaniz = (le) = X1 =X =...= Xp.
i=1 i=1

(indication : montrer d’abord le cas n = 2, en utilisant une identité

remarquable.)

n n
Xt Y x
-1

i= i=1

n
Yroo
i=1

systéme a une solution unique, si les x; ne sont pas identiques.

ii) En déduire que la matrice M = est inversible, donc le

1.1.17 EXEMPLE. Déterminer la droite des moindres carrés lorsque le nuage est
formé des points (0,0), (1,2) et (2,1).
Réponse : Dans ce cas

D=0—-(ax0+b)*+(2—(ax1+b)*+(1—(2a+b))?>=b*+2—a—b)>+(1—-2a—b)?

(Rappelez-vous, les variables dont les valeurs sont a trouver sont a et b)
La recherche des points critiques de D, donne

aaIZ(a,b):O < 5a+3b=4 (1.5)

?;Z(a,b)zo < 3a+3b=3 (1.6)

Ce systéme a pour unique solutiona = b = % Ainsi la droite de meilleure
e

N =
N =

approximation (ou droite de régression) esty =
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1.1.3 Le test de la dérivée seconde

On commence par rappeler cette situation pour les fonctions d"une va-
riable. Donnons-nous une fonction d’une variable f définie sur R et de
classe C2.

THEOREME (FORMULE DE TAYLOR A L'ORDRE 2)
Si f est une fonction deux fois continument dérivable (classe C?) sur R, il
existe c compris entre x et x 4 1 tel que

Fla+ 1) = £() () + o p0)

Choisissons pour x un point x = a tel que f'(a) = 0 et f”(a) # 0. Alors
pour h assez petit, le terme % f"(c) est du méme signe que f”(a) . Si par
exemple " (a) > 0, on en déduit que f a un minimum local en x.

La recherche pratique des extrema locaux pour une fonction d’une va-
riable se passe donc ainsi :

(i) On recherche les points critiques, i.e. les points a tel que f'(a) = 0.

(i) On étudie la dérivée seconde f” si a est un point critique et si

si f"(a) > 0, alors il y a un minimum local,

si f”(a) <0, alors il y a un maximum local,

si f”(a) = 01l faut approfondir I’étude ( en considérant un développe-
ment de Taylor d’ordre supérieur).

REMARQUE

Lorsque f n’est plus définie sur R entier ou sur un intervalle ouvert, il fau-
dra de plus étudier le comportement de f sur les bords du domaine de dé-
finition. Si I'ensemble de départ est compact, on a la garantie de 1’existence
d’extrema globaux.

EXEMPLE. 1) Soit la fonction définie sur R, par f(x) = x. Alors f'(x) =
1 # 0, donc f n’a pas d’extremum local ( ni d’extremum global) sur R.

Par contre, la restriction de f a l'intervalle [—2,1], admet ena = —2 un
minimum global, f(—2) = —2 et un maximum global en a = 1 qui vaut
f(1) =1

2) Soit la fonction définie sur R, par f(x) = x%. Alors f/(x) =2x =0 <
x = 0 etcomme f”(0) =2 > 0, alors f admet un unique minimum local
en x = 0. De plus, pour tout x € R, f(x) = x> > 0 = £(0), ce minimum
est aussi un minimum global.
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3) Soit la fonction définie sur R, par f(x) = x* + cos(x). Alors f'(x) =
2x — sin(x), s’annule en 0, de plus f”(x) =2 — cos(x) > 1 > 0, entraine
que f’ est strictement monotone, par suite f’(x) = 0 a une unique solu-
tion, a savoir x = 0. On a vu que f”(0) > 0, par suite f a un minimum
local en 0, ce minimum est aussi global ( xl_igloo f(x) = +o0).

Pour les fonctions de plusieurs variables la dérivées seconde est remplacée
par la "matrice hessienne :"

DEFINITION (MATRICE HESSIENNE)
Soit f : U — RR une fonction de classe C2, Uunouvertde R" eta € U.
La matrice hessienne de f en a est la matrice symétrique réelle

?? P
%(a) e ()
Hess(f)(a) =
?? P
soa(a) ... af (a)
.. 0 f 02 f
< < = S0re -
et pour tout, 1 < i,j <mn, 9xj0%; (a axi0x; (a) | par le théoreme de sy

métrie de Schwarz.

THEOREME (FORMULE DE TAYLOR A L’ORDRE 2 )
Soit U un ouvert de R" et a € U. Soit f : U — R une fonction de classe C?,
alors f admet un développement limité a I’ordre 2 donné par

fla+X)=f(a)+ < Vf(a), X > —|—% < Hess(f)(a)X, X > +o(]|X|]?)

ol < V,W >=1V.W =vw; +...v,w, estle produit scalaire standard de

o o o(IX]P)
V=|:|parW=|[ " ]et )lgg})W = 0 (c-a-d que o(||X||?) est

vi’l n

négligeable par rapport a || X||? au voisinage de X = 0.)
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1.1.23 REMARQUE
Si on note la forme quadratique par Q(X) =< Hf(a)X,X > ou X =

X1
, alors, pour tout X € R”, on a
Xn
Z axi +2 Y apxix;
1<i<j<n
. 9*f
ou llz']' = E ax]( )

Par exemple pour n = 2 on aura pour X = <;) ,

2
Q) = Sh@e 422 L+ 3

Pf
52 )y

1.1.4 Le test de la dérivée seconde pour les fonction a deux
variables

On suppose f de classe C?, c’est-a-dire que ses dérivées partielles jus-
qu’a l'ordre 2 existent et sont continues.

Soit f: U — R, (x,y) — f(x,y) de classe C2. On suppose que (a,b) est
un point critique i.e. %(a, b) = %(a,b) =0.

1.1.24 REMARQUE
Un extremum local est un point critique mais la réciproque n’est pas vraie.

Notation : On utilisera les notations (de Monge) :

2 2 2
r= gx];(a, b), s = aigy(a, b), t = 3;;(61 b) et A = rt —s* = det(Hess(f)(a, b)).

1.1.25 REMARQUE
Avec les notations de Monge, la forme quadratique Q(x,y) devient

Q(x,y) = rx® + 2sxy + ty*.
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THEOREME (LE TEST DE LA DERIVEE SECONDE )
Soient f de classe C? et (a,b) un point critique de f.

- siA > 0etr>0,lafonction f présente un minimum local strict en (a,b).
- siA > 0etr <0,lafonction f présente un maximum local strict en (a,b).

- si A < 0, la fonction f ne présente pas d’extremum, elle a un point selle
(oucol) en (a,b).

- si A = 0 on ne peut conclure (le test échoue).

REMARQUE
si A = 0 on ne peut conclure avec le seul développement a 1’ordre 2. En
effet, si f(x,y) = x4, alors A(0,0) = Oet f(x,y) = x* > 0= £(0,0),dou f
a un minimum global en (0,0). De méme, pour g(x,y) = —y*, A(0,0) = 0
et ¢ a un miaximum global en (0,0). Finalement, pour k(x,y) = x* — y* on
a aussi A(0,0) = 0, mais h(x,0) > 0 et h(0,y) < 0alors (0,0) est un point
selle de h.

On remarquera que le développement de Taylor a I'ordre 2 de ces fonc-
tions en (0,0) a une partie principale nulle, ne donne aucune information
sur le comportement des ces fonctions au voisinage de (0,0).

EXEMPLE. On considere les graphes des fonctions, définies sur R?, sui-
vantes : f(x,y) = x> + %, g(x,y) = —x* —y? et h(x,y) = v°.

z=f(xy)

X y

Alors, f a un minimum glo-
bal en (0,0), de méme ¢ a un maximum global en (0,0). Le critere de la
second dérivée échoue pour, h en (0,0). Comme %(0,y) = 7, elle change
de signe en des points arbitrairement proches de (0,0), ainsi 4 a un point
selle en (0,0).
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1.1.29 EXEMPLE. La fonction et k(x,y) = x> — y? a un point selle (ou col) en (0,0).

1.1.30 EXEMPLE. Soit f : R* — R définie par f(x, y) = x> + > — 3xy. Les points
critiques de f sont (0,0) et (1, 1). Le premier est un point selle, le second
un minimum local (non global). On a,
A(x,y) = detHess(f)(x,y) = 36xy — 9 et r(x,y) = 6x, en utilisant le test
de la dérivée seconde, on a le tableau suivant :

[ Gy | 00 | WLy ]
A(x,y) -9<0 27 >0
r(x,y) 6>0

nature du point | point selle | minimum local

Démonstration: (du test de la seconde dérivée) On doit étudier le signe f((a,b) + (x,y)) — f(a,b)
lorsque (x,y) est au voisinage de (0,0). Puisque V f((a,b)) = 0, la formule
de Taylor a I’ordre 2 donne

F(@,6) + (x,y) = fla.b) = 50(xy) + o[ (xp)I) = 3 (@) +25(@)xy+ Ha)y?) + ol (x,9) ).

Alors la meilleure approximation quadratique de f(a + (x,y)) — f(a)
est 2Q(x,y), donc pour étudier le signe de f((a,b) + (x,y)) — f(a,b) on
est amené a étudier le signe de Q(x,y) = rx? + 2sxy + ty? pour (x,y) au
voisinage de (0,0).

Soit (x,y) # (0,0). Supposons par exemple que y # 0. Alors on peut
écrire, en divisant par y? et en posant u = ; :Q(x,y) = y2(ru® + 2su + t),

d’oti le signe de Q(x, y) est égal a celui de P(u) = ru® + 2su + t.
On remarquera que le discriminant de P(u) est D = s? — rt = —A.

(i) Si D > 0le polyndme du second degré P(u) a deux racines distinctes,
donc change de signe, ce qui se traduit parsiA < 0, f((a,b) + (x,y)) — f(a, b)
change de signe pour (x,y) au voisinage de (0,0); ainsi (a,b) est un
point selle.
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(ii) SiD < 0, le polyndme du second degré P(u) n’a pas de racines réelles,
donc ne s’annule pas et son signe est celui de .

P(u) > 0 pour tout u sir>0
P(u) < 0 pour tout u si r<0

par suite

{f((a,b) + (x,y)) — f(a,b) > 0 pour tout u si r>0
f((a,b) + (x,y)) — f(a,b) < 0 pour tout u si r<0

Ainsi, si A > 0etr > 0,la fonction f présente un minimum local strict
en (a,b) etsiA > 0etr < 0,lafonction f présente un maximum local
stricten (a, b). n
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1.2 Le test de la dérivée seconde en toute dimension

Soit U un ouvert de R”, f : U — R une fonction de classe Cletac U
un point critique de f.
Alors, d’apres le développement limité a 'ordre 2 de f on a

fa+X) — f(a) = 5 (Hess(f)(a)X, X) + o([IX]?)

N =

ou< V,W >="'"V.W = vjw; +...v,w, est le produit scalaire standard de

. o o([IX|P)
V=]|:]|lpaW=/|:|etlim

lim =X = 0 (c-a-d que o(||X||?) est

vn n
négligeable par rapport a || X||? au voisinage de X = 0.)
Alors, le signe de f(a + X) — f(a) est en général celui de la forme qua-
dratique (Hf(a)X, X).

1.2.1 DEFINITION
Soit A € M,;(R) une matrice symétrique d’ordre n.

1. On dit que A est définie positive si pour tout X # 0, (AX, X) > 0.
2. On dit que A est définie négative si pour tout X # 0, (AX, X) < 0.

3. On dit que A n’est pas définie s’il existe V; et V; tels que :
(AVy, V1) > 0et (AV,, V) < 0.

1.2.2 THEOREME ( LE TEST DE LA DERIVEE SECONDE)
Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable, U ouvert de R" et
a € U un point critique de f (c-a-d Vf(a) = 0). Alors

1. Si Hess(f)(a) est définie positive, f présente un minimum strict en a.

2. Si Hess(f)(a) est définie négative, f présente un maximum strict en
a.

3. Si Hess(f)(a) n’est pas définie, f a un point selle en a.

Démonstration: ¢’est une conséquence directe du fait que le signe de f(a+ X) — f(a)
est celui de la forme quadratique (Hess(f)(a)X, X). n
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1.2.4 PROPOSITION
Soit A = (a;;) € M;(R) une matrice symétrique d’ordre . Les conditions
suivantes sont équivalentes
1. A est définie positive
2. A atoutes ses valeurs propres strictement positives.
ai ... dq
3. Pourtouti € {1,...,n},detA; >00u A; =
ai ... aj

Démonstration: (idée de la preuve) Comme A est une matrice symétrique
réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée, il existe
donc des réels, appelées valeurs propres, Ai, Ay, ..., Ay, et une base
orthonormée de vecteurs propres Vi, V5, ...,V tels que :
pourtouti € {1,2,...,n}ettoutj € {1,2,...,n},(V;, V}) = {1 Sll _].

Osii#j
et AVZ = /\lVl

Par suite, comme X = x1 V] +x2Vo + ... + x,,V,,, alors

On en déduit que "A a toutes ses valeurs propres strictement posi-
tives" <= (AX,X) > 0, pour tout X # 0i.e. A est définie posi-
tive. ]

1.2.6 REMARQUE
A définie négative <= — A définie positive.

1.2.7 COROLLAIRE
Soit A = (a;;) € M,(IR) une matrice symétrique d’ordre 7. Les conditions
suivantes sont équivalentes

1. A est définie négative
2. A atoutes ses valeurs propres strictement négatives.

‘ an ... aqi
3. Pour touti € {1,...,n}, (=1)'detA; > 0, ot A; =
ai ... 4j

O
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Soit f : U — R une fonction de classe C?, U un ouvert de R" et a € U.
La matrice hessienne de f en a est la matrice symétrique réelle Hess(f)(a)

02 92
ﬁ(a) R e ()
T
oa(a) ... é(a)

Le théoreme suivant généralise le test de la dérivée seconde.

1.2.8 THEOREME
Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable, U ouvert de R" et
a € U un point critique de f (c-a-d Vf(a) = 0). Alors

1. Si Hess(f)(a) a toutes ses valeurs propres strictement positives, alors
f présente un minimum strict en a.

2. Si Hess(f)(a) a toutes ses valeurs propres strictement négative, alors
f présente un maximum strict en a.

3. Si Hess(f)(a) a une valeur propre strictement positive et une valeur
propre strictement négative, alors f a un point selle en a.

1.2.9 REMARQUE. 1. On déduit du théoréme précédent, que si le détermi-
nant det Hess(f)(a) = 0 et Hess(f)(a) a toutes ses valeurs propres
> 0, (resp. Si Hess(f)(a) a toutes ses valeurs propres < 0) le test
échoue : on ne peut rien conclure a priori, avec un développement
limité d’ordre 2.

2. Les conditions du théoréme sont seulement suffisantes.
En effet, f(x,y,z) = x*+y*> + z* présente au point critique a =
(0,0,0) un minimum strict ( global) méme si det Hess(f)(a) = 0.

3. Il se peut qu'une fonction présente en un point un minimum en res-
triction a toute droite passant par ce point, bien qu’elle ne présente
pas de minimum en ce point :

Par exemple, f(x,y) = (y — x*)(y — 3x2) on a le long de toute droite
vectoriel ax + by = 0, f(x,y) > 0 = f(0,0) dans un certain voisinage
de (0,0) (qui dépend de a et b), mais le long de la parabole y = 2x?,
f(x,2x?) = —x* <0, donc (0,0) n’est pas un extremum.
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1.2.10 EXEMPLE. Soit f définie sur R?, par f(x,y,z) = x> + y* + z% + 2xyz.
On commence par déterminer les points critiques :

% =2x+2yz=20
Vix,y) =0 < % =2y+2xz=0
% =2z+2xy=20
On trouve que I'ensemble des points critique de f est
Crit(f) =4(0,0,0),(-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1), (-1, -1 —-1)},
et la hessienne en un point (x,y, z) est la matrice

2 2z 2y
Hess(f)(x,y,z) = |2z 2 2x|.
2y 2x 2

(i) On a Hess(f)(0,0,0) =

o onN
o N O

0
0 ], qui a une unique valeur propre
2

A = 2 > 0 ( de multiplicité 3), ainsi elle est définie positive, d’out f
présente un minimum local strict en (0,0,0).

2 -2 =2
(i) Aupoint(—l,—l,—l),onaA:Hf(—l,—l,—l): —; 22 —22

On va calculer le polyndéme caractéristique P4(A), pour déterminer
les valeurs propres de A.

En utilisant les propriétés des déterminants, on aura

2-A =2 =2 -2-A -2 2
Py(A) =det(A—-AI)=| -2 2—A =2 |=|-2—-A 2—-A =2
-2 -2 2-A —2-A =2 2-A
1 -2 =2 1 -2 =2
=—2+A)|]1 2—A2 =2 |=—-(24A)0 4—A2 0 |=—(2+A)(4—7)?
1 -2 2-A 0 0 4-2A
Les valeurs propres de A sont —2 et 4, qui sont non nulles et de signes

contraires.
Ainsi, on a montré que A = H f(—l, —1,1—) n’est pas définie, d’our f
présente un point selle en (-1, -1, —1).
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1.2.11 Exercice Déterminer la nature des points critiques (1,—1,1),(1,1,—1) et
(—1,1,1) de la fonction de 1'exemple précédent.

1.2.12 Exercice Soit f définie sur R?, par f(x,y,z) = x> +y* +32z2 — xy + 2xz + xy.
Etudier les extrema locaux de f.
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1.3 Extrema liés (ou sous contraintes).
Multiplicateurs de Lagrange

1.3.1 Extrema d’une fonction sur un compact.

La marche a suivre pour étudier les extrema d’une fonction différen-
tiable sur un compact ( fermé et borné) de R" est la suivante.

Soit f une fonction de classe C? définie sur un compact K de R". Comme
f est différentiable, elle est continue. Elle est donc bornée sur K et atteint
ses bornes.

En pratique, la fonction f sera donnée par une formule valable sur un
certain ouvert sous-ensemble de R? et le compact K sera inclus dans cet
ensemble de définition.

On mene I'étude des extrema de f en plusieurs étapes. La premiere est
d’étudier l'existence d’extrema locaux de f a l'intérieur de K, c-a-d le plus
grand ouvert contenu dans K noté K. C’est pour cette étude qu’on utilisera
le développement de Taylor a l’ordre 2, ou le test de la dérivées seconde,
donné ci-dessus.

Mais cette étude n’est pas suffisante. Il faut aussi regarder ce qui se
passe sur le bord de K, qui le complémentaire de K dans K; noté oK. Pour
cela on procede autrement. Comme par exemple dans ce qui suit.

1.3.1 ExEMPLE. Etude des extrema de f(x, y) = x> —y?> sur K = {(x, y) €
R?/x? +y? < 1}. On procede de la maniére suivante :

(i) On cherche les points critiques et les extrema locaux dans K = {(x, y) €
R?2/x? 4+ y? < 1}, qui n’est autre que le disque ouvert de centre (0,0) et de
rayon 1.

On trouve un seul point critique a savoir (0,0) . Mais en (0,0), f a un
point selle. La fonction n’a donc pas d’extremum a l'intérieur de K. Mais
comme K est compact et f est continue sur K, f est bornée sur K et atteint
ses bornes sur K. Ce sera donc sur le bord de K.

(ii) On analyse f sur le bord 9K = K\ K = {(x, y) € R*/x® + > = 1}.

Une possibilité ici est de paramétrer le bord de K : le cercle de rayon
1 centré en (0,0), dont une paramétrisation est donnée par x = cost, y =
sint, t € [0,27].

La restriction de f a 9K et alors la fonction d'une variable g(t) = f(cost, sint) =
cos? t —sin? t = cos(2t). On peut alors étudier les variations de la fonction

g sur l'intervalle [0, 27]. On obtient qu’elle atteint son maximum qui vaut

t =1,aux pointst = 0,t = 7mett = 271 et son minimum qui vaut —1 aux
points t = Z et 2.
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Ainsi, la fonction f atteint donc sur K son maximum 1 aux points (1, 0)
et (—1,0) et son minimum —1 aux points (0,1) et (0, —1).

1.3.2 ExEMPLE. Etude desextremade f(x, y) = xy surlecarré K = [0,2] x [0, 1].
(i) On cherche les points critiques et les extrema locaux dans l'intérieur
K =]0,2[x]0,1[, mais (0,0) ¢ K; donc f,n’a pas de points dans K, par suite
n’y a pas d’extremum.
(ii) On analyse f sur le bord 9K = K\ K, qui est la réunion de quatre
segments :

dK =1[0,2] x {0} U {2} x [0,1]U[0,2] x {1} U{0} x [0,1].
1) sur [0,2] x {0} ona f(x,0) = 0, qui est constante, donc son minimum

est égal a son maximum et vaut 0.

2) sur {2} x [0,1] ona f(2,y) = 2y, son minimum est égal 0 et son maxi-
mum est égal a 2.

3) sur [0,2] x {1} ona f(x,1) = x, son minimum est égal 0 et son maxi-
mum est égal a 2.

4) sur {0} x [0,1] on a f(0,y) = 0, qui est constante, donc son minimum
est égal a son maximum et vaut 0.

Ainsi, la fonction f atteint donc sur K = [0,2] x [0, 1], son maximum 2
aux points (2, 1) et son minimum 0 aux points (x,y) € [0,2] x {0} U{0} x [0,1].
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1.3.2 Extrema sous une seule contrainte

Soit n > 1 un entier. On notera par X = (x,...,x,) un point de R".
Il s’agit de trouver les extrema de f(X) lorsque X appartient & une hy-
persurface S définie par g¢(X) =0ie. S ={X € R"| g(X) = 0}.

DEFINITION
Un point X est un minimum (resp. maximum) local pour f, lié a la contrainte
g(X)=0(.e.surS)si:
(i) §(Xo) =0
(ii) Il exister > 0 tel que f(Xo) < f(X)(resp.f(Xo) > f(X)) pour tout
X € SNB(Xo, r).

THEOREME ( DE LAGRANGE)
Soit f(X) et ¢(X) de classe C! sur un ouvert de R" a valeurs dans R.
Soit Xy un point de S tel que :

(@) Vg(Xo) # 0 (i.e. Xon'est pas un point critique de g)
(b) f admet un extremum local en Xy sur S

Alors il existe un nombre réel A tel que :
V£ (Xo) = AVg(Xo).

Le nombre réel A est appelé multiplicateur de Lagrange.

Démonstration: On va démontrer le théoreme pour la dimension n = 3. La
démonstration dans le cas général, se fait suivant le méme schema.

Soit Xo = (xo, Yo, z0) vérifiant les conditions (a) et (b).

D’apres (a), on peut appliquer le théoreme des fonctions implicites.

En effet, Vg(Xo) # (0,0,0), entraine que I'une des composantes de Vg(Xo)

o
est non nulle; on va supposer sans perdre de généralité que £(XO) # 0.

Alors d’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe une fonction
¢ définie dans un voisinage de (xo,1o), telle que z = ¢(x,y). On aura
(x,y,2) € S <= g(x,y,9(x,y)) = 0 au voisinage de Xp.

Comme la fonction h(x,y) = f(x,y, ¢(x,y)) admet un extremum en (xo, ¥o),
on a Vh(xg,y0) = 0, en utilisant la formule de dérivation des fonctions
composées, on aura au point Xp
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oh d
35 o) = aﬁ( Xo)+ 22 e ? (0, 0)- af( 0) =0
oh of af B
ay( Olyo) ay( ) + @(x()/y()) 9z (XO) =0

De méme les dérivées partielles de la relation g(x, y, ¢(x,y)) = 0 donnent

o d 0
3 (%) + o (0, 0)- 55 (X0) = 0

ox ox
08 (X0)+ 50, 0)- 55 (%) = 0
Comme g‘g (Xo) # 0, on peut diviser par cette quantité pour obtenir
99 COB(x) 9 (o)

qv(x _
- s 3 o,yo) = - .
£(Xo) % % (Xo)

D’ou

3
of
d = (X d
aémw=@§”>§aw
3 (Xo)
Ainsi, on abien Vf(Xy) = AVg(Xp) avec A =

1.3.6 REMARQUE
Si P est un extremum lié, on a Vf(P) parallele a Vg(P). La réciproque
n’est pas vraie. Nous avons une condition nécessaire mais pas suffisante.
C’est I'équivalent de la nullité de la dérivée pour les extrema libres : en un
extremum libre la dérivée est nulle mais la dérivée peut étre nulle sans que
la fonction ait un extremum (penser a x — x3en x =0).
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EXEMPLE. Déterminer les extrema de f(x,y) = xy sur le cercle d’équation
x?+y?=8.

Le cercle étant un compact de R? et f une fonction continue, les théo-
réme généraux nous garantissent 1’existence d’un maximum et un mini-
mum de la restriction de f au cercle.

On pose g(x,y) = x> +y>—8. Alors, Vf(x,y) = (y,x), Vg(x,y) =
(2x,2y).

Pour déterminer les points critiques de f(x,y) restreinte a la condition
g(x,¥) = 0 en utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on
doit résoudre le systéme :

9 _ (% _
_ ox — ‘Tox y—Z/\X
X, =
8 Yy g(x,y)zo x2+y2:8

On observera, que se systéme impose que les solutions (x, y) vérifient
x # 0 ety # 0, en effet, si par exemple x = 0, alors la premiere équation
entraine que y = 0, mais ceci est impossible puisque le point (0,0) n’est
pas sur le cercle. Par suite A # 0. La division membres a membre des deux
premieres équations donne £ = f = y? = x%. Comme x*> + y*> = 8, on
aura x>+ x> =8 = x> =4 = x = £2. De méme on trouve y = +2.
L’ensemble des points critiques de la restriction de f a x> + y* + z2 = 8, est

{(=2,-2),(=2,2),(2,-2),(2,2)}.

I ne reste plus qu’a comparer les valeurs de f en ces points :

[ &y | (22 | (23 | @79

(2,2)

f(xy) 4 —4 —4

4

nature du point | maximum global | minimum global | minimum global

maximum global

Exercice Maximiser x?y?z? lorsque x% + y2? + z2 = 1.

EXEMPLE. On se propose de déterminer le parallélépipede ayant le plus
grand volume, qu’on peut inscrire a I'intérieur de 'ellipsoide d’équation

x* +2y* 4+ 922 =1,

dont les cotés a,b et c soient paralleles aux axes Ox, Oy et Oz respective-
ment.
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On pose a = 2x,b = 2y et ¢ = 2z avec (x,y,z) € ([0, +00[)>. On veut
alors maximiser la fonction "volume" f(x,y,z) = abc = (2x)(2y)(2z) =
8xyz sur la partie de l'ellipsoide S = {(x,y,z) € ([0, +o0[)? | x? +2y* + 92> =
1}. On va utiliser pour cela la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

On va résoudre alors le systeme

8yz = A2x
Vf(x,y,z)) = (8yz,8xz,8xy) = AVg(x,y,z) = A(2x,4y,19z) — 8xz = My
X2+ 2y? +922 = 1. 8xy = A18z

X242y +922 = 1.

Considérant les deux cas, A = 0 ou A # 0.Si A = 0 alors au moins
deux des coordonnées x,y et z sont nulles, d’ot1 le volume est nulle, c’est
un minimum, mais pas un maximum. On doit donc supposer A # 0 et
toutes les coordonnées non nulles. On peut donc considérer les quotients;

ona:
8yz _y _ 2Ax _ x 8yz _z _ 2M\x X

8xz  x 4Ay 2y’ 8xy x 18z 9z

D'ot1 2y? = 922 = x? et la contrainte x> + 2y* + 922 = 1, donne alors

22+ x2+x%2 = 1ie 3x2 = 1. Comme x est positif, I'unique solution a

: _ 1 oy — L ooty —
retenir est x = /3 par suite y 76 etz

‘H

343"
o by A 2 p 2 g 2
Ainsi, le parallélépide est de coteZS, az— \2/3, b . 7 etc 33
et le volume maximal est abc = NNV AEN AN

1.3.3 Généralisation a plusieurs contraintes :

On cherche les extrema d’une fonction f sur I'ensemble S défini par
g1 =g = ... = g = 0, toutes les fonctions considérées étant de classe C'.
Pour que les choses marchent il faut généraliser I’hypothése avec une seule
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contrainte. On fait Irajoute la condition : que les gradients des fonctions
g1 = g2 = ... = gk soient linéairement indépendants.

THEOREME (MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE)

Soient f et g1, .. .,8k k + 1 fonctions de R” dans R de classe C! telles que les
vecteurs Vg1, ..., Vg, soit linéairement indépendants sur ’ensemble S défini
par

21(X) = .. = gu(X) = 0.

Alors si f admet un extremum lié sur S en X, le vecteur, V f(Xy) est com-
binaison linéaire des vecteurs V g;(Xo) i.e. il existe des nombres réels Ay, ..., Ax
tels que

k
Vf(X()) = ; /\lVgl(Xo)

Les nombres réels Ay, . .., A, sont appelés des multiplicateurs de Lagrange.

Exercice Déterminer les extrema de f(x,y,z) = x> +y? + z* sous les contraintes
g1(x,y,z) =x*+y* —z22=0etp(x,y,z) =x+y—z+1=0.
REMARQUE

¢1(x,y,2) = x* +y? — 22 = O est'équation d"un cone ( double) et g2 (x,y,z) =
x+y—z+1=0estcelle d'un plan, alors g2(x,y,z) = g2(x,y,z) = 0 est
I'intersection de ce cone avec ce plan, dans ce cas on obtient une hyperbole
dans l'espace (voir figure )
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f(x,y,z) = X2+ y*>+2%> = |(x,y,2)||* est le carré de la distance de
(x,y,z) al’origine (0,0,0). Comme 1’hyperbole a des points de norme arbi-
trairement grande, f n’aura pas de maximum, par contre elle atteindra son
minimum sur 'hyperbole S = {X € R® | ¢1(x,y,z) = ¢2(x,y,2z) = 0}.

On va utilisant la méthode des multiplicateus de Lagrange. On va ré-
soudre le systéeme

Vf(xyz) =AVgi(xy,z) +uVgi(xy,z)
72 = x* + 12
z=x+y+1

(2x,2y,2z) = A(2x,2y, —2) + u(1,1, —1) = (2Ax + 1, 2Ay + p, —2Az — )
22 = x* +y?

z=x+y+1
(2x = 2Ax + 1 2x(1—A) =p
2y =2Ay +p y(1=A) = p
= 22=-2Az—pu <= 2z(14+A)=—pu
22 =22 42 22 =32 42
z=x+y+1 z=x+y+1

On va maintenant, déterminer les solutions de ce systeme.

SiA =1,alors p = 0 et comme 1+ A = 2 la troisieme équation donne
nécessairement z = 0, puis la quatriéme équation donne x? + y*> = 0, dou
x =y =z = 0, mais (0,0,0) n’est pas solution de la cinquieéme équation
x+y—z+1=0,alors on ne retient pas ce point.

De méme, si A # 1 et u = 0, on trouve 1'unique solution (0,0,0), qu’on
ne retient pas.

Supposons maintenant, que A # 1, alors  # 0. En prenant le quotient

de 2x(1—A) = p par 2y(1 — A) = p on obtient § =1, d’ou , alors

2 — x2 + 12, nous donne 22 = 2x? —> |z = £2x|

z

- si z:\fo,x+y—z+1 =0 = x+x—V2x+1=0 =
(2—\/§)x:1,d’of1x:—1—%parsuitelasolutionest

(x,9,2) =| (-1 — ?,—1 - \f,—\fz— 1)
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1.3.13

siz:—\@x,x+y—z+120 - x+x+\@x+1:0 -
(2+ﬁ)x:1,d’oﬁx:—1—|—%parsuitelasolutionest
ﬁ \[\f 1)

On va maintenant comparer les valeurs de f en ces points pour détermi-
ner le minimum de f sur S. On a

2 27 2

2 2
f<—1—\/§,—1—ﬁ —1—f2> = (—1—\@) +<—1—*§> +(—-1—V2)?

= <1+xf2+;> + <1+ﬁ+;> +(14+2vV2+2) =6+4V2.

et

27 2 2

f<—1+ﬁ— \2[ 1+\f> (—1+ﬁ>+<—1+ﬁ> +(-14v2)?

= <1—f2+;>+(1—f2+;>+(1—2\/§+2)=6—4\/§-

La plus petite valeur étant 6 — 4/2, f atteint un minimum global sur S

2 2
au point (—1 + \2[, -1+ \2[, -1+ \@) .

REMARQUE N V2

En fait, on a montré que <—1 + X -1+ X 142 ) est 'unique

point de I'hyperbole qui est le plus proche de l'origine (0,0, 0).



Deuxieme partie

Intégrales multiples
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1. Rappels sur l'intégrale de fonctions d"une variable réelle (Intégrale de
Riemann )

2. Intégrales doubles
3. Intégrales triples

4. Applications : Calculs d’aire, de volume, moyenne, centre de gravité
et moment d’inertie

1.4 Une introduction a la mesure

1.4.1 Mesure des figures canoniques

— Sil; = [a1, b1] (un segment), avec —oo < a7 < by < oo, alors sa
longueur A4 (ly) = by —a3.
— Si I, = [ay,b1] X [a2, ba] (un rectangle)
b A

an

7 b Glors son aire Ao(l) = (b1 —ay) X (by — a).

— Plus généralement, si d est un entier > 3 et

d

la = [ Tlai, bi] = [ar, 1] x - - x [ag, ba]
i=1

avec a; < b; pour tout i (un parallélépipede en dimension d),
— alors son volume ( en dimension d) est égal a :

U

Ad(ld) = H(b] —11]') = (bl — 111) X X (bd —lld).

Remarques

— les points ont une longueur nulle :

— eneffet {a;} = [a1,a;], par suite A;({a1}) =a; —a; =0

— Par conséquent : Aq([a,b[) = A1(Ja,b[) = A1(Ja,b]) = A1([a,b]) =
b —a.

— tout segment de droite a une aire nulle car

)\2({&11} X [az,bz]) =0x (bz — a2) =0.

— Plus généralement, les parallélépipedes ( ou pavés droits) de IR9~!
ont un volume nul pour la mesure de R,
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— Une figure élémentaire J est une réunion finie de parallélépipedes
canoniques disjoints J1, Jo,..., J, de R4,
(ou les intersections sont de dimension < d — 1)

— Additivité disjointe :

T= L0 = Aal) = M) + -+ Agl) = Y Aalli) -
i=1 i=1

Le symbole |_| désigne une réunion disjointe c-a-d une union d’en-
sembles deux a deux disjoints.
— Invariance par translations :

pour tout vecteur v € R?, Ay(J +v) = Ay4(]).

— Plus génétalement : Invariance par isométrie : Soit & : RY — R? une
isométrie (application qui préserve les distances) alors

Aa(h(])) = Aa(]) -

— Utiliser les regles précédentes pour se ramener a des figures élémen-
taires.
— Exemple : le calcul de 'aire d'un triangle de base b et de hauteur h

M) = () = Ly (T = L)

2 2 2

Ag(ﬂ):%bxh.

b

1.4.2 Le probleme de la mesure

— Pour des figures encore plus compliquées, la regle d’additivité doit
étre étendue en additivité dénombrable disjointe (ou c-additivité) :

J= Uleln = Ad(]) = Z /\d(]n) .
n=1

— Idée : approcher une figure arbitraire par des réunions dénombrables
de figures plus simples dont on sait calculer le volume.
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— Exemple : le calcul du périmetre et 1’aire d’un disque a l'aide de

1.4.1

polygones réguliers.

Le probléme suivant concerne le lien entre découpage et mesure (de
I'aire ou du volume).

On appelle isométrie est une transformation qui conserve les lon-
gueurs ( les aires, les volumes). Par exemples, les translations, les
rotations et les symétries sont des isométries.

DEFINITION

Soient A et B deux parties de R?. On dit qu’elles sont équivalentes

par découpage et recollement (ou équivalentes par puzzle) s’il existe

une partition finie de A (resp. de B),
A:A1UA2U--'UAn(reSp.B:BlLJBzU"'UBn)

et, pour chaquei = 1,2, ..., n, une isométrie g; telle que

gi(Ai) = B;

Autrement dit, on a découpé A en n morceaux A, ..., Ay, ona
déplacé ces morceaux et on les a recollé pour reconstituer B, le tout,
bien entendu, sans perte ni chevauchement

« N\ AN
A B

Question : Il est facile de voir que deux parties équivalentes par
découpage et recollement ont méme aire (dans le plan) ou méme
volume (dans I’espace). La question qui se pose est celle de la réci-
proque : si deux parties du plan ont méme aire, peut-on passer de
I'une a l'autre par découpage et recollement ? (Ou encore : existe-t-il
un puzzle passant de l'une a l’autre?)

La question est identique pour deux parties de méme volume dans
I'espace.

Les réponses sont différentes entre le plan et I’espace.
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1.4.2

Deux parties du plan, de méme aire, sont équivalentes par décou-
page et recollement :

THEOREME

Théoreme[Bolyai, 1832, Gerwien, 1833)] Soient A et B deux poly-
gones du plan qui ont une méme aire.

Alors A et B sont équivalents par découpage et recollement.

1.4.3

Idée de la preuve : On découpe A en triangles Ty, Ty, . .., T. On montre ensuite que chaque triangle T; est équivalent a un
rectangle R; de méme aire et dont un coté est de longueur 1. On obtient alors un rectangle R équivalent a A en mettant bout

a bout tous les R;. On fait de méme pour montrer que B est équivalent a R.

2w

Le résultat est faux dans 1’espace. On montre que le cube unité n’est
pas équivalent par découpage et recollement au tétraedre régulier (
de volume 1).

Le probleme de la mesure :

Existe-t-il une application non-nulle m : P(RY) — [0, +oo], oi1
P(IR?) désigne 1'ensemble des parties de RY, telle que :

1. m(@) = 0, ot @ est I'ensemble vide

+o0 +o0
2. m( |_| Jn) = Z m(J,) , ott, pour tout n € N, J, est un sous-
n=0 n=0

ensemble de R?

3. m est invariante par isométrie

4. m([0, 1]9) =1

une telle application est appelée mesure universelle ( elle permet de
mesurer toute partie de R? )

Question : existe-t-il dans l'espace IR une mesure universelle (défi-
nie pour toutes les parties bornées), non nulle, simplement additive
et invariante par isométries ?

La réponse est non et cela est une conséquence de ce qu’on appelle
le paradoxe de Banach-Tarski :

THEOREME (BANACH-TARSKI, (1924))
Soient A et B deux parties bornées d’intérieur non vide de IR®. Alors,
il existe des partitions finies de
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A=A 1UAU---UA,etB=BiUByU---UB,
et pour chaquei = 1,2, ..., n, une isométrie g; telle que

gi(Ai) = B;

— Autrement dit, on peut découper A en un nombre fini de morceaux
(certainement pas simples!), les déplacer, et reconstituer B avec ces
morceaux (un puzzle).

— On pensera par exemple au cas suivant : A est une pomme et B est
la lune.

— On montre méme que pour passer d'une boule de rayon donnée a
deux boules disjointes de méme rayon, il suffit d"un découpage en 5
morceaux. On peut par exemple dédoubler la terre en la découpant
en 5 parties puis en les rassemblant.

— Il y a certainement dans cette partition des morceaux qu’on ne peut
pas mesurer, sinon le volume de la terre serait égal a son double ce
qui donne 1 = 2 et cela est absurde.

— a noter que ces découpages ne sont pas réguliers; un tel décou-
page ressemblerait un peu a ceci (les éléments d'une méme couleur
forment une piece du Puzzle)




Chapitre 2

Rappels sur l'intégrale de
Riemann

2.0.1 DEFINITION (DEFINITION DE L'INTEGRALE)
— Soit f : [a, b] — R une fonction.
On appelle somme de Riemann
associée a f, n et x;, la somme v

S0= ) faiar =" fxp)

i=1 i=1
b—a

[yl

ot Ax = T4, x; = a+ilx

et xj est un point quelconque de
[xi,L xi]

2.0.2 THEOREME

Si f est continue, alors la suite (S,) converge (indépendamment du
choix des x7). On appelle intégrale ( au sens de Riemann) de f sur

[a,b], 1a limite de cette suite, et on note

/bf(x)dx = lim if(xj‘)Ax

n—r+o00 =

37
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b
L'intégrale / f(x)dx est laire
du domaine délimité par le
graphe de f et I'axe des abscisses.

2.0.3 REMARQUE
Cette définition est valable aussi pour les fonctions continues par mor-
ceaux sur [a,b] c’est-a-dire les fonctions continues sauf en un nombre fini
de points ou elle admettent des limites a droite et a gauche.

Ce qui suit donne la définition (générale) des fonctions intégrable au
sens de Riemann, qui inclus un plus grand nombre de fonctions, par exemple
les fonctions monotones sur [a, b].
1
— En utilisant la définition, on va calculer / xdx

0
— Dans ce cas,ona:

a=0,b=1, f(x) :x,Ax:%etonprendxj‘ = x; :%alors

1& i 1¢&i 1 ¢, 1 nn+1l) nn+1)
S e — _ — —_ = — _ — —
! n;f(n) n;n nzgl e 2 2n?
1
— D'olt, | xdx = lim S5, = lim L—'—l) :1
n——4oo n——+oo 2712

0
2.0.4 REMARQUE
— On a utiliser le résultat suivant : pour tout entier naturel m on a

m(m+1)

> a démontrer en exercice!

m
S ki=1424m=
k=1

Plus généralement

2.0.5 DEFINITION
On appelle subdivision d'un intervalle réel [a, b] toute famille finie ¢ =
(a;i)o<i<n d’éléments du segment [a, D] telle que :

a=agp<m<...<a,=b
On appelle pas (ou diametre) de la subdivision ¢ le réel positif

0= a; — a;_
112%( i—ai-1)
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a = aop ai a as as as an=0>b
j:ts j2 j3 j4 ;j5 te

2.0.6 DEFINITION
Définition des sommes de Riemann
— Soit f : [a, b] — R une fonction d’une variable, ¢ = (4;)o<j<, une
subdivision de [a, b] et des points x1, ..., x, tels que x; € [a;_1, a;] :
— La somme de Riemann de f associée a la subdivision ¢ et aux points
X1,...,%X, estla somme (finie)

a=a a & a3 A 3 an=>b
15 2 3 Xa 5

><\/

— _|_ —

2.0.7 DEFINITION
Soit f : [a, b] — R. On dit que f est intégrable (au sens de Riemann)
si
lim S(f,o,x;)

6—0
n—+oo

existe, est finie et ne dépend pas du choix des x;. Dans ce cas

/bf(x) dx := 161£101 S(f,o,xi)

n—+o0o
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2.0.8 THEOREME
Les fonctions continues par morceaux, en particulier les fonctions
continues, sont des fonctions intégrables. Les fonctions monotones
sont des fonctions intégrables.

1sixeQ

La fonction f : R — R définie par f(x) = _
Osix € Q

2.0.9 REMARQUE
{ n’est pas inté-

grable au sens de Riemann.

b
/ f(x) dx = Aire algébrique

b
/ |f(x)| dx = Aire géométrique
a

4 \
/ \

T I

T
—
X

Bt O\

2.1 Techniques de calcul

1. Une primitive de f sur [a, b] est une fonction F dérivable telle

2. pour calculer une intégrable il suffit de connaitre une primitive

2.1.1 THEOREME (FONDAMENTAL DU CALCUL INTEGRAL)
Si F est une primitive de f sur [, b] alors

[ £l ax = Fo) - Fla)
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— "Lu al’envers”, un tableau de dérivées est un tableau de primitives
(@ une constante pres) .

— Le calcul d"une primitive consiste souvent apres quelques transfor-
mations a “reconnaitre” une des fonctions du tableau :

Définie sur I f F(x) = /f(x)dx
a+1
_ +_ x _ X
R — {0} ou R" — {0} | x*, (a« <Oeta # —1) P
N 0 . =0 Py
R ou R™ — {0} x,(o;_) )
R — {0} < In(|x])
1
R~ {~a) - in(x +a)
R e™, (a #0) 67
Définie sur I f F(x) = /f(x)dx
R sin(x) —cos(x)
R cos(x) sin(x)
R sin(ax +b), (a # 0) _COS((Z;C +b)
R cos(ax +b), (a #0) W
R — {g +km, ke Z} tan(x) —In(| cos(x)|)
R — {krt, k € Z} cotan(x) In(] sin(x)|)
Définie sur I f F(x) = [ f(x)dx
T 1 _ 5
R — {5 +km, ke Z} 03] 1+ tan”(x) tan(x)
R — {kmt, k € Z} % = 1+ cotan?(x) — cotan(x)
sin”(x)
1
R 7 —1ix2 arctan(x)
|—1,1] \/1_17 arcsin(x)
-1,1 — arccos(x
- s )
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f F(x) = | f(x)dx
i mEL] G
%’ In |u|
G 2Vu
u'cosu sinu
u'sinu —cos u

Intégration par parties

Soient f et ¢ deux fonctions de classe C! sur un intervalle I,
De la régle de dérivation d"un produit

(fe)' = flg+ 18 < f¢' =(f8)' ~fg
En intégrant, de part et d’autres de cette égalité, on obtient

[ Fg 0z = [ (F)g(0)dx— [ £(x)g(x)dx

nous déduisons la formule d’intégration par parties

[ F0g = F)300) = [ £(x)g(x)dx

onaaussi| [ f/(x)g(x)dx = f(x)g(x) — [ f(x)g/(x)dx

2.1.2 EXEMPLE. Example
Soit a calculer / In(x) dx.

Enmwm{ﬂwmu>:ammi
g'x)=1 = g(x) =x
on obtient/ln(x) dx = xIn(x) — / dx =xIn(x) —x+C

ou C est une constante.

2.1.3 EXEMPLE. Exemple d’intégration par parties successives
Soit a calculer [ sin(x)e” dx.
En posant f/(x) =sin(x) = f'(x) = cos(x)
g'(x)=e — g(x) = ¢
on obtient [ sin(x)e* dx = sin(x)e* — [ cos(x)e” dx.
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Ce n’est pas fini : il nous reste a calculer une primitive de cos(x)e*,
on utilise pour cela encore une intégration par parties.
En posant {u/(x) = cos(x) = u'(x) = —sin(x)
v'(x) = e* = v(x) =¢"
on obtient [ cos(x)e® dx = cos(x)e* + [ sin(x)e” dx.
Ainsi, [ sin(x)e* dx = sin(x)e* — cos(x)e* — [ sin(x)e* dx,
par suite 2 [ sin(x)e* dx = sin(x)e* — cos(x)e* d’ott

fsin(x)ex dx — sin(x)e";cos(x)e* _ e"(sin(x)z—cos(x))‘

2.1.4 EXEMPLE. Exemples
T
— Calculer/ tsin(t) dt
0

— Faisons une intégration par parties en posant u = t et v/ = sint,
d'ouu’ =1etv = —cost. Ainsi,

T T
/ tsintdt = [—tcos t]g+/ costdt = —rcos(7t) + [sint]f = —rmcos(rr) = 1.
0 0

1) Changement de variable

— (Intégration par changement de variable) x = u(t) alors

[ feax= [ flattyu oy

ot u : [c,d] — R est une fonction de classe C! telle que u(c) = a et
u(d) = b.
2.1.5 REMARQUE

— Laméthode d’intégration par changement de variable n’a d’autre
but que de remplacer une intégrale compliquée par une intégrale
plus simple.

— La difficulté majeure consiste a trouver le changement de va-
riable qui convient. Il faut essayer de choisir u égal a une cer-
taine fonction qui apparait sous le signe d’intégration et dont la
dérivée s’y trouve aussi a un facteur constant pres.
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2.1.6 EXEMPLE. Calcul de I'aire du disque unité.

2y = V1 — x?
@D
] ~

Aire du demi-disque D" est égale a l'intégrale de la fonction f(x) =
V1 — x2 sur l'intervalle [—1, 1].

— Aire (D) = 2Aire (D*) = 2/ V1 — x2dx

— On va utiliser pour cela le changement de variable : x = sint pour

fel s 71]
2" 2
— Alors dx = cost dt et puisque V1 —x2 = coston aura
/2 cos(2 1
Aire ( —2/ cos’t dt = 2/ cos( t )+ ——dt
/2 /2

1 . T
= [E sin(2t) +t]"22/2 (O+ -0+ E) = T.



Chapitre 3

Intégrales doubles

Soit D un domaine compact de R? a bord 9D, qui est une courbe C
paramétrée par des applications injectives de classe C! (ou une réunion
finie de telles courbes.)

On appellera un tel domaine, un domaine régulier (ou a bord régulier).
Le probléme de la restriction (a ce type de domaine), ne se posait pas pour
la dimension 1 puisqu’on y intégré des fonctions définies sur des inter-
valles.

Soit f(x,y) une fonction a deux variables sur un domaine régulier D. Sup-
posons que f soit continue sur D (avec son bord 0D = C).

On va maintenant définir I'intégrale de f sur le domaine D, on va procéder
comme en dimension 1, par "découpage et échantillonnage".

Comme D est borné on peut l'inclure dans un rectangle R = [a,b] x [c,d].
Maintenant, pour tout n entier > 1, on divise R en petits rectangles R;; de
taille % X % paralleles aux axes Ox et Oy et on ne considére que les rec-
tangles R; ; contenus dans D (sur la figure S;;; est l'ensemble des rectangles
contenus dans D)

D

\ |~

\l N
/ Sint >

oD

Notons M; ; un point de R; ;. Considérons la somme Riemann (double)

45
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3.0.3
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(sur les indices (i, j) tels que R;; soit contenu dans D)

5. = LmM=D) v gy,

R,‘jCD

Notons que % est l'aire du rectangle R; ;.

DEFINITION
On dit qu'une fonction est intégrable si lim,,_, 1« S, existe.
On appelle l'intégrale double de la fonction f sur le domaine D cette

limite, et on la note
//D f(x,y)dxdy.

Nous admettrons le résultat suivant :

THEOREME
Toute fonction continue f : D — R sur un domaine compact D est inté-
grable.

REMARQUE
Cette définition est valable pour une fonction différentiable sur ce domaine,
puisqu’elle est alors continue.

Interprétation géométrique : Supposons que la fonction f soit positive.
Notons S = {(x,y,z) € R¥|z = f(x,y)et(x,y) € D} le graphe de f
au-dessus de D. Cette surface et les paralleles a Oz menées par les points
du bord 9D limitent un domaine Q dans R>. L'intégrale I est le volume
de ce domaine. En effet, le volume limité dans () par le rectangle R;; et
les plans paralléles a Oz qui s’appuient sur son périmeétre a pour valeur

approchée f (Mi,j)w. La somme w Y f(M;) re-
n n Rl‘]'CD
présente une valeur approchée du volume de ). La limite I est le volume

exacte de Q).
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e

W Re dang le — -

ST 1 45-1 2

Le cas out D est un rectangle : Soit f : D — R une fonction continue
sur le rectangle D = R = [a, b] x [c, d]. Dans ce cas utilise tous le rectangles
du découpage c-a-d tous les indices (i,j), donc0 <i<net0 <j<mn.

D’apres ce qui précede, I'intégrale de f (au sens de Riemann) est la limite
des S, (f) :

oﬁAx:%,Ay:%,
xi=a+iAx (0 <i<n),
yp=c+jAy (0<j<mn)

M;j = (xi,y)
d’out
B (b—a)(d—rc) b—a d—c
//fx ydxdy n1—1>I-&I-loo 1’12 ];nf a+ti n ’C+] n

1<j<n

3.0.4 ExeEMPLE. En utilisant la définition, on va calculer / /[ } (2x +y)dxdy.
01

x[0,1]

Dansce cas,ona R = [0,1] x [0,1],a =c=0,b=d =1, f(x,y) =

2x +y, alors
. 1 oo .
U CHEEIN CRs)
i=1j=1 i=1j=1
B A R | nn+1)\ 3n+1
_le<2i_1l+;]>_nz nn+1)+ 2>—2 p

o 3n+1 3
A1n51//Df(x,ydxdy— 11m Sy _ngTooE =
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3.0.5 REMARQUE
On a utiliser pour faire les calculs, le fait suivant : pour tout entier naturel
mona

i m+1)

3.0.1 Propriétés des intégrales doubles :

Soient D un domaine (fermé et borné) de R?, f : D -+ R, g : D - R
deux fonctions continues alors :

- [[pcf (x,y)dxdy = c [ [, f(x,y)dxdy pour tout réel c.

ffD (x,v) + g(x,y)) dxdy = ffD xydxdy—i—fngxydxdy
3. Si D = Dy U D5 et l'aire de D1 N D, est nulle, alors

/ /Df(x,y)dxdy: / /D ] f(x,y)dxdy + / /D 2 f(x,y)dxdy

. Si f(x,y) > g(x,y) pour tout (x,y) € D alors

/ /Df(x,wdxdyz / /D g(x,y)dxdy.

En particulier, si f > 0 pour tout (x,y) € Dalors [ [, f(x,y)dxdy > 0.

: Ufo(x,y)dxdy\ < [Jp If(x,y)| dxdy.

Calcul d’aire : L'aire de D est I'intégrale double sur D de la fonction
constante égale a 1

N =

.

o wl

Airede D = // dxdy
D

3.0.2 Comment calculer une intégrale double?

La définition de la suite des sommes de Riemann, ne permet de calculer
facilement I'intégrale double en général. Nous allons voir que pour calculer
l'intégrale on va se ramener au calcul de deux intégrales simples.

3.0.6 EXEMPLE.
Soit f(x,y) =1—x>—y?etD ={(x,y) [ x> +y*> <letx >0,y >0}
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Dans le domaine D, pour x € [0,1] fixé, f(x,y) est une fonction de la

variable y ety € [0, V1 — x?]

Alors, /Omf(x,y)dy = / (1—x*—y*)dy = [(1 —x?)y — 3/33]0 o =
a-imei- Y Sy
Ainsi, // f(x,y)dxdy = / (/ y)dy) dx = /01 %(M)%ﬁc =

3 / x2)3dx. On fait le changement de variable x = sin(t), par suite

t € [0, 5] et dx = cos(t)dt. d’on, fo (V1 —x2)3%dx = f7 cos*(t)dt.
La linéarisation de cos*(t), donne cos*(t) = % + COS(Zt) + et fo V1—x2)3dx =
f% COS4( fol c0584t) + cos2(2t) )dt _ %

3 T
Finalement, // f(x,y)dxdy = = >< =3

V1—x2

3.0.7 DEFINITION
Un domaine élémentaire D est un domaine du plan de 1'une des formes
suivantes :
1. R=1[a,b] x[c,d] ={(x,y) e R®a<x<betc<y<d}, dans ce cas
on dit aussi que c’est un rectangle de IR?
2.D={(xy) eR*a<x<betc(x) <y <d(x)} oiles fonctions c et
d sont continues. On dira que D est un domaine type I (ou domaine
en piles).
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Y.

d(x)y - —= "
c(x ﬂ©

PR 2

3. D = {(x,y) e R* c<y<deta(y) <x<b(y)} ot les fonction a :

[c,d] - Retb: [c,d] — R sont continues. On dira que D est un
domaine type II (ou domaine en tranches).

x

a(y) 2Y6%)

3.0.8 REMARQUE
Un rectangle est un domaine qui est a la fois de type I et de type II

3.0.3 Calcul d’intégrales doubles a I'aide d’intégrales simples

3.0.9 THEOREME (THEOREME DE FUBINI SUR UN RECTANGLE)
Soit f : D — R une fonction continue et D = [a, b] X [¢, d] un rectangle.
Alors

[ s vyasay = [ ([ an)ax= [7( [ 5t max) ay

3.0.10 COROLLAIRE
En particuliersi f(x,y) = f1(x) f2(y) (variables séparées) on a :

b d
//[a,b]x[c,d] fl(X)fZ(y) dxdy B /a fl (x)dx/c fz(y)dy
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THEOREME (THEOREME DE FUBINT SUR UN DOMAINE DE TYPE I (OU INTEGRATION EN "PILES") )
Soit D un domaine de R? défini par

D={(x,y) eR*|x€a bletc(x) <y <d(x)}

ot ¢ et d sont deux fonctions continues sur [a, b]. Soit f : D — R une
fonction continue, alors

//Df(x, y) dxdy = /ab </cj:)f(x, y)dy> dx

THEOREME (THEOREME DE FUBINI SUR UN DOMAINE DE TYPE II (OU INTEGRATION EN "TRANCHES"))
Soit D un domaine de IR? défini par

D={(x,y) eR*y€[c, detaly) <x<by)}

ot a et b sont deux fonctions continues sur [¢, d]. Soit f : D — R une
fonction continue, alors

//D f(x, y)dxdy = /Cd (/:y()y)f(x, y)dx) dy

a(y) b(y)
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3.0.13 EXEMPLE ( DE CALCUL D'INTEGRALES DOUBLES). .

1
) 1 7'(/2
// xcosydxdy:/ de/ oSy &
[0,1]x[0,7/2] 0 ’
x2 ! 71/2 1
(gl
2)
142 2 1
dxd —/ 1+ x%)d / ?
//[][01]1+y ¥= Jy OO o
312 . 8, /n
_ [x+ 3]0 larctan(y)], = (2 + g)(Z) T 6

3) // (x*y — 1) dxdy = / /xy—ldy)dx
[~1,1]x[0,1]
5

—/ —y|bdx = /1(1x2—1)dx—[1x3—x]1 =—=
y y - 1 2 - 6 -1 — 3

3.0.14 REMARQUE
On aurait pu opérer de cette maniere :

— 1) dxd / dxd // dxd
//[11] [01](xy ) dxdy = /11] [Ol]xyxy [11 x[0,1] ¥y

3
2 X y 2 1,
_/ dx/ydy Aire([-1,1] x 0,1]) = [Ty x (LR -2=5 x5 -2 =
%_2__9__5
6 6 3

3.0.15 EXEMPLE. Soit a calculer I'aire de D la partie bornée de R? délimitée par la
parabole d’équation, y = x? et la droite y = 1.

NAI

y=1

X

On peut représenter D par D = {(x, y) € R?|x € [-1, 1], ¥* <y < 1]},
c’est un domaine de type L.
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1 /1
Par Conséquent:/ dxdy :/ (/ dy)dx
-1

= [Lhdx= [ (1—x%)dx
- [~ |

1 1 2 4
— [y — —43 —(1=2 =
- ['x x ]—1 (1 ) ( 1 + 3) 3 3'
3.0.16 EXEMPLE. Calculer l'intégrale // (x* + y*)dxdy ot D est le triangle de
D

sommets (0,1), (0,—1) et (1,0).
Pour cela on décrit D comme un domaine de type I:
D={(x,y) eR?|0<x<1,x—1<y<1-x}onaura

// x* 4 y?)dxdy = / (/ x2+y2)dy>dx—/ [x? y+ dx—2/ 1_3x>3)dx

ot (1-xt, 11 1o 4-3+10 4 1
=23y hEAG 000 ) =2 = =g

3.0.17 EXEMPLE. Soit a calculer // (x> +y*)dxdy ou D = {(x, y) € R*|y €
D
[0, 1], y < x < /y}, c’est un domaine de type IL

y

1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

On a alors

//D(x2 +y?)dxdy = /01
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ey

[avEs
EXEMPLE. Onveutcalculer I = / / ?dydx, on sait que I existe puisque
0 Jx

la fonction a intégrer est continue, par contre comme y — % n’a pas de pri-

mitive (qui s’exprime avec les fonctions élémentaires) on ne peut la calcu-

ler, une solution comme c’est une intégrale double, c’est d’échanger 1’ordre
d’intégration :

1) le domaine d’intégrationest D = {(x,y) |0 < x < letx <y < /x} (de
type I), qu’on peut écrire en domaine de type II, D = {(x,y) |0 < 1 <
yety? <x <y}

2) Alors

T= [ Laxdy = [ L=y = [ (= yet)dy = [—yet +2¢Y]3
—/O/yZyxy—/Oy(y—y)y—/o(e—yE)y—[—y6+e]o
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Intégration sur un domaine réunion de domaines élémentaires

Si D C R? n’est pas un rectangle et ne peut étre défini en utilisant les
graphes de deux fonctions, on décompose si possible, D en domaines du
type I et II et on utilise ensuite la propriété 3.

Si D est réunion de deux domaines D; et D, et que D; et D; ont une
intersection vide, ou contenue dans leur bord (autrement dit, les intérieurs
des deux domaines ne se rencontrent pas).

Dans ce cas, si f : D — R est une fonction continue sur D on a

//Df(x, ) dxdyZ//le(x, Y) dxdy+//D2f(x, y) dxdy

3.0.19 EXEMPLE. Soit D = {(x,y) € R?| —2<x< % flet —2<y< = +3}

. \Z ZS

Alors D =DyUDjyavecD; = {(x, y) € D|x € [-2,2],2<y < _Tx2 +3)}
et
Dy={(x,y) €Dlye[-22, 2<x< ¥ +1]}

2
Parconséquent:// f(x,y)dxdy:/ (/
D —2°J2

3.0.20 EXEMPLE. Quelle est 'aire du domaine D = {(x,y) € R?|y? +2y < x <
y+2}?
Un calcul nous donne les ordonnées des deux points d’intersection des
courbes x = y?> 4+ 2y et x = y+2,soity = —2 et y = 1. En utilisant une
intégration par tranches, on aura

2
U
!

f(x,y>dy)dX+/_22(/ f(x,y)dx)dy

-2

42
SR

1 y+2 1 3 2 1 9
Aire(D) =/ /y dxdy:/_z(y+2—y2—2y)dxdy= [—y?)—yzqtzy} N

-2 Jy2+2y
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REMARQUE
Le calcul de l'aire de D par piles est moins simple, il faudrait résoudre

y? 4 2y = x pour trouver les bornes d’intégrations et faire un découpage
de D.

EXEMPLE (VOLUME D’UNE BOULE DE RAYON R). Soit une boule de rayon
R > 0, par translation on se rameéne a Bg = {(x,y,z) € R3|x? + y*> + 22 <
R?}, 1a boule centrée en 'origine et de rayon R > 0. D’autre part

Volume(Bg) = R>.Volume(B;),

il suffit donc de calculer Volume(B ).
Par symétrie, son volume est égal au double de celui de la demi-boule
supérieure

B = {(x,y,z) e R¥|x* +y*+2* < 1,z > 0},

(qui forme le volume délimité par le graphe de la fonctionz = /1 — x2 — /2
et le disque x% + 2 < 1)

//]

ou D1 = {(x,y) € R?| x? + y*> < 1} est le disque de rayon 1.

On peut représenter D1 comme un domaine de type I,

Di={(x,y) eR?|xe[-11], —V1-x2 <y <V1-#]},
d’ott : Volume(B;) = 2 / ( / mdy> dx
ST NS R e
y

=sint, —— < t < —,onaurady = V1 —x%costdt et

V1—2x2 2 2

2
1—&7:cost.

En posant
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y
1 — x2
D X
— /1 — x2

1 Vi-a? 2
— Vi 22y f1- Y
Volume(By) 2/_1dx/_ — 1—x24/1 1 _xzdy

1 7/2
:2/ dx/ v/1—x2cost\/1— x2cost dt
1

—/2
1 /2
= 2/ (1- xz)dx/ cos’ t dt
-1 —7/2
/2 m/2 cos(2t) + 1 U
: 2
uisque cos“tdt = / ———dt = —.
p 9 /—n/Z —7t/2 2 2
! 1 4
Volume(By) = 7 [ (1= )dx = il — 2L, = |
-1
par suite
47R3
Volume(Bgr) = 7; .

On verra, qu'avec un changement de variables, les calculs sont beau-
coup plus simples.
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3.0.4 Les coordonnées polaires :

Le calcul del'intégrale I = // (1—x*—y*)dxdyou D = {(x,y) | x> +y*> <
D

letx > 0,y > 0} en coordonées cartésiennes (voir page 46) n’est pas tres
adapté a ces coordonnées, le domaine est circulaire et la fonction ne dé-
pend que de la distance a I’origine; on va voir qu’il est beaucoup plus aisé
en coordonnées polaires.

Les coordonnées polaires

On rappel qu’en coordonnées polaires, un point M = (x,y) du plan est
entierement déterminé par sa distance r a I’origine et I'angle 6 que fait OM
avec 'axe Ox.

Les relations traduisant le passage aux coordonnées polaires sont alors x =
rcos(0) ety = rsin(0).

On va voir maintenant, comment 1'élément d’aire /A = dxdy ( ou dydx)
s’écrit en coordonnées polaires.

CNEY
H
t

Soit h I'application définie par
h(r,0) = (rcosf,rsinb) = (x,y)

=1

Ar

Par l'application h, le rectangle S = [r,7'] x [0, 6] est transformé en un
morceau de couronne situé dans le secteur angulaire délimité par les rayons
retr’ etd’angle AG = 0’ — 6. Onpose Ar = 1" —r.
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On remarquera alors que l’aire du rectangle est égale a Ar x A8 et que celle

de son image est

%(1”2 —7?)A0 = %(r’ +7)ArAO

Lorsque ' est trés proche de r, 1(r' + ) ~ r, par suite l'aire se retrouve
multipliée par r, ainsi on a dA = rdrd6.

3.0.23 EXEMPLE. On reprend l'intégrale I = / (1 —x* — y?)dxdy otx
D
D={(xy)|x*+y><letx >0,y >0}

N

0 1

En coordonnées polaires D = {(r,0) |0 < r < let0 < 0 < 7} =
0,1] x [0, 7], Vintégrand (1 — (x* + y?))dA = (1 — r?)rdrd6 d’otr

1—/7;/1(1_z)dde—/gdexfl(r_ﬁ)dr—”x f—fl—EX@—l)_E
“Jo Jo r)rdrdé = | 0 2002 4y 22 4 8

3.0.24 EXEMPLE (VOLUME D'UNE BOULE DE RAYON R). Sionreprend le calcul du
volume de la boule de rayon R, Bg ( voir ex.3.0.2.3), en utilisant cette fois
les coordonnées polaires on aura

2t 1
Volume(By) =2 [[ \/1—x2 —yzdxdy =2 [ [ V1= rrara
olume(By) b, x2 — y2dxdy A r2 rdr

ot D1 = {(x,y) € R?| x? + y*> < 1} est représenté en coordonnées polaires
|

par {(r,0)|0<r<1let0<6 <27}
Vi—12 — 2 Vi—r2
Par suite, Volume(B;) = fo V1 —r2rdrd =2 (fo d@) X (fo 1—r rdrd@)
27 3
2 x [B]5" x [ 5H(1—7?) z]o_zx x 1=z
Ainsi, Volume(Bg) = 37R%.
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3.1 Applications
Plusieurs quantités physiques peuvent étre exprimées comme des in-

tégrales multiples. De telles expressions sont fondées sur la définition de
l'intégrale comme la limite d"une somme.

1) La masse d"un solide (plat)

Onavu par exemple que si D est un domaine borné du plan, alors

Aire ( // dxdy.

Plus généralement, si D a une densité de masse (par unité d’aire) p, alors
Ay = pAA, par suite la masse totale de D est donnée par I'intégrale

://de://Dp(x,y)dxdy.

3.1.1 EXEMPLE. De la farine est éparpillée sur le sol selon une densité p(x,y) =

1
(Vx2+y*+1)2
Déterminer la quantité totale de farine éparpillée sur un disque D de
rayon R > 0 centré en I'origine.

,ott (x,y) € R2

Réponse : En coordonnées polaires, on a
o(r,0) = (r+1)2 etD={(r,0)|r €0, R|,6 € [0,27t]}. Ainsi :

la quantité totale de farine = la masse totale M (D)

27 r+1 1
// r+1 7 rdrdd = // +1  drdf = / a9 x / (r—i—l (r+1)2>dr

R 1 1 1 1

=27 (ln(R +1)— Ril)

3.1.2 REMARQUE
Comme une masse est toujours positive, on obtient du calcul précédent,
I'inégalité :

t
In(t+1) > ;- pour tout t > 0.
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2) Moyenne et moyenne pondérée : Soit D un domaine de R? et f(x,y) une
fonction continue sur ce domaine.

3.1.3 DEFINITION
(i) On appelle moyenne de la fonction f sur le domaine D, le nombre

réel Airi(D)//Df(x'y) dxdy.

(ii) Side plusle domaine D a une densité p, on appelle moyenne pon-
dérée de la fonction f sur le domaine D, le nombre réel

1
masse(D) //D f(x,y)o(x,y) dxdy.

3.1.4 DEFINITION
Un domaine D est dit homogene si sa densité est constante.

3.1.5 REMARQUE
Pour un domaine homogene, la moyenne pondérée est égale a la moyenne.

3) Centre de gravité ( ou centre de masse) :

3.1.6 DEFINITION
Soit D un domaine de IR? de densité p. Le centre de gravité de D est le
point de coordonnées (xg, yg) tel que x¢ soit la moyenne pondérée des
abscisses et 1 la moyenne pondérée des ordonnées, i.e.

1 1
Y6 = msse(D)//Dxp(x,y) dxdy et yc = msse(D)//Dyp(x,y) dxdy
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4)

3.1.7

Moment d’inertie :

Le moment d’inertie d'un mouvement de rotation , est ce qu’est la masse
pour le mouvement de translation, il reflete la résistance qu’oppose 1’ob-
jet a sa mise en mouvement.

DEFINITION (MOMENT D’INERTIE PAR RAPPORT A UN POINT)
Soit D un domaine de IR? de densité p.

Le moment d’inertie de D par rapport a un point A de coordonnées
(a,b) est le nombre réel positif :

lany = [ (rCey) o (5, ) ddy

otr(x,y) = /(x —a)2 + (y — b)? estla distance de (x, y) au point (a, b).

3.1.8

3.1.9

EXEMPLE. Le moment d’inertie de D par rapport a 1’origine est

liog = [ [ ((x =) + (v = b))l y) ddy

DEFINITION (MOMENT D’INERTIE PAR RAPPORT A UNE DROITE)

Soit D un domaine de IR? de densité p et A une droite du plan.

Le moment d’inertie de D par rapport a la droite A est le nombre réel
positif :

o= [[ r(xy)Po(xy) dxdy

ou r(x,y) est la distance de (x,y) a la droite A.

A

PR

a
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3.1.10 EXEMPLE (CALCUL DE LA DISTANCE D’UN POINT A UNE DROITE). .

(i
(i)

Si A est I’axe des abscisses ( respectivement des ordonnées) alors
r(x,y) = |y| (respectivement r(x,y) = |x|).
Plus généralement, I'équation d'une droite A du plan est de la
forme

ax + by +c = 0avec(a,b) # (0,0).

Alors, la distance d’un point (x,y) a la droite A est donnée par la
formule
lax + by + c|

ray) =2

Par exemple, la distance du point (3,4) & la droite y = 2x + 1 est

(a démontrer en exercice).

2x3—4+1 3
r34) = e = 7 -5

3.1.11 EXEMPLE. Soit D un disque homogene de densité 1, centré en O = (0, 0)
et de rayon R > 0.

(i)

Le moment d’inertie de D par rapport a son centre est

lo = [[p(r(x,y))? dxdy = [[5(x* +y?) dxdy.

Pour calculer cette intégrale on passe en coordonnées polaires.
OnaD = {r,0)|r€[0,R], 6 € [0,271]}, x> +y*> = r* etdA = rdrdb,

d’ou A
2 R rt TR*
I :/ dG/ r3dr = [0 x [} =,
(0] 0 0 [ ]O 4 0 2

On veut calculer le moment d’inertie du disque par rapport a un
point de sa circonférence (comme pour faire tourner un frisbee
(disque Volalnt)) Soit A = (a,b) un point de la circonférence du
cercle; donc a® + b* = R2.

Alors Iy = [[5(r(x,y))? dxdy = [[,((x —a)? + (y — b)?) dxdy.
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IA—// (x,y))? dxdy = // x—a)?+ (y — b)?) dxdy

= // X2+ y* — 2ax — 2by + a® + b?) dxdy
D
2 R
= / / (r* — 2ar cos(0) — 2brsin(#) 4 R*)rdrdf
27 27 27
/ ( " 40 — 20 / cos(6)d6 — 2672 / sin(0)d6 + rR? / de) dr
0 0 0

—on / (P =00+ rR?) dr

R* R¢ 37R*
27r(4 +2> = = 3lp.

Ce calcul montre qu’il y a 3 fois plus de résistence a faire tourner
un frisbee en un point de sa circonférence qu’en son centre.

3.2 Changement de variables

3.2.1 DEFINITION
Soient D’ et D des ouverts bornés de R? et i : D’ — D une application de
classe C!, donnée par h(u,v) = (x(u,v),y(u,v)).

1) La matrice jacobienne de h au point (u#,v) est la matrice

(au (u,v) gg(u v))
Jacy(u, v) =

) )
5 (u,0) 55 (u,0)
2) Lejacobien de h au point (1, v) est le déterminant de la matrice Jacy (1, v)

ox ay ay ox

det Jac,(u, v) = g(u,v) av(u v) — au(u v). av(u,v).

3.2.2 DEFINITION (CHANGEMENT DE VARIABLES)
Un changement de variables h(u, v) = (x(u,v),y(u,v)) est un difféomor-
phisme de classe C!, i : D’ — D : (u, v) — h(u, v) = (x, y) c'est-a-
dire que I est une bijection de classe C! avec une application réciproque de
classe CL, ™' :D = D': (x, y) = h™(x, y) = (u, v).
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3.2.3 REMARQUE
Pour montrer que h est un difféomorphisme de classe C!, il suffit de mon-
trer :

(i) h est une bijection, d’ot1 1! existe.

ox

(ii) les dérivées partielles gx(u v), 30 (u,v), gy(u,v) et a—y(

Jv

u,v) sont conti-
nues, d’ot1 /1 est de classe C!
(iii) det Jacy (1, v) = 2 (u,v). % (u,0) — ¥ (u,0).2(u,0) # 0 en tout point

(u,v). En effet, grace au théoréme d’inversion locale, i~ 1 sera de classe
Cl

3.2.4 REMARQUE

L’application réciproque d"une application de classe C!, n’est pas toujours

dérivable. Par exemple, la fonction définie sur R par f(x) = x> est bijective

et de classe C*, mais sa fonction réciproque, f ~1(y) = VY sty 2 0

-y siy <0,
n’est pas dérivable en 0.
C’est pour cela qu’on impose dans la définition de changement de va-

riables, que h ! soit de classe C.

3.2.1 Retour aux changement de variables en coordonnées
polaires

3.2.5 PROPOSITION
L'application & :)0, +-00[ x| — 77, t[— R?\ {(x,0), x < 0} définie par h(r,0) =
(rcosB,rsinf) est un changement de variables c-a-d un difféomorphisme
de classe C! (méme de classe C*). En outre pour tout (r,60) €]0, +o0[x] — 71, 77|
on a det Jacy(r,0) =r.

Démonstration: 1) h est de classe C!, car les fonctions r — r, 8 — cosf et
0 — sin 0 ont des dérivées continues.

2) h estbijective : En effetsih(r,0) = h(r',6') alors ||h(r,0)|| = \/(rcos0)2 + (rsin )2 =

ret |[h(r,0)] = /(' cos0)2+ (¥'sinh)2 = ', d’ott r = r'. Par suite
cos @ = cos @’ etsinf = sinf’ et donc ' = 6. Finalement (r,0) = (,6'),
on obtient ainsi 'injectivité de h.

Maintenant, tout (x,y) dans R? \ {(x,0),x < 0} est représenté par un
angle 0 €] — 71, [ et un module r = /(rcos0)2 + (rsin6)2 > 0, d’ot la
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surjective de h. On a donc montré que & est injective et surjective donc
bijective.
3) pour tout (r,0) € D', det Jacy(r,0) # 0.

cost) —rsinf
en effet, Jac,(r,0) = (sin9 rcos 0
r # 0.

Comme det Jacy(r,0) = r # 0, en tout point (r,0) € D’, d’apres le
théoréeme d’inversion locale, 1! sera de classe C! en tout point (x,y) =
h(r,0) € D ainsi h est un difféomorphisme de classe C'.

> etdonc det Jacy,(r,0) = rcos? 6 +rsin? § =

3.2.7 REMARQUE
On peut faire mieux et déterminer explicitement 1~ 1. En effet, on a x =

rcosf ety = rsinf d’ot x? + y? = 12 par suite r = \/x2 + y2. D’autre part,

) <0 0
0 sin 7 2sin 5 COS 5 . .
_ 2 2 2 _ sinf  __ rsinf  __ Y
pour tan = = = = = = . Comme
2 COS% 2 cos? % 1+cos 6 r+rcos 6 r+x
tan :] — 5, =% [— R a pour fonction réciproque arctan : R —] — 7, —Z[ et
0
tan% = r%x, on aura - = arctan Y c-a-d 0 = 2 arctan Y .
2 r+x r+x

Ainsi, l'application réciproque de h, h™! : D — D’ qui a (x,y) € D
associe ses "coordonnées polaires" (r,0) € D’ est définie par

h*l(x,y) = («/x2_|_y2, 2 arctan (xz%—yyZ—Fx)) .
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3.2.2 Le changement de variables dans une intégrale double

Le but de cette partie est de montrer comment I'élément dxdy se trans-
forme par un changement de variables et d’établir la formule de change-
ment de variables.

On va commencer par un exemple simple.

EXEMPLE. On veut calculer I'aire du domaine borné délimité par l'ellipse

€ de demi-axesa > b > 0: (g>z+ (%)2 =1

Aire(€) = //{(§)2+(Z)2<1} dxdy.

La meilleure maniere est de redimensionner 'ellipse en un disque unité D,
pour cela on fait le change u = g etv = % Alors, dx = aduetdy = bdo,
d’ot dxdy = ab dudv. Ainsi,

Aire(€) = / /{ gy By = / /{ oy o = abAire(D) = abr

En général, on doit déterminer le facteur d’échelle (le rapport entre dxdy
et dudv).

EXEMPLE. Supposons qu’on fasse le changement de variables

x =3u—2v <x> (3 —2) (u>
— =
y=1u —+ 0. y 1 1 0
Quelle est la relation entre dxdy et dudv? On considere un petit rec-
tangle d’aire AuAv, son image est un parallélogramme d’aire AA dans les
coordonnées xy. Dans ce cas, le facteur d’échelle est indépendant du choix
du rectangle. On peut choisir alors le carré unité A = [0,1] x [0,1] dans les

coordonnées u et v, son image est alors le parallélogramme A’ de sommets
(0,0),(3,1),(=2,1) et (1,2).
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Comme Aire(A) = 1 et Aire(A’) = det <:i _12> =3+2=50nen

déduit que
dxdy = 5dudv.

REMARQUE
On rappelle que le déterminant permet de mesurer des aires en dimension
2. Pour deux vecteurs non-colinéaires 7 et @ dans R?, la valeur absolue
du déterminant det( 7, 7') est égale a I'aire du parallélogramme engendré
par WetD.
En effet, si @ = (Z) et 7 = (Z) sont de vecteurs non colinéaires de

IR2. Soit M la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de % et 7,

M= <? Z) et det M = ad — bc # 0. L'aire du parallélogramme engendré

par et T (la partie rose de la figure, deux cas se présentent) est égal a :

i) Aire du parallélogramme=(a+b)(c+d) — (a+d)c—b(c+d) = ad — bc
det M (figurel)

ii) Aire du parallélogramme=(—a+b)(c+d)— (—a)c —bd = —ad+ bc =
— det M (figure2)

Dans tous les cas on aura,

l'aire du parallélogramme = | det M| = |ad — bc| = || UAT.
!
a+b
-a+b
d I
L c+d E
U
: ) \ C
b a = a b

(a) figurel (b) figure2
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Le cas général :

L’idée est si on fixe un point, au voisinage de ce point (localement), on
peut faire une approximation linéaire et se ramener au cas linéaire.

x = x(u,v)

y =y(u,0).

~ Ox 0x ox  0x

Alors, Ax = S At g A sous forme matricielle <Ax> = ‘3; g; <Au> .
Ay ~ S Au+ Ao, Ay u o

Le méme argument que dans le cas linéaire, montre que le facteur d’échelle

estla valeur absolue du déterminant de la matrice. Ainsi, le facteur | det Jacy,(x, y)|

mesure le fait que le difféomorphisme & a tendance a dilater ou contracter

les aires au voisinage de (x,y).

On peut énoncer maintenant la formule de changement de variables dans

une intégrale double :

Soit le changement de variables de classe C?, {

THEOREME
Soit f : D — R une fonction des variables (x, y) et (x, y) = h(u, v) un
changement de variables. Alors

[ e sy = [ fxuo),yiwo) Bm%

N X, Jdx 0 Jdx o
ol ggugg = det Jacy(u, v) = 3 % 5, BZ

dudv

est le Jacobien de h.
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REMARQUE (IMPORTANTE)
Cette formule de changement de variables est aussi valable sous des condi-
tions moins fortes. Introduisons a cet effet la notion suivante :

DEFINITION
Une partie C de IR? est dite négligeable si son aire est nulle.

EXEMPLE. un point, un segment, un cercle sont des exemples de parties
négligeables de R?; plus généralement, une réunion finie ( méme dénom-
brable) d’images d’applications de classe C!, d"un intervalle fermé I dans
IR? est une partie négligeable dans IR?.

Voici les conditions moins fortes sous lesquelles la formule de changement
de variables est encore valable :

THEOREME
Soient D’ et D des ouverts bornés de R? et 1 : D’ — D une application de
classe C!, donnée par h(u,v) = (x(u,v),y(u,0)).

1. 1l existe deux parties négligeables C C D et C' C D' telle que h soit

une bijectionde D’ — C' sur D — C
2. det Jacy(u, v) = ox 9y _9x 9y # 0, en tout point (1,v) de D' — C'.
’ ou dv  Jdv Ju ' ’

Alors pour toute fonction f continue sur D, on a la formule de change-

ment de variable :

JJ £ pxdy = [ et o), y(u,0) yg’gizi \dudo

Exemples de base

On considere un domaine élémentaire D. On commence par tester la
formule de changement de variables sur des cas simples ot elle peut étre
obtenue a la main.

EXEMPLE. Pour (xo,y0) € R?, on considere la translation de vecteur (xo, yo)
T ‘ { R?> — R?
@0 o) = () = 4+ 30,0+ 0)
T réalise un C!'-difféomorphisme de R? dans IR? (sa réciproque est

x0,Y0)



3. Intégrales doubles: Changement de variables 71

T, )) et donc de tout ouvert simple sur son image. En outre pour tout

10 ) et donc | det Jac T

—X0,~ Yo

01 soy)| =1

La formule de changement de variables donne, alors

/ /D f(x, y)dxdy = //T(

Par exemple, si D = {(x,y) € R? [a <x<betc(x) <y< d(x)}, alors

D’:T(;gyo)(D):{(u,v) €ER? [a—xg<u<b—xgetc(u+x)—yo<ov<du+x)—yo}

(u,v) € R on aJac Tixo ) (1, 0) = (

o) f(u+ xo,v+ yo)dudo.
)

—X0-~Y0

b pd(x) b—xo pd(utxo)—yo
/ /( ) f(x,y)dydx = / /( f(u+ x0, v+ yo)dudo.
a Je(x a—xy Jc

u+x0)—Yo

3.2.17 REMARQUE
Cette formule s’obtient en fait facilement en faisant deux changements de
variables successifs dans des intégrales simples.

R* — R?

(u,v) +— (u+Av,0) °
L’application Tj 5 ) réalise un C!-difféomorphisme de R? dans R? (sa réci-
proque est Ty 5 _»). En outre pour tout (1, v) € R>ona

Jac Tipa(u,v) = < (1) i\ > etdonc |detJac Ty, | = 1.

3.2.18 EXEMPLE. Pour A € Ronnote T7, , : {

La formule de changement de variables donne, alors

//D f(x, y)dxdy = //TI,H(D) F(u + Av, v)dudo.

Par exemple, si D = {(x,y) € R?*[c<y<deta(y) <x< b(y)}, alors
D' =Ty 2(D) ={(u,0) e R* |[c <v<deta(v) —Av <u < b(v) — Av}
La formule de changement de variables donne dans ce cas :

d rb(y) d b(v)—Av
/ /( : f(x,y)dxdy = / /( - f(u+ Av,v)dudo.
c aly c a\o)—Av

A nouveau, il est facile de vérifier directement que cette formule.

R? — R?
(x, y) = (y, x)
la droite y = x). I'application S réalise un C!-difféomorphisme de IR> dans

3.2.19 EXEMPLE. Onnote par S : { (la symétrie par rapport a
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IR? (sa fonction réciproque est elle-méme c-a-d S~! = S). En outre pour tout
(x, y) € R>ona

JacS(x, y) = < (1J (1) ) et donc | det Jac S| = | — 1| = 1. La formule de

changement de variables nous donne, pour toute fonction continue

f:D—R
//D f(x,y)dxdy = //S(D) f(y, x)dxdy.

En particulier, si le domaine D est symétrique par rapport a la droite

y =1x,(c-a-d S(D) = D) on aura //D f(x,y)dxdy = //D f(y, x)dxdy.

Exercice Montrer, sans calcul, que / / (x* — y*)dxdy = 0.
{Goy) [2+y?<1}
R? — R?
(x, y) = (Ax, y)
L'application /7 ) réalise un C!-difféomorphisme de IR?> dans R? (sa ré-
ciproque est hll%). En outre pour tout (x, y) € R* on a | det Jacy, , (x,y)| =

EXEMPLE. Pour A # 0 on note hy , : {

|A|. La formule de changement de variables nous dit alors que si on dilate
le probleme par un coefficient A dans une direction, on muliplie les aires
par |A|, ce qu’on aurait encore pu vérifier directement.

REMARQUE
De méme, si on dilate le probleme par un coefficient A dans les deux direc-
tions a l'aide de I'homothétie h(x,y) = (Ax, Ay), on muliplie dans ce cas
les aires par /\2, ce qui aurait pu aussi étre vérifier directement. Dans ce cas,
f =1, etona Aire(D) = Aire(h(D')) = [, prdxdy = A% [ [ dudo =
A2 Aire(D'").

Ainsi, le facteur | det Jac, (x, y)| mesure le fait que le difféomorphisme /1 a
tendance a dilater ou contracter les aires au voisinage de (x,y).

EXEMPLE (L’AIRE D'UNE ELLIPSE). Soient a,b > 0. On considere I'ellipse
2 2
X
ga,b: {(X, y) Ele‘E‘F% Sl}

L'application & : R?> — R? définie par h(u, v) = (au, bv) est un C!-
difféomorphisme. En effet, h™'(x,y) = (%,}) est de classe C'. En outre
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det Jacy(u, v) = g;c . gz - gz . gz = ab. On peut donc effectuer le chan-

gement de variables (x, y) = h(u, v), avec dxdy = | det Jac,(u, v)|dudv =
abdudv. ,

D’autre part, on a u? + 0% = % + Z7 < 1 donc h réalise une bijection du
disque unité fermé D = {(u,v)|u? + 0> < 1} sur lellipse &, .

La formule de changement de variable nous donne alors :

Aire(&,p) = //5 dxdy = ab //D dudv = ab - Aire(D) = abrr.
a,b

On retrouve la formule de changement de variables en coordonnées po-
laires

THEOREME (CHANGEMENT DE VARIABLES EN COORDONNEES POLAIRES)
Soit f : D — R une fonction continue, avec D domaine régulier. Alors on a

//D f(x,y)dxdy = //hl(D) f(rcos®,rsin0) rdrdo

REMARQUE
La demi-droite C = {(x,0),x < 0} et son image réciproque C' = h~1(C) =
{(r,0) |6 = £m}U{(0,0) | 6 € [—m, ]} sont des parties négligeables de
R?.

D’apres la remarque (importante), la formule de changement de va-

riables en coordonnées polaires est encore valable pour tout domaine borné
D de R2.

COROLLAIRE

Soient D = {(x,y) = (rcosf,rsinf) € R? | 0 € [0y, 00 + ¢] et r1(0) <r <
r2(0)}, ot 6y € R, ¢ €] — 7, 71| et deux fonctions continues 11 et 1 sur
[60, 00 + ¢] telles que 0 < r; < ry. Alors pour toute fonction f continue sur
Dona:

//D f(x, y)dxdy = /9:?0+¢ /r:;(j)f(r cos(0), rsin(0))rdrdo.
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EXEMPLE (LA LEMNISCATE DE BERNOULLI). Soit a > 0, la lemniscate de
Bernoulli L, est la courbe d’équation (implicite)

(242 = ()
En passant en coordonnées polaires, on a x = rcos(f), y = rsin(@) ,
P2 =412
soit (x,y) € L, <= (> +1?)? = a®(x2 —y?) <= r* = a’*(cos?f —sin?f) =
a’r? cos(20) <= r = 0 oubien r* = a® cos(20). Comme cos(26) = ;—i >0,
il est donc nécessaire que 20 € [—5 + 2km, 5 + 2kn], k € Z, c-a-d 6 €
[—% +km, & +km], k € Z. Cette courbe est symétrique par rapport a ’axe

Oy ( elle est aussi symétrique par rapport a Ox et par rapport a l'origine), il
suffit, pour 1'étudier de se restreindre a [, §]. Pour calculer 'aire du do-

maine délimité par L,, il suffit de calculer I’aire de la partie hachurée et de
multiplier ce nombre par 2. D’apres ce qui précede, le domaine hachuré D,

est défini, en coordonnées polaires par: 0 < r < /a2 cos(20) = a/cos(20)
et € [—F,F], Alors,

n a4/ cos(20)

T a4/ cos(26) g 2 7 2
Aire(Dy) = [ rdr | d6 = r g — [* (7cos(20) L
'S x| 2 e 2
“a 0 B 0 -z

a® (% a2 [sin(20)77 a?
= 5/7 cos(26)de = 5 [2} =

|

Ainsi, I'aire du domaine délimité par L, est égal a 2 x Aire(D;) = a°.

EXEMPLE (VOLUME D’UNE BOULE Br DE RAYON R). Par translation, on peut
se ramener a la boule By centrée en (0,0) et de rayon R. On a déja vu que

Volume(Bg) = 2 ffD:{x2+y2<R2} /R2 — x2 — y2dxdy. On va calculer cette
intégrale a 1’aide des coordonnées polaires.

Puisque D' = {(r, 8) € [0, oo[x[~7, 7] |r < R} = [0,R] x [~7, 7. et
T R

V/RZ — x2 —y2 = v/R2 — 12, on obtient Vol (Bg) = 2/ d9/ rVR? —r2dr =
-7 0

R R 1 R
47r/ r Rz—rzdr:47r/ r(R?* — ) dr = 4m [—;(Rz—rz) ] = %ﬂRS.
0 0 0

W



Chapitre 4

Intégrales triples

L’intégrale d'une fonction de 3 variables f : O — R sur un domaine
borné et régulier Q) de R? se définit selon les mémes principes que les inté-
grales simple et double :
par découpage et échantillonnage .

. 1
Pour tout entier n > 1, 'espace se décompose en cubes de coté — :
n

k k+1 1 I+1 m m+1

Corm = 1(x, v, R3 = < , o< o< , (k,1, 7?3
e ={(x g, 2) ER| - <x<—— —<y<—— —<z<——, (kl,m) eZ’}

[k k—l—l] [l l—i—l} {m m—l—l}

= |-, X —, X —,
n’ n n’ n n’ n
1

Chaque petit cube Cy ,, est de coté - et donc de volume e

Sur chaque cube Cy;,,, contenu dans (), on évalue f en un point de
Crk1,m, par exemple au point

Mk,l,m = ( 7 7 )

k
n

=3

[
n
On associe a f et n la somme de Riemann

v

Sy
23

Se(f)= Y (M) Vol(Crpn) = = Y £

n
Cr1mC Q CrimC Q

7 7

Cette somme est finie car () est borné.
On a de nouveau un résultat de convergence de ces approximations
lorsque 7 tend vers +co.

75
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4.0.1 THEOREME
Soit f : (3 — R une fonction continue sur le domaine borné et régulier ()
de R3. La suite des sommes de Riemann S, (f) converge vers un nombre
réel limite lorsque n tend vers +oo.

4.0.2 DEFINITION (DE L'INTEGRALE TRIPLE)
On appelle intégrale triple de f sur () cette limite, et on la note / / / f(x,y,z)dxdydz.
o)

Propriétés élémentaires de 1'intégrale triple

On passe en revue les propriétés les plus simples de l'intégrale triple.
Pour toutes fonctions continues f et g, pour tous réels A et 1, on a:

1) linéarité : Pour tout A,y € R, on a

/ / /Q(Af + ug)dxdydz = A / / /Q fdxdydz + u / / /Q gdxdydz.

2) additivité par découpage : Si 2 = ()3 U () et (O3 N2, est de volume

nul, alors
ddd:/// dxdyd /// dxdydz.
//Qfxyz Qlfxyz—k szxyz

3) positivité, croissance : Si f(x, y,z) < g(x, y,z) pour tout (x, y,z) € Q,

e ///Q f(x, y,z)dxdydz < ///Q Q(x, y,z)dxdydz.

En particulier, si f > 0 alors /// f(x, y,z)dxdydz > 0.
Q
4) positivité par rapport au domaine : Si (3 C () et f > 0 alors

// o f(x, y,z)dxdydz < ///sz(x, y,z)dxdydz.

5) Calcul de volume

Le volume de Q) est I'intégrale triple sur () de la fonction constante égale
al:

Volume de () = /// dxdydz
0
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4.0.1 Calcul d’intégrales triples a 1’aide d’intégrales doubles et
simples

4.0.3 THEOREME (THEOREME DE FUBINI SUR UN PARALLELEPIPEDE)
Soit f : 2 — R une fonction continue, définie sur un domaine bornée (a

bord régulier) () de l'espace.
Si Q) = [a1, bq] X [az, by] % [ag,, b3] (un parallélépipede) alors

/// f(x,y,z)dxdydz —/ </ﬂ (/a f x,y,z)dz) dy> dx = /:2 (/: ( a?f(x,y,z)dz) dx> dy
. </u] ( flxy,z )dy) dx> dz /: (/: < :Zf(x,y,z)dy> dz) dx
= /: (/: ( ullf(x,y,z)dx> dz> dy = /:3 </: ( aflf(x,y,z)dx> dy) dz.

4.0.4 THEOREME (THEOREME DE FUBINI EN PILES(VERTICALES))
Soit f : 3 — R une fonction continue sur (), un domaine bornée (a bord
régulier) de I'espace décrit en "pile" au dessus d'un domaine régulier D C
R? :

Q= {(xy,2) eR?*|(x,y) € Detui(x,y) <z <ur(x,y)}

ou D est un domaine du plan, u; et u, sont des fonctions continues sur D.

Alors
ua(xy)
// f(x,y,z)dxdydz = // </ f(x,y,z)dz) dxdy
0 D \Ju(xy)
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4.0.5 REMARQUE
Le domaine D est la projection orthogonale de () sur le plan xOy (c’est
I'ombre de ) sur I’axe xOy, quand il est éclairé par dessus )

4.0.6 THEOREME (THEOREME DE FUBINI EN TRANCHES OU COUCHES ( HORIZONTALES))

S min-- T

*

Soit f : 3 — R une fonction continue sur (), un domaine bornée (a
bord régulier) de I'espace décrit en "tranche"

Q= {(xyz) € R?|z <z<zet(x,y) € D, }

otl pour tout z, la tranche D, = {(x,y) € R?|(x,y,z) € Q } (intersection
de ) avec le plan de hauteur z parallele a xOy) est un domaine régulier du
plan.

Alors

[l resmsste [ (] i)

Application au calcul de volume : Lorsque f = 1, on sait que / / dxdydz=Volume(Q2)
O

Les énoncés précédents donnent donc deux méthodes de calculs des
volumes.

4.0.7 COROLLAIRE
1) Volume en piles,
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Volume () = //D(uz(x, y) —ui(x, y))dxdy.

2) Volume en tranches,

Volume (Q)) = /ab (//D dxdy> dz = /ab Aire (D;)dz.

Exemples de calcul d’intégrales triples

4.0.8 EXEMPLE. Soit le parallélépipede V = [0,1] x [1,2] x [2,3], alors

1), — )iy = /23 (/12 (/01 (+* —2y2) dx) dy) dz
_ 23 ( /12[;,(3 — 2xyz] "=} dy> dz

= /23 </12(; — 2yz))dy> dz = /j[;y - yZZ]gj dz

1 3,.., 3 27 2 12
=Fr-3rlm =35 315
I S -

3 2 | 6

4.0.9 EXEMPLE. On se propose de calculer le volume du domaine borné (2, dé-
terminé par les paraboloides d’équations z = x> + y? etz = 4 — x> — 1.
OnaQ={(x,y2)|x*+y*<z<4—(x>2+yH)}

La projection D de Q sur le plan xOy est donnée par l'inégalité x> + y* <
4 — (2 +y?) ie x> +y?> < 2,d’ou D est le disque centré en (0,0) et de

rayon V2.
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Pour (x, y) fixé dans D, pour z, la valeur minimale est z = x? + y? et la
valeur maximale est z = 4 — x* — y2. Alors

4—(x24+y?)
Vol(Q)) = // dxdydz = // / dxdy
x2+y?

= [ (4= 2407 — (24 y?)) dxay
://D (4 —2(x* + %)) dxdy.

Le calcul de cette intégrale double est plus facile en coordonnées polaires.
On aura

Vol(Q) = //D (4—2(x* +y?)) dxdy = /Ozn /Oﬁ(4 — 2r)rdrdf
412
— [0]2" x [2# = 2’—]

=4r.
1 T

0

4.0.10 EXEMPLE. Calculer I = / / / zdxdydz sur le cube C = [0, 1]3. Ici le domaine
C

est en pile de hauteur constante au dessus du carré D = [0, 1]2 C R>
D’apres le théoréme de Fubini, on a

1
I://D(/O zdz)dxdy://D%dxdy:% /Ddxdy:%Aire(D):—
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4.0.11 EXEMPLE (CALCUL DU VOLUME DU TETRAEDRE STANDARD). Calculer le vo-
lumedeT = {(x,y,z) € R3|x>0,y>0,z2>0, x+y+z < 1}. Testun
tétraedre plein de base le triangle A = {(x, y) € R?|x >0,y >0, x +y <
1} et de sommet (0,0,1) .

1) Sion procede en piles, pour toutzonauy(x, y) =0<z<1l—-x—y=
uy(x, y) sur T, alors

Volume (T) = /A(l —x —y)dxdy = /01(/01x(1 —x —y)dy)dx =
1
/01«1 a4 _zx)z)dx - [_ (1- x)TO _

6 6
4.0.12 REMARQUE
On peut aussi utiliser la formule (connu depuis 1’Antiquité) le volume

1
d’un tétraedre est égal a 3% AXxh

ol A = aire d’une base et = longueur de la hauteur issue du sommet opposé a la base.

4.0.13 Exercice Démontrer cette formule en utilisant 1'intégrale triple.

2) Si on procede par couches (ou tranches), on constate que 0 < z < 1 et
pour tout z, la tranche est le triangle T. = {(x, y) € R*|x >0, y >
0, x+y<1-z}

Volume(T) = /01 Aire(T,)dz = /01 (1_22)2512 = [_(1_62)3] ::: = %
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4.0.2 Changement de variables dans une intégrale triple

Terminologie : Un changement de variables entre deux domaines (ré-
guliers) bornés Q et ) de IR est un un difféomorphisme de classe C!

h: (@4 — 0
(u,o,w) +— (x(u,v,w),y(uvw),z(u v w))

c-a-d que l'application & est une bijection de classe C! dont I'inverse 1!
est aussi de classe C'.

4.0.14 DEFINITION
La matrice jacobienne d"une application de classe C! :

h: (u, v, w)— (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

en un point (#, v, w) est la matrice 3 x 3 :

Jdx Jdx  9x
gu 30 %w
Jacy(u, v, w):= [ &£ &L L (u, v, w)
9z dz 0z
Ju 0dv Jdw
Le déterminant jacobien de h est la fonction de (1, v, w) :
9x  9x  dx
u v w
det Jacy(u, v, w) =det | &£ L L | (u, v, w)
Jdz dz Odz
Ju Jdv Jw
d(x,y,z)
u’on notera (parfois) par ——2—~.
91 (P )P o(u,v,w)
4.0.15 REMARQUE a1 a1y a13
Pour une matrice carrée d’ordre 3, A = | a1 a» a3 | le déterminant est

az1 a3 Aas3
det(A) = a11a22a33 + a21a32a13 + 431412023 — 431022013 — 21012433 — 411432023
On peut retrouver ce résultat par la regle de Sarrus : pour chacune des six
diagonales ( voir figure) on associé une quantité qui est le produit de ses
termes; le déterminant de la matrice est alors égal a la somme des quanti-
tés des diagonales rouges moins la somme des quantités diagonales bleues.
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Déterminant et volume

Soit P le parallélépipede engendré par les vecteurs

- X1 N X2 - X3
a=|nl], b=|ypletc =y
21 Z) Z3

Alors le volume de P est égal a la valeur absolue au produit mixte de
ces trois vecteurs, est aussi donné par le determmant de la matrice dont les

colonnes sont les coordonnées des vecteurs a b et T : en effet
det <y 1Y 2)
Z1 2o X3
%
levolumeP:‘(7/\ b)-?‘: —det(JZC1 JZCZ> Ny
1 22
z
det (xl x2> ’
i Y2
x| X x| X X1 X2 X3
= x3det<y1 yz)—ygdet<1 2>—i—23det(1 2) = |det | y1 v2 V3
21 22 21 22 i Y2 2 7 23

4.0.16 THEOREME (THEOREME DE CHANGEMENT DE VARIABLES)
Soient () et ) deux domaines bornés de R® et i(u, v, w) = (x(u, v, w),y(u, v, w),z(u, v, w))
un difféomorphisme de classe C! entre (' et Q.
Alors pour toute fonction continue f : () -+ Rona

// f(x,y,z)dxdydz = /// f(x(u,v,w),y(u,0,w),z(u,v,w)) ‘5((5 g,w)) dudodw.

@Remarque importante : Comme pour les intégrales doubles, cette formule
est aussi valable sous des conditions moins fortes. Introduisons a cet effet la notion
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suivante : une partie C de R3 est dite négligeable si son volume est nul.

( par exemple un point, une droite, une sphére, plus généralement une réunion
finie (méme dénombrable) d'images d’applications de classe C', de rectangle fermé
de R? dans R3.)

Voici la condition moins fortes sous lequelles la formule de changement de va-
riables est encore valable :
il existe deux parties négligeables C C Qy et C' C () telle que h est une bijection de O — C" sur QO — C
h est de classe C1 en tous les points de (Y
det Jacy,(u, v) # 0, en tout point (u,v,w) de Q' — C'.

Alors pour toute fonction f continue sur (), on a encore la formule de changement
de variables :

///fxy, dxdydz—///f u,v,w), (uvw)z(uvw))'aa((jgw>>

4.0.17 THEOREME
Sous les hypotheses précédentes :

volume(Q) / / dxdydz = / / /Q /

4.0.18 EXEMPLE. On va calculer I'intégrale triple / / / xdxdydz ou P est le pa-
P
rallélépipede ayant pour sommets les points suivants : A = (0,0,0),B =
(1,2,1),C=(2,3,2),D=(1,1,1),A' = (1,1,2),B' = (2,3,3),C’ = (3,4,4)
etD = (2,2,3).

dudodw.

xy,

a(u,v,w

dudodw.
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4.0.19 REMARQUE (EQUATION D’UN PLAN PASSANT PAR TROIS POINTS NON ALIGNES)
L’équation d’un plan dans R® est de la forme ax + by +cz+d = 0 ou
(a,b,c) # (0,0,0). ( cette équation n’est pas unique, elle I’est a une multipli-
cation par un scalaire : par exemple pour k # 0, les équations ax +by +cz+d =
0 et kax + kby + kcz + kd = 0 définissent le méme plan.

Soient A(x1,y1,21), B(x2,y2,22) et C(x3,y3,23) trois points non alignés,
alors une équation du plan passant par ces trois points est donnée par :

X — X1 y—um zZ—Z1
det | x2—x1 y2—y1 z2—2z1 | =0.
X3—X1 Ys—VYi1 z3—21

En utilisant la formule précédente, on va déterminer les équations des plans
engendrés par les faces du parallélépipede.

i) Le plan contenant les points A, B, C, D a pour équation 0 = det

N o~ R

W N

N = N
I

x —z,donc —x +z =0.
De méme on trouve :

ii) I’équation du plan contenant les points A/, B/,C/,D' est —x +z = 1.
iii) Le plan contenant les points A, B, A/, B’ a pour équation 3x —y —z = 0,
iv) enfin, celle du plan contenant C,D,C/,D" est3x —y —z = 1.

v) Le plan contenant les points A, D, A’, D’ a pour équation —x +y =0,
vi) celle du plan contenant B,C,B’, C" est —x +y = 1.

Nous pouvons considérer les nouvelles coordonnées :

Uu=-—-x+z,
v=3x—-Yy—2z
w=—-x+y

Il est facile de vérifier que ceci est un changement de variables :

=uU+ov+w
=u+ov+2w = h(u,o,w)=(u+v+w,u+v+2w,2u+0v+w)
z =2ut+v+tw
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dx  dx  Ox
Ju Jv Jdw
1 11
et det Jac,(u,v,w) = det g% g% % =det|1 1 2| =1
2 11

Jz 0z 0z
ou ov
Dans ces nouvelles coordonnées, P correspond au cube
PP={(u,v,w)|0<u<1,0<0<1,0<w<1} =101

Nous avons dong, par la formule de changement de variables :

///pJCdxdde:///P/(u%—v—kwﬂﬂdudvdw:/01(/01(/01(u+v+w)dw)dv)du
:/01(/01(u+v+;)dv)du:/()1(u+1)du: [M;Jru]::iﬂ

Les coordonnées cylindriques et sphériques

11 'y a plusieurs facon de représenter les points de I'espace, parmi tous ces sys-
temes de coordonnées, deux apparaissent souvent; il s’agit des coordonnées cylin-
driques et des coordonées sphériques. Nous allons maintenant considérer ces sys-
temes de coordonnées, ainsi que le changement de coordonnées pour les intégrales
triples des coordonnées cartésiennes a ces coordonnées.

Coordonnées cylindriques

Dans R3, les coordonnées cylindriques sont utiles lorsque le probleme étudié
présente une symétrie autour d'un axe. Un point M = (x, y, z) de R> peut
s’écrire sous la forme M = (rcosf, rsinf, z) avecr > 0et 0 € [—m, 7. Le
triplet (r, 0, z) s’appelle les coordonnées cylindriques de M. On note

h: [0,+co[x[—7, T] xR — R3
(r, 0, z) — (x, ¥, z) = (rcosb, rsin, z)

.‘/(,\:.\::)
|
|
|
|Z
|

___I___,\'_>

~ >
._(-)&'\

projection (x, y, 0)
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4.0.20 THEOREME (PASSAGE EN COORDONNEES CYLINDRIQUES)
Soient f : QO C R® — R une fonction continue sur QO = h(Q)') ( domaines
réguliers). On a alors

///Qf(X, Yy, z)dxdydz = ///Qlf(rcos 6, rsin6, z)r dr de dz.

Démonstration. On applique Fubini en tranches z =constante

//Qf(x, y, z)dxdydz = /Z:TX(//DZf(x, y, z)dxdy)dz

et on passe en polaires sur chaque D,

Zmax

= (// f(rcos®, rsinf, z)rdrd0)dz = /// f(rcos®, rsinf, z)rdrd0dz
D! o

Zmin
par Fubini.l]
4.0.21 REMARQUE
Cet énoncé est tres utile pour intégrer des fonctions sur des solides de révo-

lution : c’est-a-dire des solides invariants par rotation autour de 1’axe des z.
Les équations de ces domaines sont des fonctions de r = \/x? + y? et de z.

4.0.22 EXEMPLE. Calculer I = // (x* +y?)dxdydz ot Q = {(x, y, z) € R¥|0 <
)

z<1, ?2+y* <z} Poury = 0,onax* <z?et0 < z < 1qui est un
triangle. Par conséquent () est le cone plein de sommet I'origine et de base
le disque D; = {(x, y, 1), x> +y*> < 1}.

La tranche D, de Q) est le disque de rayon z, centré en (0,0, z).

On obtient par passage en coordonnées cylindriques

Q:{(rcose,rsin@,z)€R3|0§9§2n,0§z§1,0§r§z}.

Ainsi,

27 1 z 1 4 591
_ 3 B z z |7
I—/O dG/O </0 rdr> dz =21 ; 4dz 27 [20]0 ot

4.0.23 PROPOSITION
Soit V un domain régulier de R3 tel qu’il existe a,b € R avec a < b et une
fonction ¢ : R x [a, b] — R’ continue, 27t périodique par rapport a la premiere
variable, et vérifiant

V ={(rcosb, rsin(f), z), 0 € R, z € [a, b], 0 <r < ¢(6, 2)}

Alors pour toute fonction f continue sur V on a

///Vf(x, y, z)dxdydz = /ab /_7;/0 (P(G,Z)f(rcos(e), rsin(0), z)rdrdodz.
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Démonstration: Pour z € [a, b] onnote T, = V N (R? x {z}). Alors on a
T, = {(rcos(0), rsin(0), z) | 6 e R, 0 <r < ¢(6, 2)}.

Puisque

//Vf(x, y, z)dxdydz = /ab <//Tzf(x, y, z)dxdy) iz,

il suffit de passer en coordonnées polaires sur chaque tranche T. m

Le passage en coordonnées cylindriques transforme I'élément de volume dxdydz
en rdrdfdz.

EXEMPLE. Considérons a nouveau / / / (1 — 2yz)dxdydz ou V est le cy-
14

lindre de hauteur 3 et de base le disque unité D. En coordonnées cylin-
driques, on a

V = {(rcos(0),rsin(0),z)| r €]0,1], 6 € [0,27], z € [0,3]}

ainsi

///V(l — 2yz)dxdydz = /03 (/01 </027T (1 —2rzsin@) d9> rdr) dz
_ /03 (/01 ([0 +2rzcos0)53) rdr) dz = /03 </01 (27 +2rz — 2r2) rdr> dz

3/ 41
= / (/ 27rrdr> dz = 3mr[r’]y =3m
o \Jo
REMARQUE

La fonction (x,y,z) — 2yz est impaire par rapport a i et le domaine V est

symétrique par rapport au plan xoz, alors / / / 2yzdxdydz = 0. Alors, le
14

calcul de / / / (1 —2yz)dxdydz est réduit a celui de / / / dxdydz = Volume
14 14
du cylindre V = hauteur x Aire(D) = 371.
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Coordonnées sphériques

Une définition : un point M = (x, y, z) € R est caractérisé par

sa distance a l'origine r = /x% + y2 + 22,
sa longitude 0 €] — 7, 7],

sa latitude ¢ € [—5, Z[ (¢ = 7 vers le pole nord, ¢ = —75 vers le pole sud).

M

M

Coordonnées sphériques

Onaz?+ (x> +y?) =r>,doitz=rsinget \/x2 +y2 = rcos ¢ et
X = rcosfcos @

finalement { y = rsinfcos ¢
z =rsin@.

4.0.27 REMARQUE
Les coordonnées sphériques sont adaptées aux problemes qui présentent
une symétrie autour du centre du repére.

4.0.28 PROPOSITION

5] — _xon 3
L'application / : { Rix]—m, 7[x] =7, 71 — RA\(R- x {0} xR)

(r, 8, ¢) — (x,y,2z) = (rcos(0) cos(¢),rsin(0) cos(¢), rsin(¢))
est un difféomorphisme de classe C! (aka un changement de variables).
T T
En outre pour tout (7, 0, ¢) € R} x| — 7, w[x] — 5 E[ ona

det Jacy(r, 8) = r*cos(¢).
. T
Démonstration: Pour (r, 8, ¢) € R x| — 7, m[x] — 5 E[ ona

x(r,0,9) rcos(0) cos(¢)
y(r,0,9) | = | rsin(6)cos(¢)
rsin(¢)
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On commence par noter que les dérivées partielles

ox ox . ox .
5 = cos(8) cos(¢) , Fr i rsin(0) cos(¢) , i rcos(0) sin(g) ,
W _ 9y _ o _ _ :
5 = sin(6) cos(¢) , 5 = rcos(0) cos(g), 39 rsin(0) sin(¢)
0z %)

existent et sont continues, d’ott 1 est de classe C!.
Si rcos(¢) cos(0) = 1’ cos(¢’) cos(0'), rcos(¢)sin(0) = ' cos(¢’) sin(0")
et rsin(¢p) = 'sin(¢’) alors

r= \/( rcos(p) cos(6))? + (rcos(¢)sin(0))? + ( rsin(¢))?

= \/ 1’ cos(¢’) cos(6'))2 + (7' cos(¢’) sin(0"))2 + (7' sin(¢’))2 = 7/

car r, ¥’ > 0. De ceci, nous obtenons cos(¢) cos(6) = cos(¢’) cos(0’), cos(¢) sin(8) =
cos(¢’)sin(0’) et sin(¢) = sin(¢’) apres simplification par r. La derniere
équation nous permet d’affirmer que ¢ = ¢’ car =5 < ¢,¢' < 7. De
cos(p) cos(0) = cos(¢@) cos(0'),cos(p)sin(6) = cos(¢) sin(6’), nous obte-
nons que cos(#) = cos(0’),sin(0) = sin(6’) apres simplification par cos(¢) >
Ocar —3 < ¢ < 7. De cette derniere observation, nous obtenons que § = o
car —7t < 6,60" < 7. Ainsi h est une fonction injective.
Finalement, le jacobien est

o) cos(6) cos(¢) —rsin(f)cos(p) —rcos(0)sin(g)
a(y,/ey,’ = det Jacy(r, 0, ¢) = det | sin(0) cos(¢) rcos(f)cos(p) —rsin(0)sin(¢)

sin(p) 0 rcos(p)
— (2 cos*(6) cos’(p) + * sin?(6) sin’(¢) sin(g) + 0)
—(~7 cos*(6) sin® () cos(g) +0 — 1 sin’(6) cos* ()

= P cos () +*sin’(¢) cos() = r* cos(¢) (cos? () +sin’(¢)) = r* cos().

Le passage en coordonnées sphériques donne pour I'élément de volume| dxdydz = r* cos(¢) drd6d¢.
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4.0.30 THEOREME (PASSAGE EN COORDONNEES SPHERIQUES)
Soit f : QO — R une fonction continues sur QO = h(Q)’) domaines bornés
réguliers de R3. Alors on a

/// f(x, y, z) dxdydz = /// f(rcos@cos @, rsinfcos @, rsin @) r* cos pdrdfdg.
0 o

Cette formule est tres utile pour intégrer des fonctions sur des secteurs an-
gulaires de boules.
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@Attention :

Il existe plusieurs conventions pour les coordonnées sphériques (celles des
mathématiciens, des physiciens, des astronomes, des géographes---). On a
suivi dans ce cours la convention "rayon-longitude-latitude”. Il y a d’autres
conventions, par exemple “rayon-longitude-colatitude” : pour ce choix, la no-
tation habituelle est 0 pour la colatitude, elle varie entre O et 7T et ¢ est la
longitude. On aura dans ce cas, les coordonnées sphériques (r, ¢, 0) et les co-
ordonnées du point

x = rsinf cos ¢
y =rsinfsin g
z =rcosf.

oit la longitude ¢ € [0, 27| et la colatitude 6 € [0, 7t]. (6 = 0 vers le
pole nord, 6 = 7t vers le pole sud). Ces coordonnées sphériques donnent (pour

élément de volume) ‘ dxdydz = r*sin 0 drdpdf ‘
Pour s’adapter au contexte, il vaut mieux se rappeler de la méthode plutot que
d’apprendre les formules par coeur.

La formule de changement de variables devient dans ce cas :

4.0.31 THEOREME (PASSAGE EN COORDONNEES SPHERIQUES ("RAYON-LONGITUDE-COLATITUDE"))
Soit f : QO — R une fonction continues sur Q) = h(€)') domaines réguliers de
R3. Alors on a

/// f(x, y, z) dxdydz = /// f(rcos @sin@, rsin ¢sin, rcosf) r* sin Odrdpdf.
0 o
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4.0.32 EXEMPLE (VOLUME D'UNE BOULE DE RAYON R ). Quitte a faire une trans-
lation, on peut supposer que la boule Bg de rayon R est centrée a 'origine.
Elle est représentée, en coordonnées sphériques, par

By = {(r,f),(p,)| re |0, R], €0, 2n], ¢ € [—

N\:l
N

]} = [0, R] x [0, 271] x [—g,

N[N

]
Puisque dxdydz = r? cos(¢)drdodg on a

21
Vol(Bg) / / dxdydz = / / / 2 cos pdrddg = / Pdr / d6 / cos(
Br z

R3 47‘CR3

_ [5]0 < 037 x [sin(g)]® 5 = = x2m x 2= =

4.0.33 EXEMPLE (CALCUL D'INTEGRALE EN UTILISANT LES SYMETRIES). .
Soit a calculer I = /// (ax + by + cz)?dxdydz o1 By est la boule de centre
Bg

O =(0,0,0) et de rayon R.
On a (ax + by + cz)? = ax* + b*y? + c2z* + 2(abxy + acxz + beyz),
d’autre part en raison des symétries du domaine Br on aura :

/// xydxdydz = // yzdxdydz = /// zxdxdydz = 0,
BR BR BR
/// x*dxdydz = // y?dxdydz = /// Zdxdydz.
BR BR BR
[=(a®+b*+?) /// Z2dxdydz.
Br

On utilise les coordonnées sphériques

Alors,

x = rcosfcosg, y= rsinffcos¢, z= rsin¢.

le domaine BR est transformé en By = [0, R] x [—m, 7] x [—-7/2, /2], et
72 = r?sin® ¢. La formule de Changement de variables nous donne :

/// Zdxdydz = /// 1% sin? @) 1% cos pdrdfd g = /// r*sin” ¢ cos @drfdg.
Br

Comme les variables sont séparables, on a

R n /2 RS [sin0]™? 4R«
zddd:/ 44 /de/ in? od :[q)] = ,
///BRZ xdydz = ( ; ridr) ( - ) ( 7n/2cosgos1n pdg) z 3| 15

)47TR5
15

[=(a®+ 0"+
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4.0.3 Applications : Masse, centre de gravité et moment d’inertie

1l existe un grand nombre d’applications de l'intégrale multiple. Il suffit de
penser aux notions d’espérance et de variance en probabilités ou encore des équa-
tions intégrales. Beaucoup de ces applications seront discutées dans d’autres cours.
Ici nous n’énumérerons que quelques-unes, surtout reliées a la physique. Plusieurs
quantités physiques peuvent étre exprimées comme des intégrales multiples. De
tels expressions sont fondées sur la définition de I'intégrale comme la limite d'une
somme.

On a vu par exemple que si D est un domaine régulier de I'espace, alorsVolume

(D) = ///Ddxdydz.

Plus généralement, si D a une densité de masse (ou de charge) p = dq/dvol,
alors la masse ( ou charge) totale de D est donnée par l'intégrale

= ///D p(x,y,z)dxdydz

Une autre notion fondamentale en mécanique du solide est celle de centre de
gravité G (ou centre d’inertie) d'un domaine D.

eSiDCR3onaG=(xgvyc, zg) ot

W ///D xp(x,y,z)dxdydz, yg = M(lD) // Dyp(x, y,z)dxdydz
= M(lD) ///D zp(x, y, z)dxdydz

o Si la densité p est constante, on dit que D est homogene, et les expressions se
simplifient. On obtient alors

6= Volume / / / xdxdydz
ve = Volume / / ydxdydz
%6 = Volurne / / / zdxdydz

REMARQUE

Le centre de gravité G a des propriétés physiques trés importantes. Une
d’entre elles est utile pour avoir l'intuition de sa position : le domaine D
reste a I’équilibre s’il est posé sur son centre de gravité. A noter que G n’est
pas toujours situé dans D, par exemple si D est un pneu.
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Pour revenir aux notions mathématiques que nous avons abordées ici, le centre
de gravité se comporte tres bien par découpage des domaines. Le centre de gravité
du tout est alors le barycentre des centres de gravités des morceaux. On a plus pré-
cisément : Si le domaine D se découpe en la réunion de domaines D1, D>, - - - Dy,
alors

M(D)XG = M(Dl)xGl + ]\/I(Dz)xc;2 +---+ M(Dn)xcn

et des expressions similaires pour yg et zg. C'est une conséquence immédiate du
découpage de l'intégrale

M(D)xg = ///D xp(x, y)dxdy = g///D, xp(x, y)dxdy = Zi%M(Di)xGi.

On peut ainsi déterminer le centre de gravité de domaines constitués de fi-
gures géométriques simples, en tout cas en principe pour l'instant, car il nous faut
d’abord avoir des outils de calculs d’intégrales multiples efficaces sur ces figures.

REMARQUE
Notez enfin la similitude des formules valables pour un systéme fini de
masses. En effet, la formule s’écrit aussi

et la formule n’est que la version continue de cette expression, ot 'on au-
rait découpé D en une infinité de morceaux infinitésimaux D; de masse
dm; ~ pdxdy, tout a fait dans 'esprit de découpage et d’échantillonage des
sommes de Riemann qui nous on permis d’introduire la notion d’intégrale
multiple.

EXEMPLE. On cherche a déterminer le centre de gravité du demi-cylindre
homogene O = {(x, v, z) € R¥|x> +y> < R?% z € [0, H], y > 0}.

Dans, ce cas, Il est naturel de travailler en coordonnées cylindriques et
d’écrire le demi-cylindre comme

O={(r,0,2)|re0,R],0€c|0, ], zc [0, H}.

Le calcul de la masse totale donne

R 7'( H 2
M:/// dxdydz :/// rdrd@dz:/ rdr/ dG/ dz = 7R H.
0 O 0 0 0 2
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e Le centre de gravité G a pour coordonnées cartésiennes

1 dxdvdz — = [ 2ar [ cosede [ dz =0
XG—M///()xxyZ—M/Orr/()COS /OZ—

(on aurait pu déduire ce résultat de la symétrie du domaine par rapport au
plan y0z)

R3 4R
2 2H =
M // ydxdydz = / dr/ sin GdG/ az R2H 3 3r

1 1 (R Tt H 2 R? H2 H
—M///zdxdydz—ﬁ/o rdr/o d@/o zdz = 7R2H2 5 =3

4R H
Ainsi G = (0, —, —).
insi ( oy 2)

Moment d’inertie

11 est aussi possible dans la situation précédente de décrire le moment d’iner-
tie par rapport a un axe . En physique, le moment d’inertie d'un systeme de n
particules par rapport a un axe de rotation est défini par I'équation

mlr% + mzr% +...+ mnr%

dans laquelle m; est la masse et r; est la distance a I’axe donné de la i-ieme particule.

DEFINITION

Soit p: Q) — [0, +o0[ la densité volumique d’un matériau Q). Soit A une droite.
Onnote par r(x, y, z) la distance du point (x, y, z) ala droite A. On appelle
Moment d’inertie de () par rapport a la droite A le nombre réel

J[] ¢, v, 2oz, y, 2avaya

REMARQUE
1) Si (xa,ya,za) est la projection orthogonale de (x, y, z) sur la droite A
alors le moment d’inertie I5 (D) de Q) par rapport a la droite A est égal a

/// x = xa) 4 (y —ya)® + (z — 28)*)p(x,y, 2)dxdydz.
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4.0.39 EXEMPLE. Soit le cylindre homogeéne
O={(x,y,2) e R¥x¥*+y*<R? z€ [0, H}

de densité volumique y > 0.

(i) On commence par calculer le moment d’inertie par rapport a son axe
de révolution, ’axe 0z.
On note r(x,y,z) = /x?+ y? la distance d'un point (x,y,z) a l'axe
Oz.
Comme dans l'exemple précédent, on va travailler en coordonnées
cylindriques et d’écrire le cylindre comme

QO={(r,0,2z)|re[0,R],0€[-mn n],z€ [0, H} = [0, R] x [, 7] x [0, H].

Le moment d’inertie de () par rapport a I’axe 0z est égal a

lo,=p ///Q(r(x,y,z))zdxdydz =u /// (x* +y?)dxdydz = p ///() r3drdfdz
_y/ 3dr/ de/ dz = i R4H.

(ii) On veut maintenant calculer I, le moment d’inertie du disque par
rapport une droite A paralléle a I’axe 0z et passant par un point de la
circonférence de la base. Soit A = (a,b) un point de la circonférence
du cercle; donca? 4+ b? = R%. Onnotera(x,y,z) = /(x —a)2 + (y — b)?
la distance d"un point (x,y, z) a la droite A. Alors,

IA:y///Q(rA(x,y, dxdydz-y/// x—a)?+ (y — b)?) dxdydz

:y/// (x® + y* — 2ax — 2by + a* + b?) dxdydz
0

=u ///Q(x2 +y?) dxdydz + ///Q(—Mx — 2by) dxdydz + p ///Q(az + b?) dxdydz

=lo.+p /// (—2ax — 2by) dxdydz + yRZ Volume(Q)

D’autre part : /// x dxdydz = / / / cos(0)df)drdz = 0 de
méme /// y dxdydz = / / / sin(0)d6)drdz = 0.

Par suite p /// (—2ax — 2by) dxdydz = 0. Ainsi,
0

TR*H 37TR*H

Ip = Io, + uR? Volume(Q) = + uR*(7R*H) =

= 3lo,.
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Ce calcul montre qu’il y a 3 fois plus de résistence a faire tourner le
cylindre autour d’une droite parallele a Oz et passant par un point de
sa circonférence qu’en son axe de révolution.
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Chapitre 5

Intégrale curviligne

5.1 Courbes paramétrées

11 existe plusieurs fagons mathématiques de décrire formellement la notion de
courbe. En voila trois :
o au moyen des graphes de fonctions d une variable

o au moyen d’équations implicites : on parle alors de courbes définies implici-
tement

X2+ y? =1

W%
Y

o au moyen d'un paramétre, le temps t : on parle alors de courbes paramétrées

100
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x(t) = cost, y(t) = sin3t
x(t) = acost,y(t) = bsint

— |
P —
J
P —
@x Yy

x(t) = cost,y(t) =sint, z(t) =t

Dans ce chapitre, on donne la préférence aux courbes paramétrées (elles s’ex-
priment facilement en toute dimension).

DEFINITION
Une courbe paramétrée est une fonction vectorielle ( de classe C')

v:la,b] — R"
t — (x(t), x2(t), ... xn (1))

Le support de la courbe paramétrée est le lieu des points

C={7(t) = (xa(t), xa(t),...xu(t))| t € [a, ]},

e Une courbe paramétrée est naturellement orientée par le sens croissant
du parametre t. On note dans ce cas le support par C* et on dit qu'il est
orienté dans le sens direct (ou positif).

e Le support de y parcouru dans le sens inverse (ou négatif) est noté —y (
son support est noté C~ ou —C) il est par exemple paramétré par

¥ : [a,b] — R" définie par ¥(t) = y(a+b —t).

e On dit que la courbe 7y est fermée lorsque son origine coincide avec son
extrémité si I = [a, b] et y(a) = y(b).

e On dit que la courbe 7y est simple lorsque I = [a, ], t,t' €]a, ]|,

t#t = () # ().
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e On appelle vecteur vitesse la dérivée premiére de  :

76 =1 — (0,500, 5,)

DEFINITION
Une courbe paramétrée «y : I — R" est dite réguliere si pour tout t € I,

17" (B[ #0

autrement dit, si son vecteur vitesse ne s’annule jamais. La droite passant
par y(t) et de vecteur directeur 7/ (t) est appelée la droite tangente en t a 7.

Longueur de courbe paramétrée

Soit un arc de courbe AB, paramétré par

v:lab] — R"
t — (xq(F), x2(8), ... xn(£))

On considere un point M qui se déplace le long de la courbe de A a B, par déplace-
ments infinitésimaux d M.

Y
v

——
Chacun de ces déplacements a une longueur égale a ||dM||, et la longueur
totale L de I'arc AB est la somme de ces longueurs infinitésimales. Donc

B —
L= [ laM]|
A

Si on travaille en coordonnées cartésiennes, on a

—  —  — —
dM = dx1 +dxy + - - - +dx,.
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Il en résulte immédiatement que,

Lﬁz/B\/dx%—l—dx%—i—n-—i—dx%.
A

Ona A = vy(a)et B=y(b), commedx; = x;(t)dt pourtouti € {1,2,...,n}
alors

1 :/AB \/dx§+dx§+---+dx% :/ﬂb EDO + (02 4+ (< (1) .

Ainsi la longueur de la courbe <y entre A et B est donnée par la formule

L) = [ I @ldt= [ JHORT 502+ + ()2

5.1.3 EXEMPLE. Soit y(t) = (t,t,t) avect € [0, 1].
Puisque y(t) = (t, t, t) ,ona/(t) = (1,1,1) d’ou

V()] = VIFI+1 =3 £0.
Ainsi 1y est réguliere.

5.1.4 EXEMPLE. Soit y(t) = (3cost,0,2sint) avec t € [0,27]. On a x(t)/3 =
cost, y(t) = 0 et z(t)/2 = sint, ainsi le support de la courbe est I'ellipse
contenue dans le plan {y = 0},

N

S
9
Puisque y(t) = (3cost, 0,2sint) ,on a

7' (t) = (—3sint, 0,2cost)

d’ott

17 (8)|| = V/9sin? t + 4 cos? t # 0
Ainsi 1y est réguliere.
5.1.5 EXEMPLE. Soit y(t) = (cost,sint, t) avect € [0, 671].

On a x2(t) + y*(t) = 1, le support de la courbe est contenue dans un cy-
lindre de base un cercle unité. La hauteur z(t) est le parametre angulaire.
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|
P m—
D
—
@x v

Le support de la courbe est donc une hélice.
Puisque y(t) = (cost,sint, t) ,on aura 9/(t) = (—sint,cost, 1) par suite

17/ (1)|| = Vsin? t + cos? £ + 1 = /2

ainsi la courbe 7y est réguliere.
e La longueur de <y entre 0 et 27t vaut

27
L37(q) = /O V2dt = 2v/21

5.1.6 REMARQUE (LONGUEUR DE COURBE PARAMETREE EN COORDONNEES POLAIRES)
Soit 7y une courbe définie en coordonnées polaires par : p = p(6) avec 6 €
[61,602]. Onay(0) = (x(0),y(0)) = (p(8) cos(8),p(0) sin(P)) en dérivant on
obtient 7/(8) = (p’(0) cos(0) — p(8) sin(8), o’ (0) sin(0) + p(0) cos(@)), par
suite

Iy ()11 = x'(0)% +/(8)* = (' (6) cos(8) — p(8) sin(6))* + (o' (6) sin(6) +p(8) cos(6))?

=0'(0)* +p(0)".
D’ou1 la longueur de la courbe :

L) = [0 02 +ot0ras

5.1.7 Exercice Soit a calculer la longueur de la cardioide v d’équation en coor-
données polaires p(8) = 1+ cos(0) avec 8 € [—r, 7T].

Y

OnalL™ (v) = [ /(=sin(60))2+ (1+cos(0))2d0 = [* /2 +2cos(0)do =
\@f_”ﬁ 1+ cos(6)d = \/Effn \/Zcosz(%)de

_ 2/_7; | cos(g)]de _2 [ZSin(g)] :T _s.
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5.2 Intégrales curvilignes d’une forme différentielle
et circulation d’un champ de vecteurs

On va commence par définir maintenant les objets a intégrer sous deux formes.

5.2.1 DEFINITION
Une forme différentielle w ( de degré 1) sur un domaine D est une expres-
sion de la forme :

w(x) =ai(x)dxq + ...+ an(x)dx,

oupour touti € {1,...,n},a; estune fonction de classe Cldans D Cc R"
a valeurs dans R.
Par exemple, on notera

1. (endimensionn = 2): w(x,y) = P(x,y)dx+ Q(x,y)dy o P et Q sont
des fonctions de classe C! de D C R? a valeurs dans R.

2. (endimensionn = 3):w(x,y,z) = P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
ou P, Q et R sont des fonctions de classe Clde D C R? avaleurs dans
R.

5.2.2 EXEMPLE. Soient D un domaine de R3 et f : D — IR une fonction de classe
C2. Alors sa différentielle

0 0 0
df(x,y,z) = aj;(x,y,z)dx—k ajyr(x,y,z) dy + ajzr(x,y,z) dz

est une forme différentielle ( de degré 1) sur le domaine D.

5.2.3 DEFINITION
On associe a la forme différentielle w le champ de vecteurs 7 défini sur D
a valeur dans R" par :

v(x) = (m(x),...,an(x))

oupourtouti € {1,...,n},a; est une fonction de classe Cldans D Cc R"
a valeurs dans R.
Par exemple, on notera

1. V(X,y) = P(x,y)? + Q(x,y)7> (en dimension n = 2)
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2. 7(x,y,z) = P(x, y,z)?> + Q(x,y,z)7> + R(x,y,z)? (en dimension
n =23)

5.2.4 REMARQUE
Le champ de vecteur associé a la différentielle df est le gradient grad f.

5.2.5 DEFINITION
1) La forme différentielle w est dite exacte (ou totale) s’il existe une fonc-
tion f de classe C?> de D dans R telle que

w=df
et la version correspondante pour les champs de vecteurs :

2) Un champ de vecteurs v est un champ de gradient (ou dérive d’un
potentiel) s'il existe une fonction f de classe C? de D dans R telle que

V = grad f

5.2.6 DEFINITION
1) Une fome différentielle w(x) = a1(x)dx; + ...+ a,(x)dx, est dite
fermée si pour tous 7,j € {1 n},ona dai _ 94
p z e oxj  0x;
Par exemple en dimension 3 : une fome différentielle w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
. 9P 3Q 9P AR 9Q AR
est dite ferméesi — = =, — = — et == = .
dy dx 9z 9x dz 9y
2) Un champ de vecteurs 7(x) = (a1(x),...,a,(x)) est dit
irrotationnel sur D si pour tous 7,j € {1 nj,ona 9 _ %
p ] T ’ an_axl'.

Par exemple en dimension 3 : un champ de vecteurs V est dit irrota-

%
tionnel sur D si son rotationnel est nul (erc (7) = 0)surD.

= (9R 0Q\ > 0P OR\ — 0Q dP\
ourot7—<ay E9z)l+<8z 8x>]+<8x ay)k

. —
que nous pouvons écrire formellement | rot V = det

o e~
= ¥le |

Q &~
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REMARQUE (IMPORTANTE)
Une condition nécessaire pour qu'une forme différentielle w soit exacte

(resp. pour quun champ de vecteurs 7(x, Y, z) soit un champ de gradient)
est qu’elle soit fermée ( resp. qu’il soit irrotationnel).

C’est une application du lemme de Schwarz, qui dit que pour une fonction
de classe C?, les dérivée partielles secondes ne dépendent pas de I’ordre de
dérivation : c-a-d pour tous i,j € {1,...,n},

Pf  Pf

axiaxj a axjaxi '

Cette condition n’est en général pas suffisante.

DEFINITION (INTEGRALE CURVILIGNE)
Soit v une courbe paramétrée (de classe C!)

v:lab] — R"”
t — (x1(8), x2(8), ... x4 (F))

de support C = {y(t) = (x1(t), x2(¢), ... xx(t))| t € [a,b]}, contenu dans D
etw(x) = ay(x)dx; + ...+ a,(x)dx, une forme différentielle ( de degré 1)
sur D.

L'intégrale curviligne de w le long de y est le nombre réel :

[wi= [ @M + ...+ aslrO)i(0)
0% a

Par exemple en dimension 3 : I'intégrale curviligne d'une forme diffé-
rentielle de classe C?,

w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
le long de la courbe <y de représentation paramétrique

= x(t)

y=y(t) ,tclab]
z = z(t)
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est le nombre réel :

[ o= [ (P00, 2(0)%'(0) + Qx(0),y(6) 20/ (1) + Rx(0), w(0), (02 1)

La version en dimension 2, s’obtient en 6tant la variable z et la composante
R c-a-d:

[w= [ Plxyyax+QUeyddy = [ (PC(0)y()'(5) + Q) y(1)y (1)) d
Y Y a

x = x(t)
A t € [a,b].

Si v est une courbe fermée (c-a-d y(a) = (b)), on notera aussi dans ce
cas, l'intégrale curviligne de w le long de la courbe 7y par

?iw

5.2.9 EXEMPLE. Soit+ : [0,1] — IR®la courbe définie par y(t) = (2t +1,¢,3t — 1)

ol 7y est de représentation paramétrique {

et w = —zdx + xdy + ydz. On va calculer I'intégrale curviligne fv w.
On a7/ (¢ ) (X' (1),y'(t),2(t) = (2, 1,3) et par suite
fw—fo (Bt—=1)(2) + 2t +1)(1) + fo —t+3)dt = 3.

5.2.10 PROPOSITION
L'intégrale curviligne d"une forme différentielle le long d"une courbe ne dé-
pend que de l'orientation, pas du choix de paramétrisations équivalentes.

5.2.11 PROPOSITION (PROPRIETES DES INTEGRALES CURVILIGNES)
1. Si on note par —7 la courbe 7 parcourue dans le sens inverse, alors :

ot

2. Soient w et wy deux formes différentielles, a et b deux nombres réels,

alors
/aw1+bw2:a/w1+b/w2.
¥ ¥ ¥

3. (Relation de Chasles) Soit Py un point de la courbe I', & partir de Py
on décompose I' en deux courbes d’extrémités Py, notons les I'y et I'y,

alors: T =T Ul et [fw= frlur2w = fr1w+fr2w
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A I'=T1Ul>

Fl F‘Z

EXEMPLE. L'intégrale curviligne de la forme différentielle w(x,y, z) = zdx — ydy + xdz
le long de 'arc d'hélice y(t) = (cost,sint, t) avec t € [0, 27| est égale a :

27 i 21
/w = / (tM—sintd(smt) +costdt)dt:/ (—tsint —sint cost+ cost)dt
¥ 0 dt dt dt 0

27 27 27 1
= [tcost|§" — / cos tdt —/ sint cos tdt+/ costdt = 2w — [E sin® t]3" = 27
0 0 0

On peut aussi retrouver ce résultat, en remarquant que la forme différen-

2
tielle 7 est exacte, en effet w = df ot f(x,y,z) = xz — % par suite le théo-
réme précédent nous donne :

[[w= [ af = Flatem) = F2(0) = £1,0.27) = £(1,0,0) = 2.

Exercice Soit n € IN. Calculer l'intégrale curviligne de la forme différen-
tielle w(x, y) = —ydx + xdy lelong de y(t) = (¢, "), 0 <t < 1.

Le théoreme suivant est une généralisation du théoréme fondamental du calcul

intégral

THEOREME (LE THEOREME FONDAMENTAL DE L'INTEGRALE CURVILIGNE)
L'intégrale curviligne d'une forme différentielle exacte (ou totale) w = df
ne dépend que des extrémités y(a) et y(b) de la courbe 7, on a:

Aﬁfszw»—fww»

En particulier, si y est une courbe fermée (c-a-d y(a) = (b)) alors,

ﬁdf:o.

Démonstration: En donne la preuve pour le cas n = 3, 1a cas général s’obtient
de la méme maniere. Par le théoréme de dérivation des fonctions compo-
séesona:

[ ar = [ Z 0,500,200 e+ F 500,900,200 B+ F(x(0),9(0,2000)2 )
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— [ (Z v, 20020+ L w900, 2000 + L a0, p00), 2002/ )

-/ YA 4y — fi(0)) - Flata)). .

5.2.1 Circulation (ou travail) d’'un champ de vecteurs

Mathématiquement, il n’y a rien de nouveau dans cette partie par rapport a la
précédente : seul le point de vue et les notations changent

Soit v : I = [a, b] — R" une courbe paramétrée de classe Cl, et soit V :
v([a, b]) — R" un champ de vecteurs continu. D'un point de vue physique, on se
représente «y(t) comme étant la position d'une particule a l'instant t, qui se déplace
sous l'influence du champ de forces V (ainsi 7(7(0) est la force agissant sur la
particule a l'instant t). L'intégrale curviligne du champ de vecteurs le long de la

courbe 7y, notée / V, est par définition le travail effectué par ce champ de forces

”
pour déplacer la particule le long de la courbe de y(a) a 7y (b). Mathématiquement,
cela se traduit de la maniere suivante

5.2.16 DEFINITION
Soient V : D C R” = R" un champ de vecteurs de R" ety : [a, ] - D C
R" une courbe paramétrée.

On appelle circulation (ou travail) de 7 le long de -y l'intégrale curvi-

ligne
[V = [ Ve o war
0% a

ol 7(7(1?)) indique que le champ V est évalué sur les points de la
courbe et - désigne le produit scalaire entre vecteurs.

e Si 7y est une courbe fermée, la circulation de \7 le long de -y s’écrit aussi

7{/7.
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5.2.17 REMARQUE (IMPORTANTE)
Soit V un champ de vecteurs et w la forme différentielle associée alors la

circulation (ou travail) de 7 le long de toute courbe 7y est égal a I'intégrale
curviligne de w le long de vy
[V=[w
24 24

Les propriétés suivantes du travail d'un champ de vecteurs sont des traductions de
celles de I'intégrale curviligne.

5.2.18 PROPOSITION (PROPRIETES)
Les principales propriétés sont :

1)/ 7:—/7.

2)/a71+b7 _ /71+b/772.

3) /%WV:/%V@/

5.2.19 EiEMPLE Calcul de la circulation du champ de vecteurs 7 (x, vy, z) =
zi —yj +x ¥ le long de la courbe fermée C* = Cf UCy UCS

e La circulation du champ 7(3(, Y, z) = 27— y? + ¥ K le long de la
parabole Cl:m() = (tt?)te(01]

/7517 / ,—tt)-(1,1,2t) dt = /t2 t+ 2t dt = /3t2—tdt £
C+
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ﬁ
e La circulation de 7(x, Y, z) = 27— y? + x k lelong du segment C; :
T2(8) = (1—¢t1—1¢1)t€[0,1] est:

V= 1) (—1,—1,0)dt = [ —A—(t—1)dt= [ —tdt =]
L7=] J, J

%
¢ Enfin, la circulation de ?(x, Y, z) = 27— y? + x k le long du
segment Cy : y3(t) = (0,0,1 — ) t € [0,1] est:

1
/ V= / ~1,0,0) O,—l)dt:/Odtzo
T 0

e En conclusion, la circulation de v le long de la courbe fermée C™ =
C/ UCS UCS vaut:

[V-[ V[ 7+[V-1-Lioo

5.2.20 Exercice Montrer que la circulation du champ de vecteurs 7(9{, y) = (x%y, y°)

le long du segment I d’origine (0,0) et d’extrémité (1,1) est égale a 3.

5.2.2 Circulation (ou travail) d'un champ de gradient
5.2.21 DEFINITION

Un champ de vecteurs V estun champ de gradient (ou dérive d"un poten-
—
tiel) s'il existe f de classe C* de D a valeurs dans R telle que V= grad f.

5.2.22 EXEMPLE. 1) 7(95, y) = (y, x) est un champ de gradient sur D = RR?, on
peut prendre f(x,y) = xy.
2) 7(x,y,z) = (y+z+ %,x +z+ ;,x +y+ %) est un champ de gradient
sur D = {(x,y,z) € R®| x >0, y > 0, z > 0}. En effet, 7(9{,_1/,2) est le
gradient de la fonction f(x,y,z) = xy + yz+zx + In(x) + In(y) + In(z) (a
vérifier)
3) 7 (x, y,z = (x,x,x) n'est pas un champ de gradient. En effet, ot (7) =
(0,1,1) # f
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Exercice Montrer que le champ de vecteurs

7(x,y,z) = (ax+by+cz)?+ (dX+ey—1—fz)7>_|_ (gX+hy+iz)?

a b c
est irrotationnel sur R® si et seulement si la matrice A = |d e f | est
g h i

symétrique. Montrer que dans ce cas v est un champ de gradient.

Dans le cadre des champs de vecteurs, le théoréme suivant est une traduction du
théoreme fondamental de l'intégrale curviligne

THEOREME (LE THEOREME FONDAMENTAL DES CHAMPS DE GRADIENTS)
Soit V' = grad f un champ de gradient de domaine D, alors

o La circulation de grad f le long d'une courbe vy contenue dans D joignant
deux points A et B ne dépend pas de la courbe mais seulement des valeurs de f
aux points A et B ( on dit qu'un champ de gradient est conservatif ). On a

A grad f = f(B) — f(A) .

—
e En particulier, la circulation de V = grad f le long d’une courbe fermée C

est nulle
7{ grad f = 0.
7
—
EXEMPLE. Le champ vecteur 7(x, Y, z)= 27— y? + x k estun champ

de gradient. En effet, V= grad f ou f(x,y,z) = xz — yz—z, ainsi la circula-

tion le long de la courbe fermée de 1’exercice 5.2.19 est nulle (on retrouve
facilement le résultat).
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5.2.26 EXEMPLE. Calculons la circulation du 7(x,y,z) =(-y,x,0) = —y?—i—x?
le long du cercle (t) = (cost,sint,0), t € [0,27], on aura

on [ —sint —sint 2 .
?{ V= / cost | cost | dt= / (sin®t +cos? t) dt = dt =21 #0
0 0 0
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Le champ de vecteurs V tourne autour de 'origine

On en déduit que le champ de vecteurs V nest pas un champ de gra-
dient, puisque sa circulation le long d"une courbe fermée n’est pas nulle.

> 7
7 j k
i i — d el 9 —
On aurait pu aussi remarquer que, comme rot (7) = det x 9y 92|~
-y x 0

—
2 k n’est pas nul, V nest pas un champ de gradient.

5.2.27 EXEMPLE. Maintenant, on va a partir du champ de I'exemple précédent,
en modifiant son amplitude, obtenir un champ de vecteurs irrotationnel
mais qui n’est pas un champ de gradient.

Ceci montre que la condition nécessaire (1;; -0 ) pour avoir un champ
de gradlent n’est pas suffisante.
Soit W de classe C! défini sur D = R3\{(0,0,z)|z € R} par
vy x - =
ny t ol Ok

W(x,y,2) =

1) W est irrotationnel car
TT
s B 3 3 B i -y _ i X - =
rot(W) = det 3}; Bxy = (ay <x2+y2) iy (x2+y2>> k=0.
x2+y2 x2+y2

o Yo =]
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2) Onvamaintenant calculer le travail du champ W le long du cercle unité
du plan xOy, orienté dans le sens trigonométrique. Une paramétrisation
est donnée par «y : [0,271] — RR?, avec (t) = (cost, sint,0). On aura

ainsi,
— 27T
% W = dt = 27
¥ 0

On peut en déduire que V_\} n‘est pas un champ de gradient puisque
sa circulation le long de la courbe fermée 7y n’est pas nulle. Le champ
de vecteurs W tourne autour de Iaxe Oz qui n’est pas contenu dans le
domaine D.

En fait, ici le domaine D est assez particulier, par exemple le centre du
cercle 7y n’est pas dans le domaine. On verra dans ce qui suit, que si le
domaine "n’a pas de trous" alors la condition nécessaire (rot = 0) est
aussi suffisante.

Exercice Soit v(x, y) = (x® + y?,2xy). Calculer l'intégrale curviligne de V
le long des courbes suivantes :

1) C:x=t y=2tte[0,1]
2) Co:x=t, y=2ttec]0,1]
3) C=GCUCs0ouCs: x=0,y=t1t€[0,2]etCy: x=ty=2,t€[0,1]

5.2.3 Primitive d'une forme différentielle (potentiel d'un champ
de vecteurs)

On a vu ( voir exemple 5.2.27) que la condition nécessaire (15;? = 6)) pour
qu’un champ de vecteurs sur un domaine D soit un champ de gradients n’est pas
suffisante. Pour que pour cette condition nécessaire soit aussi suffisante, il faudrait
que le domaine D "n’ait pas de trous” ( on va donner dans ce qui suit une classe
d’ensembles qui n’ont pas de trous).

DEFINITION
1) Soit w une forme différentielle ( de degré 1) sur D. Une primitive de w
est une fonction différentiable ¢ : D — R telle que w = d¢.

2) Soit V un champ de vecteurs sur D. Un potentiel de V est une fonction
. . —
différentiable ¢ : D — R telle que = grad ¢.
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5.2.30 DEFINITION
Un sous-ensemble D de R" est dit étoilé s’il existe un point a € D tel que
pour tout point p € D, le segment joignant a a p est contenu dans D.
On rappelle que le segment [a, p] est par définition 1’ensemble

[a,p] ={a+t(p—a)|0<t<1}

R
N

@¥

ensemble étoilé ensemble convexe
ensemble non étoilé

5.2.31 ExEMPLE. 1) R?, R?, pluds généralement R" sont des ensembles étoilés.
2) tout disque dans IR? (resp. toute boule dans R%) est un ensemble étoilé.

3) tout ensemble convexe est étoilé ( en fait, il est étoilé par rapport a cha-
cun de ses points). Par exemple, R", les triangles, tétraedres, disques,
boules sont des ensembles convexes, donc étoilés.

4) Les ensembles R? \ {(0,0)} et R*\{(0,0,z)|z € R} ne sont pas étoilés.

5.2.32 THEOREME (DE POINCARE)
Soit D un domaine étoilé de R3.

1) Soit w une forme différentielle sur D.
Alors w est une forme différentielle totale si et seulement si w est une
forme différentielle fermée.
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2) Soit V un champ de vecteurs sur D.

Alors V est un champ de gradient si et seulement si V estun champ
irrotationnel.

Par exemple en dimension 3 : Sur un domaine étoilé D de R3 on a

i) w= R(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz est une forme différentielle
totale sur D si et seulement si

9P 3Q 9P 3R 3Q R

oy ox oz ox" oz oy
ii) V= R(x,y,z)?> + Q(x,y,z)7> + R(x,y,z)?> un champ de vecteurs sur
D

Alors V est un champ de gradient si et seulement si il est irrotationnel c-a-d
si les équations suivantes sont satisfaites

oP  dQ 0P oOR 0dQ R
o oz e oy
5.2.33 REMARQUE
1) Cet enoncé est équivalent a : "sur un domaine étoilé D, une forme diffé-
rentielle w est exacte si et seulement si elle est fermée "
2) En terme de champs de vecteurs : "sur un domaine étoilé D, un champ

de vecteurs V est un champ de gradient si et seulement si il est irrota-
tionnel".

En dimension 2, le théoréme de Poincaré s’énonce comme suit :
Soit D un domaine étoilé de R2.

1) Soit w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy une forme différentielle sur D.

Alors w est une forme différentielle totale si et seulement si alyj = %8
2) Soit V= P(x,y)7> + Q(x,y)7> un champ de vecteurs sur D.
v o 0P 0Q
Alors 'V est un champ de gradient si et seulement si y =5

Démonstration: On donne la preuve en dimension 3, le cas général s’obtient
sans difficultés en suivant les mémes étapes.

On a déja vu que les équations i sont nécessaires, il reste a montrer
qu’elles sont suffisantes, on doit construire une primitive f de

w = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz sur D.
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On peut supposer que D est étoilé par rapport a I'origine, en ce ramene a
ce cas par translation. Comme D est étoilé par rapport a 1’origine pour tout
(x,y,z) € Dettoutt € [0,1], t(x,y,z) = (tx,ty,tz) € D. On définit alors,
I'application ¢ : D x [0,1] — R par

o((x,y,2),t) = x.P(tx, ty, tz) + y.Q(tx, ty, tz) + z.R(tx, ty, tz).

La formule de dérivation d"une fonction composée donne :

9Q

gg’c)((x,y,z), t) = P(tx, ty, tz)—i—txgp(tx ty, tz)—f—tya (tx, ty, tz)—i—tzgR(tx ty, tz).
Comme

oP BQ oP dR

ay ox oz ax
On obtient

ox

o d(t.Q(tx, ty, tz)) o

On trouve de la méme maniére que @((x, v,z),t) = T
99 d(t.R(tx, ty, tz))
9 (x,,2),1) = AR )

1
On introduit alors la fonction f : D — R définie par f(x,y,z) = / ¢((x,y,2),t)dt.
0

Nous allons montrer que w est la différentielle de f.

of _ [log _[Yd(t.P(tx, ty,tz)) , 1
Onaﬁ(x,y,z) = /0 g((x,y,z),t)dt = /0 dt = [t.P(tx, ty, tz)], =

dt

P(x,y,z) de méme on aura g]yr(x, y,z) = Q(x,y,z) et Z(x, v,z) = R(x,y,2)

ainsi w = df i.e. f est une primitive de w sur D. m

Maintenant, si on a un champ de vecteurs irrotationnel défini sur un domaine
étoilé, d’apres le théoréme de Poincaré, c’est un champ de gradients. Comment
déterminer un potentiel de ce champ ?

On va donner deux méthodes pour déterminer un potentiel. Les méthodes s’ap-
pliquent aussi a la recherche d"une primitive pour une forme différentielle fermée.

5.24 Méthode pour déterminer une primitive d"'une forme
différentielle (ou un potentiel d’'un champ de vecteurs)

Soit V(x,y, z) = a(x,y,z)? +b(x,y,z)7> —Fc(ac,]/,,z)%> tel quea 7 =
0

d(t.P(tx,ty, tz))

aq) xX,y,z),t P(tx,ty, tz —|—txap tx, ty, tz) +t op tx, ty, tz —|—tza—P tx, ty, tz) =
Yoz Y G Yoy 1Rty 5, (o ty

dt
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et cherchons ¢ tel que V= gr?lq) c-a-d a—(P 8—4) =bet % _

ox ay aZ
Ona gf =a = ¢x,y 2) = /a(x, y, z)dx +g(y, 2)
puis
9 [ Oa og
@_b:b— ®dx+ay =b / o odx = g =
[oav- [ ;);dxdy+h(z)etdonc¢(xl y, 2) = /adx+/bdy—// a;dxdvah(Z).
. 0P _ — [ == —
Enfm,g—cz>c_ d+/7d //aza dxd+
oh oa

h = /cdz— // —dxdz — // dydz—l—/// 329y ———dxdydz. On remplace

hdans ¢(x, y, z) = /adx + /bdy - // @dxdy + h(z) pour obtenir finale-

ment :

o= i foe [t ([ ) or= | (/)| (/%

+/</( aaydx)dy)dz

EXEMPLE. Soit V : R? — R® défini par
— - >
V(xyz) =22y +(2+2)] +yk

Un simple calcul montre que rot V=0 et puisque D = R est convexe
donc eto11e le théoréeme de Poincaré assure I'existence de ¢ : R® — R tel

que V= grad ¢.

99

gx = 2xy
1) Par integration du systéme : (.;P =x*+z

34’

Fr =Y

dy> dz
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Ona g(z =2xy = ¢(x, y, z) = /nydx +¢(y, z) = ¥’y +g(y, z). On
en déduit 3—‘5 =x2+ % et 3—‘5 = x? + z ce qui impose donc gi(y, z) =2z
d'oug(y, z) = / zdy + h(z) = zy + h(z). En reportant dans 1'expression
de ¢ on obtient

¢(x,y,2z) = x*y +zy + h(z) .

Ainsi ?;f = y + h'(z) . La troisitme équation impose gi) = y d’ou

h'(z) = 0 c-a-d h est constante. On peut choisir cette constante égale
a0 car

—y —

grad ¢ = grad (¢ + Cte) .

Finalement, ¢(x,vy,z) = x?y + zy convient.

2) En utilisant la fonction donnée dans la preuve du théoréme de Poin-
caré :
On pose

o((x,y,2),t) = x.P(tx, ty, tz) + y.Q(tx, ty, tz) + z.R(tx, ty, tz)
= 202x%y + (2x°y + tzy) + tyz = 3t2x%y + 2tyz.
Alors,
1 1
¢o(x,y,z) = /0 o((x,y,z),t)dt = /0 (32x%y +2tyz)dt = [Px%y + tzyz]é = ¥’y 4z,
est un potentiel de V.

. o _y X S . 2
5.2.36 EXEMPLE. Soit w = mdx + mdy définie sur R* \ {(0,0)}.

i) westferméecari < —Y ) = y o _9 <x>
ay xZ +y2 x2 _|_y2)2 ax x2 +y2
ii) w n’est pas exacte car, si y est la courbe paramétrée fermée, y(t) =
(cost,sint), t € [0,27t] ona

27
7{ w = dt =27 #0.
rt 0
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Comme R?\ {(0,0)} n’est pas étoilé, le théoréme de Poincaré ne s’applique
pas dans ce cas. Par contre, si on restreint w au domaine D = R?\ {(x,0) | x <
0}, qui lui est étoilé, le théoreme de Poincaré permet d’affirmer que w ad-
met une primitive sur D.

En effet, w = df ou f : D — R est la fonction définie par f(x,y) =

Yy

VPP

2 arctan
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5.3 Formule de Green-Riemann

On a vu que pour V un champ de gradient (ou w une forme différentielle

exacte ), pour toute courbe fermée vy, % V=0 (resp. % w=0)
Y Y
Pour un champ de vecteurs qui n’est pas un champ de gradient, en général, cette

intégrale curviligne n’est pas nulle, la formule de Green-Riemann que nous allons
voir, montre (entre autre) que l'intégrale d'un champ de vecteurs le long d’une
courbe fermée simple qui borde un domaine du plan s’écrit comme une intégrale
double sur le domaine délimité par cette courbe.

5.3.1 DEFINITION
Si D est un domaine du plan, dont le bord est formé d’un nombre k de
courbes simples et fermées Cy, . . ., Cy, on oriente son bord suivant la conven-
tion de la matiere a gauche :
“lorsque I’on parcourt n’importe qu’elle courbe C; du bord on doit avoir le
domaine D sur sa gauche”.
On dit dans ce cas que le bord dD de D est orienté dans le sens direct (ou
positif).

N
- B | /

X e

\
\
\

—

Les domaines que nous considérons pour I'énoncé du Théoréme de Green-Riemann
seront de cette forme, un tel domaine sera appelé "domaine admissible”.
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5.3.2 THEOREME (GREEN-RIEMANN)
1) Soit w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy une forme différentielle de classe C!
définie sur un domaine admissible D du plan. On suppose que son bord
oD est orienté dans le sens direct.

Alors

w = / / <8Q — 8P> dxdy (Formule de Green-Riemann).
aD+ p\dx 9y

La version équivalente pour les champs de vecteurs :

2) Soit 7(x,y) = P(x,y) T4 Q(x,y) 7) un champ de vecteurs de classe C!
défini sur un domaine admissible D du plan On suppose que son bord
0D est orienté dans le sens direct. Alors

/ 7 = / / a—Q — a—P dxdy (Formule de Green-Riemann).
oD+ p\dx dy




5. Intégrale curviligne: Formule de Green-Riemann 124

5.3.3 REMARQUE
Si 7 est un champ de vecteurs ( ou w est une forme différentielle) comme
dans I'énoncé du théoreme, qui satisfait

9Q _op
ox oy’
alors son intégrale sur 0D est nulle.
En particulier si V= grad ¢ est un champ de gradient ( ou w est une

forme différentielle exacte), alors grace au lemme de Schwarz,
0Q ¢ _ Pp _dP
dx  Jxdy dyox Jy’

d’ot1 son intégrale sur 9D est nulle, on retrouve ainsi le résultat qui dit que
l'intégrale curviligne d'un champ de gradient le long d’une courbe fermée
estnulle .

Démonstration: Commengons par démontrer ce théoréme dans des cas par-
ticuliers.

1) Dans le cas d’un rectangle D = [a,b] x [c,d]. On calcule successivement
les deux termes de l'égalité dans la formule de Green-Riemann, et on
vérifie qu’on obtient la méme chose.

La courbe fermée 0D est formée de 4 segments orientés [(a,c), (b, c)],

[(b,c),(b,d)],[(bd),(ad)]et[(ad),(arc)],ainsi

b d a c
amwz/a P(x,c)dx+/c Q(b,y)dy+/b P(x,d)dx+/d Q(a,y)dy

- /abP(x,c)der/CdQ(b,y)dy—/abP(x,d)dx—/ch(ﬂ/y)d]/

D’autre part, d’apres le théoréme de Fubini,

// alyj(x y))dxdy = / / —(x,y)dx)dy — /h(/cd?;(x,y)dy)dx
b

= +/d Q(b,y)dy—/dQ(a,y)dy—i—/abP(x,c)dx—/ P(x,d)dx.

oP
D’ou I'égalité . w = // <8x - ay) dxdy.
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2) On suppose maintenant que

w(x, y) = Px,y)dx,

oD={(x,y) eR?la<x<b, g1(x) <y < g(x)}, ot1 g1 < gosontde

classe C1.

Appelons Cy, Cy, C3, C4 les courbes comme sur la figure ci-dessous.

Soit y; une paramétrisation correspondant a C; :

Pour Cy : 1 : [a, b] — R?, v1(t) = (¢, g1(t)),

Pour Cy : 72 : [g1(b), §2(b)] = R?, 12(t) = (b, 1) .

Pour C3:y3: [b, a] — R?, 11(t) = (¢, &2(t)),
(

Pour Cy : 74 : [g2(a), g1(a)] = R?, 7a(t) = (a, t) .

/ /bP(t (1))dt / /gZ(b)
w = : ; w =
C1 a gl Cz gl(b)

de méme : ,
w= —/ P(t, go(t))dt, / w = 0.
C3 a C4

Alors,

0dt =0.

Ainsi [, w = [o. w+fczw+fcsw+fc4w = [P(P(t, g1 (t)) —

dy> dx

D’autre part,

I (=55 ) st =[5

o= (L
[Pt 1)~ P, )i

Doul’egahte/ w = // <8x_> dxdy.

P(t, g2(t)))dt.
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3) De maniere analogue, on peut montrer le théoreme dans le cas ot :
sw(x, y) = Q(x,y)dy
oD = {(x, y) € R2gi(y) < x < ga(y), ¢ <y < d}, ol g1 < g sont de
classe C1.
La combinaison de ces deux cas particuliers donne une preuve du Théo-
réme de Green-Riemann, lorsque le domaine est a la fois du type I et de
type II, on termine en observant que grace a la propriété d’additivité, on

obtient une preuve pour les domaines qui sont réunion finie de domaines
de typeletIl [J

C
C/// / D1
R/D

(N
\ X D
///\j ( 5< 2;

Application au calcul d’aires

oD =CrUC

On peut appliquer la formule de Green-Riemann dans le cas oit D est domaine
du plan dont le bord est une courbe fermée 0D = <y alors pour w = —ydx , on
obtient [ . —ydx = [ [, dxdy et pour w = xdy,ona [ . xdy = [ [, dxdy d’ois
le calcul de I'aire via I'intégrale curviligne

. 1
Aire(D) = //D dxdy = — [ﬁ ydx = [ﬁ xdy = 5 L* —ydx + xdy| (5.1)

_ 1 1 [
Aire(D) = 5 /aD+ —ydx + xdy = 5/9 2(0)do (5.2)
1

EXEMPLE (AIRE D'UNE ELLIPSE). L'ellipse £ d’équation ;‘—; +z—§ = lapour
équation paramétrique x = acos(t), y = bsin(t) avec t € [0,271].
D’apreés la formule de Green-Riemann, 1’aire de l'ellipse £ est alors égale a :

1 1 r2m ab 2w
Aire(€) = > /am —ydx+xdy = 5/0 (abcos®(t) + absin®(t)) dt = > o

dt = abm.
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5.3.6 EXEMPLE. Déterminer le travail du champ de vecteurs 7(3(, y) = Bx+y, —x+2y)
le long de 'ellipse 4x% + y? = 4, orientée dans le sens trigonométrique.
Soit £ 'ensemble formé de l'ellipse et de son intérieur. Le champ de

vecteurs k% est de classe C! sur R?, et £ est un domaine admissible pour le
Théoréme de Green-Riemann, donc on peut 1’appliquer pour obtenir

le travail de V = / V= /(—Z)dxdy = —2Aire(€) = —4m.
&+ &

En coordonnées polaires

Soit D un domaine limité par 0D = {(r(0) cos0,r(0)sinb)|0; < 6 < 6>}
alors

. 1 1 [
Aire(D) = > /BD+ —ydx + xdy = 2 ), 2(0)d6 (5.3)
1

5.3.7 EXEMPLE (AIRE D'UNE CARDIOIDE). Soit a > 0. On consideére la cardioide
D limité par la coube d’équation polaire r = a(1 + cos ), avec 8 € [—, 71].
D’apres la formule de Green-Riemann, 1’aire de D en coordonnées polaires
est alors égale a :

2 2 2
”Zdeza*/ (1+C059)2d9=£/ (1+2c039+cos29)d9:3u T
2 —7T 2 —7T 2

Aire(D) = ;/

oD+

S
&
v
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5.3.8 EXEMPLE (AIRE D'UNE ARCHE DE CYCLOIDE ). (trajectoire d"un point fixé
sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite)
Etant donnée l'arche de cycloide D limité par 'axe Ox et la courbe para-
métrée y : [0,271] — RR® définie par (t) = (a(t —sint),a(l — cost)) otr a
est un nombre réel > 0. Comme y = 0 sur I’axe Ox, d’apres la formule de
Green-Riemann, on aura

21 21
Aire(D) = — ydx = / a*(1—cost)?dt = az/ (1—2cost+cos®t) dt = 3a*m
aD+ 0 0




6.1.1

Chapitre 6

Intégrales de Surface

6.1 Surfaces paramétrées

11 y a aussi trois fagons usuelles de spécifier une surface dans l'espace tridimen-
sionnel.
Graphe d"une fonction. Probablement la fagon la plus commune,

z=f(x,y), (x,y) € D C R*

Par exemple, la demi-sphere,

z=4/1—-x2—y2  avec **+y* <1

Implicitement. Nous I'avons aussi fait. Il s’agit de spécifier la surface comme
I'ensemble de niveau d'une fonction de trois variables. Ceci revient a dire que la
surface est 'ensemble des points qui vérifient I'équation . Par exemple, la sphere de
rayon Rcentrée a I'origine est I'ensemble des points vérifiant

Py =1

par un paramétrage, ['image d’'une fonction. Il s’agit probablement de la facon
la plus utile de spécifier une surface. Tout comme une courbe paramétrée, on peut
obtenir une surface comme I'image d"une fonction de deux variables :

DEFINITION
Une surface paramétrée dans 1'espace, est la donnée d’une fonction s de
classes C! définie sur un domaine D de IR?,

129
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s:D — R3
(u, v) +— s(u,v)=(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

)
x(u,v)
qu’on notera aussi par s(u,v) = | y(u,v)

z(u,v)

S}

On notera par S I'image de s, i.e.

S ={s(u,v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) | (u,v) € D}.

6.1.2 DEFINITION
On dit qu’une surface paramétrée
s:D — R3
(u, v) +—  (s(u, v), y(u, v), z(u, v))
est réguliére en un point (1, v) € D (ou (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) € S)
si les vecteurs dérivées partielles i(u, v) et i(u, v) sont linéairement

indépendantes. Dans ce cas, le plan affine passant par s(u,v) et de base

{ 9 (u, v), gz (u,v) } est appelé plan tangent en (1, v) a la surface paramé-

ou
trée s (ouen (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) €S.)

Propriété :

1) (u,v) € D est régqulier si et seulement si

0s 0s —
ﬁ(u,v) A %(u,v) # 0.

, . ds ds
2) Soit f une surface paramétrée réquliere. Le vecteur 3 (u,v) A p (u,v) est un
vecteur non nul normal au plan tangent en (u,v) a la surface paramétrée S.

3) le vecteur

155 (1, 0) A 35 (u,0)|

est un vecteur unitaire normal a S au point s(u,v).
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6.1.3 EXEMPLE. Le graphe z = f(x,y) = x? avec (x,y) € [0,1] x [0,1] admet

pour paramétrage

s: [0,1] x[0,1] — R3
(x, v) = (x,y ¥?)

s ! 0s
Ona—(x,y)=| 0 et —(x, y) = ainsi
ox o ay

s s 1 0 —2x
e (8 )2 (1)- ()

Par conséquent la surface est réguliere en tout point de [0,1] x [0,1] et
un champ de vecteurs unitaire normal a la surface est donné par

—2x
Tl y) = — | 0
Y 4a2+1 \ 4 '

6.1.4 EXEMPLE. Soit R > 0. On utilise les coordonnées sphériques sur la sphere
Sr de rayon R centrée en ’origine.

S = O

k

7

N[N
N[N

Rcosfcos¢
s(6,¢) = | Rsinfcos¢ |, Oe€[-mmn]|, ¢€]—
Rsin¢
Quel est la normale déterminée par cette paramétrisation ?
Solution : On calcule

3% s —Rsinf cos ¢ —Rcosfsin¢ R? cos? ¢ cos 6
%/\a— = | Rcosfcos¢ | A| —Rsinfsing | = | R>cos? ¢sind | = Rcosp.s(0,¢).
¢ 0 Rcos ¢ R cos ¢ sin ¢

Comme cos¢ > 0, 7 (0,¢) = +5(0,4) est la normale sortante (cest le
vecteur radial sortant a la sphere).

6.1.5 DEFINITION (ORIENTATION)
Soit S une surface paramétrée réguliere, le choix d’un champ de vecteurs

normaux unitaires
— . 3
n:D—R
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s’appelle une orientation de S.

N 9 A 95 95 A 95
e [In"y a que deux choix possibles 1" = H our = —H
15 A g 15 A 5

e Un choix ayant été effectué, on note S* la surface orientée par ce choix
et S~ par le choix opposé.

e Une paramétrisation de la surface S est dite compatible avec 1’orien-
ds ds
. e . N 5w
tation choisie si l'orientation est donnée par = W.
du ' o

Les deux surfaces a gauche sont orientées, mais celle a droite n’est pas orientée.

6.1.1 Aire d’une surface
Aire d’un parallélogramme

L’aire d'un parallélogramme est le produit de la longueur de sa base par celle

de la hauteur. Si le parallélogramme P est engendré par les vecteurs OA et O?
alors

aire(P) = ||OA A OB||.

En effet, soit oC la projection de OB sur la droite engendrée par Cﬁ, alors OC
est colinéaire a CT/i et CB est orthogonal a (ﬁ
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Doit ||OA A OB|| = ||OA A (OB — OC)|| = |04 A CB|| = |OA]|.||CB|| =

base x hauteur.

Revenant a la surface paramétrée S, définie par s(u,v), telle que (u,v) € D C
R%. L'image d'un rectangle de sommet (u,v) et dont les cotés Au et Av sont tres
petits est approximativement un paraléllogramme construit sur les vecteurs

ds ds
U= s(u+Au,v) —s(u,v) ~ aAu et V = s(u, v+ Av) —s(u,v) ~ %Av,
donc son aire || Unv || est voisine de

Ceci motive la définition suivante :

ds ds
a(u,v) A %(u,v)

‘ AulAv

DEFINITION x(u,v)
L'aire d"une surface paramétrée S définie par s(u,v) = | y(u,v) |, (u,v) €

D, est donnée par l'intégrale double

‘ 0s 0s
Aire(S) = //D dA = //D ﬁ(u,v) A %(u,v) dudv
. 0s s 14 .
oudA = ﬁ(”’ v) A o (u,v)|| dudv est appelé élément d’aire.

On note aussi 1’élément d’aire par dS.

6.1.7 REMARQUE

Si S est un graphe, z = f(x,y) avec (x,y) € D, alors s(x,y) = (x,y, f(x,y))
et le vecteur normal dans ce cas est

1 0 _gi
— ds s ax
1 (x,y,2) ax(x,y) A ay(x,y) 0 A . i

ox ay 1

Alors, I’élément d’aire

o= (-2 20 ) s = (2) (2)
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EXEMPLE. Laire de la surface S = {(x,y,2x +3y) | (x,y) € [0,1]?} est
égale a
2 2
// <af> +(af) +1dxdy:// VET9+1
o2 | \Ox dy 0112
1 1
dxdy:\/ﬁ/ dx/ dy = V14.
0 0
EXEMPLE. Calculerlaire du triangle T de sommetsa = (1,0,0),b = (0, —1,2)

etc=(0,2,1).

Solution : On utilise la paramétrisation de T donnée par : s(u,v) =
a+ulb—a)+v(c—a)ouu >0,0v>0etu+v <1.0Onaa = s(0,0),
b=15(1,0) etc =5(0,1). On calcule

0s

% (u,0) Agzw,v) —(b—a)A(c—a)

, o B 0s ds
D’out Aire(S) = //D ‘au(u,v) A %(u,v)
||(b—a) A (c — a)||.aire(D).

Comme D = {(u,v) € R u+v < 1, u
de sommets (0,0), (1,0) et (0,1) donc d’aire
II(b—u)/Z\(C—a)H.

Puisquea = (1,0,0),b = (0, —1,2) etc = (0,2,1) onaura || (b —a) A (c—a)|| =
1(=5,—1,-3)|| = /35 d’otraire(S) = 2.

EXEMPLE. Calculer 'aire de la sphere Sk de centre 0 et de rayon R?

Solution : On utilise les coordonnées sphériques sur la sphere de centre
0 et de rayon R

dudv= ||(b—a) A\ (c—a)l|| [[,dudv =

> 0} c’est le triangle

>
3, l'aire de S est égale a

0, v
d’ot

B

Rcosfcos ¢ S
s(6,¢) = | Rsinfcos¢p |, O€[-mm], ¢ec[—=, =]
. 2°2
Rsin¢
Ona
9% s —Rsinf cos ¢ —Rcosfsin ¢ R? cos? ¢ cos 6
50 A 50 = Rcosficos¢ | A| —Rsinfsing | = | R*>cos?psind | =
¢ 0 Rcos ¢ R%cos ¢sin¢
Rcos¢.s(0,¢),
d’ott || 2 (u,0) A E(u,0)|| = Reos ¢.||s(6,¢)| = R?cos ¢
Finalement,

T
2

7T
Aire(Sg) = //[ L R? cos ¢pdfdp = RZ/ df)/ _cos¢ = 47tR%.
—TLX[— 5,7 -7 2
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6.1.2 Invariance

THEOREME
L’aire ne dépend pas du choix du paramétrage.

Démonstration: Changer de paramétrage, c’est remplager (u,v) par (u/,v")
qui sont fonction inversible de u et v. D’aprés la formule de dérivation des
fonctions composées, le nouveau paramétrage s1(u’,v') = s(u, v) satisfait :

G _aou iov g _dsou o
ou'  ouodu = v o' ov'  dudv  Jv IV’

Ju Jv

ou’  9v

9sy 0s; 0s 0s [Ou dv  0v Ju ds  9s % %
A= A [ 22 ) = i v
Ju’  ov Ju Jv \ou' dv\ oJu' Iv’

et on conclut avec la formule de changement de variables dans les inté-
grales doubles.[]

6.1.3 Flux d’un champ de vecteurs a travers une surface

Pour déterminer le flux d'un champ de vecteurs a travers une surface, 1l faut
préciser si on s’intéresse au flux sortant ou rentrant, d’oii la nécessité d’orienter la
surface. Il faudrait alors éviter les surfaces non-orientables, comme le célebre ruban
de Mobius (voir Figure ci-dessous).

) Y. /
| & 2

FIGURE 6.1 — Ruban de Mobius
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6.1.13 DEFINITION (DU FLUX D'UN CHAMP DE VECTEURS A TRAVERS UNE SURFACE)
Soit V (x,y,z) un champ de vecteurs sur IR3. Soit S une surface orientée par

un choix de normale unitaire 77. Le flux de Va travers S est 'intégrale

Flux(V,s) ://57-751A

7
.

ou dA désigne I'élément d’aire et est le produit scalaire usuel.

6.1.14 REMARQUE
1) Soits(u,v), (u,v) € D, est une paramétrisation réguliere de la surface S
compatible avec I'orientation choisie,

ds 0s
Comme dA = a(u,v) A %(u,v) dudv et
95 A 05
W= -9 9%_ e flux du champs V a travers S s'écrit alors

15 A 51l

flux(v,S) = //D 7(5(“,())) . <§Z(u,v) A gZ(u,v)> dudv

2) Si V= (P, Q, R) alors le produit mixte peut se calculer par :

P(,0) Ewe) ()
V(S0 8 e 0)) = det | Qistao)) Siwo) Biuo)
Riseo) Ewe) Ewy

3) SiSestungraphe,z = f(x,y)avec (x,y) € D,alorss(x,y) = (x,y, f(x,y))
0

of
1 _of
9x
et le vecteur normal est & (x,y) A g—;(x,y) = (0) A a1f = _%
)
2] \5 1

Le flux du champs V atravers S est donné alors par l'intégrale double

flux(?,S)://D 7(x,y,z)~ —g; dxdy
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6.1.15 ExEMPLE. Calculer le flux du champ radial 7(3(, y,z) = (x,y,2) a travers
Sr, la sphere centrée en (0,0,0) et de rayon R, orientée par la normale sor-

tante?
Réponse : Dans ce cas la normale 7w = %(x,y,z) est parallele au champ
Vet V.7 =L1(x2+12+22 =R

Ainsi, flux(V,Sg) = / / 7 YA - R / dA = R x Aire(Sg) =
Sr
R x 471R?* = 47R3.
6.1.16 ExEMPLE. Calculer le flux du champ de vecteurs V(x,y,z) = (x,y,0) a tra-

vers la sphére unité orientée par la normale sortante ?
Réponse : Comme les coordonnée spériques déterminent la normale sor-

tante,
. 3 cos 6§ cos ¢ cos 0 cos? ¢
V(s(6,¢)). <89(9 $) N =—(0, qb)) = | sinfcos¢ | . | sinfcos?>p | = cos® ¢.
op 0 cos ¢ sin¢

on obtient alors

flux(V,S) / /7cos ¢ dpdo =271 /2 (cos ¢ — cos(¢) sin®(¢))de

=27 {singb - ;sin3(4>)] =3

6.1.4 Invariance

6.1.17 THEOREME
Le flux d"un champ de vecteurs a travers une surface paramétrée ne dépend
pas du paramétrage mais seulement de son orientation. Changer 1'orienta-
tion change le signe du flux.

Démonstration: Ceci dépend de la définition en fonction de la normale et de
I'élément d’aire. Comme c’est la valeur absolue du jacobien du changement
de variables qui intervient dans la formule du changement de variables, si
on change d’orientation, le jacobien est négatif donc égal a I'opposé de sa
valeur absolue, d’ot1 le changement du signe pour le flux.[
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6.1.5 Lien entre travail et flux - Lien entre intégrale curviligne et
I'intégrale de surface

DEFINITION (ORIENTATION DU BORD D’UNE SURFACE)
Soit S une surface orientée de bord dS = C. L'orientation du bord doit
étre choisie de sorte que lorsqu’un observateur se déplace le long du bord
0S = C dans le sens positif, avec la surface S sur sa gauche, la normale 7w
est orientée vers le haut ( elle va de ses pieds a sa téte).

On dira dans ce cas que les orientations de S et dS = C sont compatibles.

6.1.20 THEOREME (THEOREME DE STOKES)

Soit C une courbe paramétrée, orientée dans le sens direct. Soit S une sur-
face de bord dS = C, telle que les orientations de S et C soient compatibles.

Soit V un champ de vecteurs de classe C! dans un voisinage de S. Alors
on a la formule de Stokes

tmvail(v, CH) = flux(r_0’>c 7,S+)

Soit s(u,v) , (u,v) € D, une paramétrisation de la surface S compatible
avec l'orientation choisie. La formule de Stokes s’écrit

flux(ﬁ 7,S+) = //DHV (g;(u,v) A g;i(u,v)> dudv = /C+ v
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Démonstration: On consideére le cas particulier ot S est paramétrée par s sur
un domaine D du plan (le cas général s’y ramene en découpant la surface
en petits morceaux) et C = 9S. On va se ramener a la formule de Green-
Riemann.

On pose P(u,v) = V(s(u,v)). g;(u v) et Q(u,v) = V(s(u,v)). g;(u v).
Alors circulation(V,s o C) = [. Pdx + Qdy. D’apres la formule de dériva-
tion des fonctions composées on a

oP 0Q —>7as as

Ju  du

On applique la formule de Green-Riemann, on obtient

flux( rot7 S) // rot7 os /\—d dv // (8I’_u> dudv

= / Pdx + Qdy = travail(7,85).
o
]

REMARQUE
1) Etant donnée une courbe orientée C. Le théoreme de Stokes s’applique
a toute surface S dont le bord est C et dont ’orientation est compatible

avec celle de C et pour tout champ de vecteurs v défini sur S.

EXEMPLE. Etant donné le champ de vecteurs 7 = (z,x,y), on souhaite
calculer son travail le long du cercle unité C orienté dans le sens positif. On
va faire le calcul en utilisant la formule de Stokes.

i) Naturellement, la surface du disque unité D est bordée par le cercle
C, on l'oriente par = (0,0,1) pour que son orientation soit com-
patible avec I'orientation de C. D’autre part, rot ot V = (1,1,1). Alors,
flux(rotv> =[5 otV (0,0,1)dxdy = [ [, dxdy = aire(D) = 7.
Ainsi, [- v —flux rotv> S) =nm.

ii) On peut aussi prendre une autre surface, par exemple la surface bornée

S, délimitée par z = 1 — x2 — y? et le plan xOy. Le bord de la surface
S estle cercle C, pour une orientation de S compatible avec celle de C, il

faudrait prendre le vecteur sortant d’ot1 TdA = ( - %, % ) dxdy =
(2x,2y,1)dxdy.
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Alors, si D est le disque unité (la projection de S sur xOy), on a
flux(r?zc 7,5) = //D otV (2x,2y,1)dxdy = //D(Zx + 2y + 1)dxdy.
Par symétrie, [[,2xdxdy = [[,2ydxdy =0, d’ou

flux(ﬁ 7,5) = //D(2x +2y + 1)dxdy = //D dxdy = aire(D) = .
Ainsi, [- 7 = flux(r;zc 7,5) = 7T.

COROLLAIRE
Soit S une surface fermée (c-a-d sans bord). Soit 7 un champ de vecteurs

de classe C! défini au voisinage de S. Alors le flux de rot V a travers S est
nul.

95 = @ = flux(tot V,5) =0

COROLLAIRE
Soit V un champ de vecteurs de classe C! défini sur un domaine Q de R>.
On suppose que le rotationnel de V est nul.

Soit C une courbe fermée qui borde une surface contenue dans (). Alors

la circulation de V le long de C est nulle.

SV =T — [V 0
C

EXEMPLE. On considere le champ de vecteurs % défini en dehors de 'axe
x

0z par 7(9(, y,z) = %W (y) . Vérifier que tot V = 0 en dehors de I'axe
0

0z. En déduire que le travail de Ve long de toute courbe fermée ne ren-
contrant pas 1’axe 0z est égale a 27t fois le nombre de tours que fait la courbe
autour de l'axe Oz.

Solution : Soit ¢ : t — (x(f),y(f),z(t)) une courbe fermée ne rencontrant
pas 'axe 0z. Alors sa projection orthogonale o (t) = (x(t),y(t)) sur le plan
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x0y est une courbe fermée ne passant pas par 'origine. La surface para-
métrée (t,s) — (x(t),y(t),sz(t)) a son bord formé des deux courbes C et
o, comme rot = 0 la formule de Stokes nous donne, travuil(v, C) =
travail(?, o).

Ensuite on remarque que 7 est tangent au plan x0y et son travail coin-
cide avecl'intégrale curviligne de la forme d6. par conséquent, travail 7, o)
est la variation totale de I'angle polaire le long de o, qui vaut 27t fois le
nombre de tours que ¢ fait autour de 1’origine. Ce nombre coincide avec le
nombre de tours que fait C autour de I’axe 0z.

6.1.6 Lien entre intégrale triple et intégrale de surface

6.1.27 DEFINITION

Une surface paramétrée S est dite fermée (ou sans bord) si son bord est
videi.e.dS = @.

6.1.28 EXEMPLE. Une sphere est une surface fermée.
Un disque n’est pas une surface fermée, puisque son bord est un cercle.

6.1.29 THEOREME (THEOREME D’OSTROGRADSKI-GAUSS (OU DE LA DIVERGENCE))
Soit S une surface fermée qui délimite un domaine Q) de R® i.e. 9Q) = S.
On choisit I'orientation de S de sorte que le vecteur normal I pointe vers
I'extérieur de Q).

Soit V un champ de vecteurs de classe C! défini sur Q). Alors, on a la
formule d’Ostrogradski :

Flux(V,s) = //Qdiv(7)dxdydz
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Démonstration: Pour simplifier, on suppose () convexe. Soit D, sa projection
sur le plan {x = 0}. Alors

Q={(xy,2) R’ (y,2) € Dy iy, 2) <x < fo(y,2)}

Ona [[[, Yrdxdydz = [Ip, Ve(f2(y,2),y,2)dydz = flux(V1,S) ou V4
est le champ de vecteurs (Vx, 0, 0)

De méme on trouve ffo % W dxdydz = flux(Va, S) et [[[ Sedxdydz =
flux(V3,S)

Comme V = Vj + V, + V3, on trouve la formule annoncée. [

COROLLAIRE
Soit 7 un champ de vecteurs est de classe C! sur un convexe Q) de R3.

Si 7 a une divergence nulle, alors son flux a travers toute surface S
fermée contenue dans ) est nul.

div (V) =0 = flux(V,5) =0

EXEMPLE. Calculer le volume de la boule unité B a 1’'aide du champ de

vecteurs 7 (x,y,z) = (x,y,0).
Solution : On a div(V) = 2. On oriente la sphere unité S par la normale
sortante. La formule d’Ostrogradski nous donne

2Vol(B) = //Bdiv(7)dxdydz — flux(V,5)

et le calcul de I'exemple 6.1.16, donne flux(v, S)= 87”, d’oti le volume de

4
la boule unité est égal a ?7'(

EXEMPLE. Calculer le flux du champ 7(3(, y,z) = 27+ yz? 2% a
travers la surface fermée ST formée du cone précédent z> = x> +y?, z € [0, 3]

et du disque x> + y*> < 9, z = 3, orientée par le vecteur normal sortant.
Réponse : Comme la surface est fermée, on peut utiliser le théoréeme d’Os-

trogradski :
flux(7,5+) = ///Q div (7)dxdydz,
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ot Q) est le solide délimité par S, donc Q = {(x,y,z) € R® | x2 + 12

z2, 0 < z < 3}, etdiv 7(x,y,z) = 2x 42y +2z.On a alors, flux(v, ST

2 /// (x +y + z)dxdydz, par symétrie, par rapport a xOz et yOz, on a
0

///()XdXdydz = ///dexdydz = 0.

I ne reste plus qu’a calculer / / / zdxdydz, par exemple par le théo-
0

A

reme de Fubini ( par piles verticales) : on note par D, le disque centré en
(0,0,z) et de rayon z, alors

flux75+ —2/// zdxdydz—Z/ / dxdy dz—2/ z.aire(D;) dz

3 #7° 8ix
=2 Ndz =21 || = ——.
/Oz(nz)z n[‘Jo >

FIN
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