Université de Rennes 1 Année 2018/2019

Outils Mathématiques 4: corrigés des exercices §3 et §4

1.
2.
3. Intégrales curvilignes ‘

i

"

Exercice 3.1. Calculer I'intégrale curviligne / (r4+y)dx+ (z —y)dy
C+

ol C'T est le cercle unité orienté dans le sens direct (sens inverse des aiguilles d’une montre).
Solution: Une paramétrisation du cercle est donnée par (t) = (x(t),y(t)) = (cost,sint), ou t € [0, 27].
Alors dx = ' (t)dt = —sintdt et dy = y'(t) dt = cost dt, ainsi

2m
/ (z+y)de+ (x—y)dy = / ((cost +sint)(—sint) + (cost — sint)(cost)) dt
c+

0
2m
= / (—costsint — sin®t) + (cos®t — sint cost)) dt

o

(
27
= / (—2 costsint + cos? t — sin? t) dt
0
(

2m . 2m
2t 2t
= / —sin 2t + cos 2t) dt = co8st o @
0 2 2 |,

Remarque 1 On aurait aussi, remarquer que w = (x + y)dx + (x — y) dy est exacte, en effet w = df

avec f(x,y) = %2 +zy — y;; ainsi / (x4+y)de+ (x —y)dy = df = @, puisque C' est une courbe
c+ c+

fermée.

Exercice 3.2. Calculer I'intégrale curviligne / zydz + (z +y) dy

o+
Solution: On a Olzy) _ T £ 1= oz +y)
Ay Ox

fermée, donc n’est pas exacte, on doit alors faire le calcul en utilisant la définition. On prend pour cela
la paramétrisation du cercle donnée dans I'exercice précédent et on obtient

, la forme différentielle w = xydx + (x + y) dy n’est pas

2
/ xyde+ (x+y)dy = / (costsint)(—sint) + (cost + sint)(cost)) dt
c+ 0

27
= / (— costsin® t + cos? t + sin t cos t) dt
0

2m
. 1+ cos2t .
= / (—costs1n2t—|—2+smtcost> dt
0

B {— sin®t ¢ sin2t  sin? t] o
0

3+2+4+2

=[7]

+z st o wty
——5 axr
2 +y? 2+ VT

Exercice 3.3. Calculer l'intégrale curviligne / dz lorsque:

Y



1) v est le segment de droite d’origine A = (1,1,1) et d’extrémité B = (2,2, 2).

2) ~v est 'hélice définie par x = cost, y = sint et z = ¢, t variant de 0 & 27.

3( L ) 1 —z2 — 2zy + y? a(izﬂ )
Solution: On a 2 *tv?7 _ — - y2 5 Yo _ Dty , la forme différentielle
0z 2 +y (2 +y?) Ox
w = wgfg dx + Liijz dy + »L;”IZZ dz n’est pas fermée, par conséquent n’est pas exacte, on doit alors faire

le calcul en utilisant la définition.

1) Le segment [A4, B] qui relie A & B a par exemple pour paramétrisation:
vy#)=A+t(B—A)=(1,1,1)+t((2,2,2) — (1,1,1)) = 1+ ¢,1 +t,1 + t) avec t € [0, 1], alors

y+2z 24 Tty Lroo4 2t 2 + 2t 242t
d dy+ =Y g4y = dt
Lw2+y2 Tty T g /0 (2(1+t)2+2(1+t)2+2(1+t)2
1
1 1
= 3 ——dat=3m1+0}=[3m2)]
[ =30+ = B

2) La parmétrisation donnée est v(t) = (cost,sint,t) avec t € [0,27] et de cos®t + sin®¢ = 1 on aura

/ y+z z+w r+y
gl

2m
d int+t)(—sint st + ¢ t st +sint)) dt
oSy x4+ e Y+ iy /0 ((sint + t)(—sint) + (cost 4 t)(cost) + (cost + sint))

27
= / (—sin2t—tsint—|—c032t+tcost—|—cost+sint)dt
0

2
/ (—tsint + tcost + cos 2t + cost + sint) dt
0

27 27
Une intégration par parties donne: / —tsintdt = [t cos t](z)Tr - / costdt = 27 — [sin t]g” =27
0 0

2m 2
et / tcostdt = [tsint]." — / sintdt = 0 + [cos ]2 = 0 d’ont
0 0

2
/ vtz d cr dy + Ty dz = / (—tsint + tcost + cos 2t + cost + sint) dt
8! 0

x2+y2 -z $2+y2 I2+y2
27 27 27 27 27
/ —tsintdt + / t costdt + / cos 2tdt + / cos tdt + / sin tdt
0 0 0 0 0

= 214+0+0+0+0=|2m]

Exercice 3.4. Calculer I'intégrale curviligne / y? dx — 2% dy lorsque:
r

1) T est le segment de droite d’origine A = (1,0) et d’extrémité B = (0, 1).
2) T est 'arc de cercle de centre (0,0), de rayon 1 d’origine A = (1,0) et d’extrémité B = (0, 1).

Solution:
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On a glj ) =2y # 2z = (ax ), la forme différentielle w = 32 dx — 22 dy n’est pas fermée, par
Yy x

conséquent n’est pas exacte, on doit alors faire le calcul en utilisant une paramétrisation.

= (1 —t,t) avec

1) une paramétrisation I' du segment [A, B] est donnée par ['(t) = A + (B — A)
t €10,1], d’on

1 1
2 o — 22 _ 20 1N (1 2 _ 42 12
/Fy d dy /O(t( 1) — (1=1t)%*(1))dt /O(t (1—1¢)7)dt

_ [P 0= ]2
13 31, 3]

2) Une paramétrisation T' du quart de cercle de centre (0,0) et de rayon 1, d’origine A = (1,0) et
d’extrémité B = (0,1) est I'() = (cost,sint) avec ¢ € [0, 5], ainsi

3 3 3
/ yide —2*dy = / (sin® t(—sint) — cos® t(cost)) dt = — / sin® tdt — / cos® tdt
r 0 0 0

™

El Fl
= —/ sint(l—cos2t)dt—/ cost(1 — sin? t)dt
0 0

z 5 o) 3
/ —sintdt — / —sint cos® tdt — / cos tdt + / costsin? tdt
0 0
I
3

4

[ t+sm ] :_1_’_7_1_’_
3 Jo

3 3

Exercice 3.5. Montrer que 'intégrale curviligne fr xy? dz + 2%y dy est nulle lorsque I est un arc simple

fermé.
Calculer cette intégrale lorsque I' = I'y UTs U T3 ou I'1 = AB est 'arc de parabole d’équation

y? = 4 — 3z limité en A par la droite d’équation y = x et en B par I'axe des = > 0, I'y est le segment de
droite allant de B a O et I's est le segment de droite allant de O a A.

Calculer une primitive de zy? dx + x?y dy. Retrouver fl“i xy? dx + 2y dy pour i € {1,2,3}.
Solution:
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1) On a (zy7) = 2yx = (z y)7 la forme différentielle w = 2y? do + 2%y dy est fermée, comme elle

y ox
est définie sur R? qui est un domaine étoilé d’apres le théoreme de Poincaré, elle est exacte, en
particulier son intégrale curviligne est nulle le long de tout arc fermé (et bien sur s'il est de plus
simple).

2) Les abscisses des points d’intersections entre la parabole y?> = 4 — 3x et la droite y = x sont les
solutions de z? + 3z — 4 = 0 apres calcul on trouve x = 1 et z = —4, par suite y = 1 et y = —4
respectivement. Ainsi A = (—4, —4).

L’abscisse du point B est solution de 0 = 4 — 3z, d’ot z = %, ainsi B = (

au paramétrage; on peut choisir les paramétrisations suivantes:

4

5,0). On passe maintenant

1. Ty(t) = (3 — t,0) avec t € [0, 3] = 2/(t) = —1, y/(t) =0, alors

4

/F s de+aPydy = /0 ((3—t)(02)(—1)+0(§—t)2(0)> dt:/%dt:@

2 0

IS

2. T5(t) = (—t,—t) avec t € [0,4] = 2/(t) = -1, y/'(t) = —1, alors

4

4 4 #41*
/ ny dr + ny dy _ / ((—t)(—t2)(—1) + (—t)(—t)2(_1)) dt = 2/ t3dt =2 |:4:| =92 x 43 = .
I3 0 0 0

3. Ti(t) = (%,t) avec t € [—4,0] = 2/(t) = =2, y/(t) = 1, alors

/1“1 v do + 2ty dy = /0 ((Zl_i))tQ)tQ(—l)—i—t(Zlth)g(l)) dt:/o (-(4;’52)#“(4?2)2) dt

—4 —4

on pourrait développer le polynome et intégrer pour trouver le résultat, mais on va plutot
utiliser le résultat de 1), comme I"' = I’y UT3 UT'3 est un arc fermé, fr xy?dx + 2%y dy = 0,

d’out [, xy?dr + 2’y dy = — Ir, xy? dx + 22y dy — fm xy?de + 2?ydy =0— 128 = . )



3) On sait d’apres 1) que xy? dx + 22y dy est une forme exacte donc elle admet des primitives; si une
Of _ 2 _ =%y’

: C 9z = rYT = | = + et

fonction f est une primitive de zy? de+x%y dy = { g? J / 2 9(v)

oy = ;z:2y — g—;z =0 = g est constante

On peut donc choisir g = 0 d’ou f(z,y) = mz—yz est une primitive de xy?dx + 2%y dy. En utilisant
f on obtient

L Jp, oy do+ 2y dy = f(B) — f(4) = W10 - COHED 4 [7og]
2. [p, zy?de+a?ydy = f(O) - f(B) =0-0=[0]
3. st ry?dr + 2’y dy = f(A) — f(O) =128 — 0 =| 128

On retrouve bien les résultats de 2).

Exercice 3.6. Déterminer une fonction u, dont on précisera le domaine de définition, telle que:

(z+2y)dx+ydy

d =
" (¢ +9)°

(z+2y) dety dy

(5+y)? est définie lorsque = 4+ y # 0 donc sur

Solution: La forme différentielle
D= {(z,y) e R’ |y # —a}.
(x+2y)de +ydy — {37; = Eiii'qj’g = ((;CL%)Z + (mfy)z = ﬁ + (xiﬁ @
EEmE )

du =

1 1 Y
De on aura u = —dzr + /7dw+ =hnlr+yl - —— + et de
@ /z+y V] i 9(y) |z + EFEE 9(y) ®
ou y ou  Onfr+y| — 5 +9()) 1 T
on a — = ———— et d’autre part — = = — +4(y) =
0 (z +y)2 P Ay Oy r+y (v+y)? g)
Yy / s~y . , Y
—— + d’on = 0. On peut alors choir ¢ = 0 d’ou |u(z,y) =In|z +y| — ——— |, son
CETERE (y) 9'(y) p g (z,y) |z +y EFYE

domaine de définition est aussi D.
Exercice 3.7. Soit w = P(z,y) dz + Q(z,y) dy avec:

(32® —y*) (2 + )
3y

By —a?)(® +¢7)

P =
(z,y) e

et Qz,y) =

1) Montrer que, dans le domaine D = {(z,y);x > 0, y > 0}, w est une forme différentielle totale.
2) Déterminer u dans D, telle que du = w.

3) Calculer I'intégrale curviligne fr w lorsque I' est 'arc défini par: @ =t + cos®t, y = 1 + sin®t avec
0<t<2m.

Solution:

OP(z,y) _ 22%y° —3y' — 32" 0Q(z,y)
oy x2y? Oz
est donc fermée. Le domaine D = {(z,y);z > 0,y > 0} est convexe, en effet, si My = (20, o)
et My = (x1,y1) sont des points de D, alors pour tout ¢ € [0,1] on a My + t(M; — Mp) =
(I1—t)Mo+tMy = (1 —t)zo+tx1, (1 —t)yo+ty1) € D, car (1 —t)zg+tzy > 0et (1—1t)yo+tys > 0.
La forme w est alors fermée sur un domaine convexe (donc étoilé) est alors totale (i.e. exacte)

d’apres le théoreme de Poincaré.

, la forme w

1) Le calcul des dérivées partielles donne :



- (31}2 _ y2)<x2 + y2> _ 2$2y2 + 33}4 _ y4 3.,1/,2 y3

2 O _~ = P = = 2 _ d’ U
) On a o (z,9) 2y 2y Y+ ; 5 dou
1 9 3 [ —1 AT ,
u=2y [dx+— [ 3z°dr+y° [ —5 dz+g(y) =22y + — + = + g(y) d’autre part
Yy x y x
(By* —2%)(@® + ) 3y> 2% du @ 3y .
Qz,y) = o =2$+7—?=(7y2230—?4-74-9(2/)7(10119’(@):0-
B8

Comme g est constante on peut choisir g = 0 par suite |u = 2zy + — + =— |.
Y T

3) L’arc I" a pour origine (2(0),y(0)) = (1,1) et d’extrémité (x(27),y(27)) = (2w 4+ 1, 1), alors

+(2r +1)° — 4~ 397

= u(2 1,1) —u(1,1) =2(2 1
o= a1 —u(t1) = 2em + 1)+ g

Exercice 3.8.

1. Calculer le travail du champ de vecteurs V (z,y) = (32, 22) sur la demi ellipse 22 +4y% —4 = 0;y > 0
parcourue une fois dans le sens direct.

2. Calculer le travail du champ de vecteurs V (z,y) = (cos(z), sin(y)) sur le cercle unité parcouru deux
fois dans le sens des aiguilles d’'une montre.

3. Calculer le travail du champ de vecteurs V(m,y) = (22 + y2,2% — y?) sur le triangle OAB avec
A =(1,0), B=(0,1) parcouru une fois dans le sens direct.

Solution:

O(x?)
ox

(y? ~
1. Comme (ay ) =2y # 2x = , le champ V', n’est pas un gradient, on va calculer son travail en

utilisant la définition.

7 2
La courbe a pour équation (5) +y? =1ety >0, on pose alors 5 = cost et y = sint, comme

y=sint > 0 on aura t € [0, 7.

Ainsi la paramétrisation de la demi-ellipse v est v(t) = (2 cost,sint) avec t € [0, 7|, alors

iy -2 . ™
. I SN S sin” ¢ —2sint . 5.3 3
Circulation(V, ) LV/O <4C082 t) < cost )dt/o (—2sin”t + 4 cos” t)dt

T s s T
= 72/ sin® tdt + 4/ cos® tdt = —2 / sint — sin ¢ cos® tdt + 4/ cost — costsin® tdt
0 0 0 0

3417 in®t]" 1 1
=2 [—cost—&- e } +4 [sint— s } =2 ((1 — )= (-1+ )) +a0—0)=|-2
0 3 1o 3 3 3
2. On a 8%8(96) =0= Z?Slain(y)’ comme le champ de vecteurs est définie sur R? qui est un domaine
x

Y
étoilé d’apres le théoreme de Poincaré, ¢’est un champ de gradient, en particulier son travail est nul
le long de tout arc fermé, en particulier le long du cercle unité C, ainsi Circulation(V,C) =0



3.

2 2

travail en utilisant la définition.

A(z® —y?)
ox

.
Comme , le champ V', n’est pas un gradient, on va calculer son

Une paramétrisation du triangle est donnée par I' =Ty UT's UT'3 ou

I1(t) = (0,0) +¢((1,0) — (0,0)) = (¢,0) avec ¢t € [0,1]
To(t) = (1,0) +¢((0,1) — (1, 0)) ( —t,t) avec t € [0,1]
s(t) = (0,1) +((0,0) — (0 1)) = (0,1 — ) avec t € [0, 1]

- 1
on a Travail(V,l"l) ( ) O) dt = tzdt 3

14V (1 t +t ' 2_ 42 2 42 ' 2
Travail(V,Ty) = 9 —(1—=t)"—t"+(1—t)*—t3dt = —2t°dt =
0 (1—t)2—t 0 0
V., T)

1

2
3 t) 01) (1—t)dt=[ (1-1) ]

Travail(V,Ts) =

Travazl (V,T'y) + Trcwazl(V I'y) + Travazl

0
Par suite, Travail(V,

+1-[0]

C»J\l\')

w\»—‘
wh—t

— — —
Exercice 3.9. Calculer le travail effectué par la force F= (y+2)i +(x+2)j +(x+y) k pour déplacer
une particule de l'origine O au point C = (1,1,1) :

1. le long de la droite (OC).
2. le long de la courbe z = t, y =2, z = t3.
_>
Méme question pour la force T = (x4 yz)7 + (y+ mz)7 +(z+azy) k.
Solution:
O(z+2z) I(x+2z)
N ey T e 1-1 .
A) On arot F=|owt oata | — (11 = O, comme le domaine de définition de F est R?

o1 _ o(ety) 1-1
ox 3]
qui est étoilé, d’apres le théoreme de Poincaré, c’est un champ de gradient. On va déterminer un
potentiel de ? i.e. un fonction f telle que gradf = ? Alors

0
o =y+z = f(z,y,2) =ay+az+g(y,2),
Ay P P
rrr=go= +a% - 875 =z = g(y,2) =yz+h(z) = [(z,y,2) =ay+az+yz+h(2)
et enfin

of oh oh ..
r4+y=—-—=x+y— =— — =0 = h est constante, que nous pouvons choisir nulle

0z 0z 0z

Ainsi f(z,y,2) = zy + xz + yz est un potentiel de ?,
Par suite, le travail effectué par la force F = (y+2) i + (x+2)j + (z +y) k pour déplacer une
particule de I'origine O = (0, 0,0) au point C' = (1,1, 1) ne dépend que de ces points, dans les deux

cas on trouvera le méme résultat: le travail de pour déplacer une particule de 'origine O au
point C' = (1,1,1) est égal & f(1,1,1) — f(0,0,0) =3 — 0 =

— — — ~
Pour le champ de force 8 = (z+yz) i +(y+x2) j +(z+ay) k , on trouve apres calcul que rot 8 =0
et comme le domaine de définition est R?, c’est un champ de gradient, la méme démarche permet

2 2
de montrer que g(z,y,z) = % + % + % + xyz est un potentiel de 8



Alors le travail de ? pour déplacer une particule de l'origine O au point C' = (1,1,1) est égal a

5
9(1,1,1)—9(07070):34_1_0:

Exercice 3.10. Soit D le domaine limité par le cercle d’équation x2 + y? — 2y = 0 parcouru dans le sens
direct.

Calculer a I’aide de la formule de Green-Riemann HD (2 — y?)dxdy

Solution: Le bord de D est la courbe (simple) C' d’équation z? + y? — 2y = 0 qui s’écrit z2 + (y —
1)2 = 1, c’est dont le cercle centré en (0,1) et de rayon 1, une paramétrisation de C est donnée par

x =cost avect € [0, 2] x =cost avect € [0,2n]
i ou encore )
y—1=sint y=sint+1
D’apres, la formule de Green-Riemann [, (2 — y?)dzdy = [[, (% - %—};) dedy = [, Pdx + Qdy, par
0 oP
identification, on aurait 2% — y? = 6—Q ~ 30 on doit choisir P et @ pour que ’égalité ait lieu: on peut
T Y
choisir, % = 22 —y? et donc %—5 =0dou@ = Z—; —xy? et P = 0. Avec ce choix, de la forme différentielle

et de la paramétrisation on aura

3 2m 3
t
ff (2% — y*)dxdy = / (x— —ay?)dy = / st cost(sint 4+ 1)? | cost dt
D Cc+ 3 0 3

1 27 27 27 27
== / cos* tdt — / cos? tdt — 2/ sin t cos? tdt — / cos? tsin? t dt.
3 Jo 0 0 0

On va calculer chacune des intégrales

27 o2 . o
1 2t t 2t
) [ontuan [Ty [t )
0 0 2 2 2 4 0
2m 3 2
t 1 1
ii) / sint cos? tdt = cos ——__-=90
0 3 ], 3 3
27

o o 2 i
i) /O COSQtSinztdtZZ/o (Sin%)2dtzi/o 7= 3 dt:4{2_811; L “1

27 27 27 27 2
1 2t 1 2t 2t
iv) / cos* tdt = / (cos? t)2dt = / (= + e )2dt = / b (cos 2¢) dt
0 0 0 0

|

2 2 4 2 4
2™ cos2t % + CO;“ ™1 cos2t 1 cosdt ™3 cos2t  cosdt
=/ 5+ + dt= [ —+ +o+ dt= [ S+ + dt
0 0 0

2 4 4772 "8 8 8 2 8
_ 3t sin2t  sindt T 3
S8 4 32 |, 4

1 3
D’ol\lJ’;J‘(x2—y2)d{Edy:3XI—’]T—QXO—Z:Z—W—Z:.

Exercice 3.11. Calculer l'intégrale curviligne I le long de la courbe fermée ~ constituée par les deux

arcs de parabole y = 22 et x = y?, orientée dans le sens direct ou I = /(Q:Ey — xz)dx + (z + yg)dy.
¥
Vérifier le résultat en utilisant la formule de Green-Riemann.

Solution: La courbe fermée v est formée de deux arcs: 71 va de (0,0) & (1,1) en suivant la courbe
y = 2% et o va de (1,1) & (0,0) et suit la courbe = y?. On peut donc prendre pour paramétrisation:



y1(t) = (x(t),y(t)) = (t,t?) avec t € [0,1] orienté dans le sens direct et 2 = (x(t),y(t)) = (t?,t) avec
t € [0, 1], mais orienté dans le sens inverse. Alors,

I = /(2xy—x2)dx+ (x+y2)dy:/ (2zy — 2®)dx + (m+y2)dy+/ (2zy — 2%)dx + (x + y*)dy.
v " 2

1 V2

1 -1
oﬁ/ (Zzyfmz)dva(:eryz)dy:/ ((2t37t2).(1)+(t+t4).(2t))dt:/ (t2+2t3+2t%)dt = é+%+§ = -
~F 0 0

1

/7(2xy—x2)dx+(x+y2)dy = - /01((2t3—t4).(2t)+(t2+t2).(1))dt = /01(2t2+4t4—2t5)dt = —(i%—%) =15

2

717 1

Ainsi, I = [ (2zy — 22)d dy =~ — — = .

insi, /7( xy — 2?)dx + (z 4 y°)dy e
Vérifions maintenant le résultat a ’aide de la formule de Green-Riemann.

Le domaine D bordé par la courbe v est D = {(z,y) | 22 <y < x, 0 <2 <1} et v = dD. On a d’apres

la formule de Green-Riemann:

/(2363/ o?)da+(v+y?)dy = ﬂ mﬂf ) amgy— 7)) dwdy = [[(1-22)dway = /1(1—2x)(/ﬁdy)d:c
¥ D @

=/O (1—2x)(x/5—:v2)dm=/0 (Va—1® =222 +22°)dz = 3 T3

’4. Intégrales de Surface ‘

Exercice 4.1. Soient f : R®> — R une fonction et 7 : R?> — R? un champ vectoriel suffisamment
réguliers. Parmi les opérateurs aux dérivées partielles listés ci-dessous, quels sont ceux que ’on peut

appliquer & la fonction f 7 Et au champ V' ?

f : R?® — R fonction V.R3 5 R® champ vectoriel
gradient ( ou grad) oui & non O oui O non
divergence (? ou div) oui O non oui & non O
rotationnel ( ?/\ ou rot ou ex ) oui O non @ oui 7 non O

Exercice 4.2. Calculer le flux du champ de vecteurs V(m,y, z) = (z,y,—2) & travers la demi-sphere
2 +y?+22=1
z>=0.
Solution: On utilise les coordonnées sphériques pour obtenir une paramétrisation de la demi-sphere
supérieure

S = {s(@,qﬁ) = (cosfcosp,sinfcosp,sing)| 0 € [-m,7w], ¢€E [0’ g] }

La normale déterminée par cette paramétrisation (voir le cours) est donnée par

os —sin 6 cos ¢ — cos fsin ¢ cos? ¢ cos @
% A %= cosfcosgp | A [ —sinfsing | = [ cos® psind
¢ 0 cos ¢ cos ¢ sin ¢



Ainsi,

I = pz [cosfcosd
fluz(V,S) = /_ /0 V(s(0,9)) - (g; A g;;) dpdh = /_ /0 sin 0 cos ¢

—sin ¢

cos B cos? ¢
sinfcos® ¢ | dpdd
cos ¢ sin ¢

= / / ’ (cos? 0 cos® ¢p+sin? A cos® p—sin? ¢ cos ¢) dpdh = / /2 ((cos? B4sin’ §) cos® p—sin® ¢ cos ¢) dpdh
—7 JO —m JO

- /Tr /E (cos® p—sin® ¢ cos ¢) dpdf) = 27 /E (cos ¢p—sin? ¢ cos p—sin? ¢ cos ¢) dp = Qﬂ/
—m J0 0 ;

Ik 2
=27 sm(;S—gsm 0] :27r(l—§)z
0

—

2

3

Exercice 4.3. Calculer la circulation du champ de vecteurs V(z,y,z) =

Pellipse € (apres avoir préciser le sens du parcours) d’équations

1. directement. 2. En utilisant la formule de Stokes
Solution:

(cos p—2sin? ¢ cos ¢) de

(y— 2,z —x,x —y) le long de
r+z=1

L’ellipse £ est obtenue comme intersection du cylindre d’équation 22 + 52 = 1 avec le plan d’équation

z=1—u=.
Onaz+2z =1, dou z = z — 1, et les En utilisant les coordonnées cylindriques on obtient une
x(0) = cos b
paramétrisation de ellipse &: y(0) = sinb 0o,

z(0)=1—2(0) =1 —cosd

1. La circulation du champ V le long de la courbe & est égale a:

27).

) or or [sinf — (1 — cosf)
/EV — /0 V(z(0),y(0),2(0)). | v'(8) | df = /0 (1 —cosf) — cosb

cos ) — sin 0

—sinf
cos 0 do

sin 0

27
= / ((—sin® @ + sin @ + sin 0 cos ) + (cos @ — 2 cos® §) + (sin @ cos § — sin? §)) d
0

2m
= / (—2(sin? 6 4 cos? 0) + sin O + cos 6 + 2sin 6 cos §) df
0
= [-20 — cos 6 + sin 6 + sin® 0] éﬂ =|—A4r
2. La surface S de bord lellipse 95 = £ est Dellipse pleine de paramétrisation

S ={s(r,0) = (rcosf,rsinf,1 —rcosf) | r € [0,1],0 € [0, 27]}.

. B y—=z —2
Onar—o_‘c)V: % ANz—x]|=1|-2]et
oz Ty -2
s Os cos 0 —rsinf T
— A= = sin 6 Al rcosf | =10
or 00 .
—cosf rsin 6 r
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27 1 27
D'ott fzux(E%V,S):/ / rot V(s(r, 0)) - (gs/\>d d9_/ / o) darao=
0 0 T

27 1
/ / —4rdr df = —4x
0 0

Finallement la formule de Stokes nous donne: Circulation(V,d8) = flua:(ra V,S) =

on retrouve ainsi le résultat de 1.

Exercice 4.4. On consideére intégrale [ (y+2) dz+(z+xz) dy+(z+y) dz, ou C est le cercle d’équations

2,2 .2 2
=R
{x Tyt Calculer cette intégrale en appliquant la formule de Stokes.

r+y+2=0
Retrouver le résultat a ’aide d’un calcul direct.
Solution:

1. On a d’une part / (y+ 2)dz + (2 + ) dy + (z + y) dz = circulation(V,C) ot V = (y+ 2)i + (2 +
c

. - . % y+z 0
x)j + (x +y)k. et dautre part rotV = 5- | A [z+2 | = |0
aé: Tty 0

Comme 95 = C, la formule de Stokes nous donne:

/ (y+ 2) dz + (z + ) dy + (x + y) dz = Circulation(V,C) = flum(rvo% V,S) = @
c

2. La forme w = (y + 2)dx + (z + x)dy + (z + y) dz est exacte, car elle est définie sur R? qui est
e Oyt 2) Oz +z) Oz+a) dzt+y)  Oy+2) ox+y) .,
toilé et —— =1 = =1= t =1=——-"=4d
crorie © Oy ox 0z Oy ¢ 0z ox ot

/ (y+z2)de+ (z+a)dy+ (z+y)dz = @, on retrouve ainsi le résultat en 1.
c

Remarque: On peut aussi montrer que w = df ou f(z,y,2) = zy + yz + zx et obtenir que

/ (y+2)de+ (z+2)dy+ (x +y)dz = @, puisque C' est une courbe fermée.
c

Exercice 4.5. Calculer le flux du champ de vecteurs V(x,y, z) = 227 + y2}+ 22k & travers la sphere
22 + 9% + 22 = R? : 1) Directement 2) A I'aide le la formule d’Ostrogradski.

Solution: On note par Sgi la sphere d’équation 22 + 3% + 22 = R? et par Bgr la boule définie par
l'inéquation 22 4 y? + 2% < R2.

1. On utilise les coordonnées sphériques pour obtenir une paramétrisation de la sphere Sg

Sk = {3(0,¢) = (Rcosfcos¢,Rsinfcos¢,Rsing)| 6 € [—m,7], ¢€ [f f}}

272
On a
9s  Bs —Rsinf cos ¢ —Rcosfsin ¢ R2 cos 6 cos? ¢
—AN— = | Rcosfcos¢ | A| —Rsinfsing | = | R?sinf cos? ¢
0¢ 0 Rcos ¢ R? cos ¢psin ¢
Alors, fluz(V, Sg) = / / V(s( (as A gz> dedo

T R2 cos 9005 0] R? cos@cos 10)

= / / 25in% 0 cos 10) R%sinfcos’® ¢ | dpdd = R* / / (cos® @ cos? ¢+sin® @ cos? ¢+
/3 R?sin? ¢ R? cos ¢psin ¢ 3
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sin® ¢ cos ¢) dodh = R* / / ((cos® 6 4 sin® ) cos* ¢ + sin® ¢ cos ¢) dodh.

3 N\ﬂ

T

. 3 ™
(cosf — cos 0 sin? 0)do = [sin@ oo 9] =0;

D’autre part / cos® 0df) = / cosO(1 — sin® 0)df = / 3

—T

m 3
/ sin® 0df = 0 et / sin® ¢ cos ¢pdg = 0 car les fonctions intégrées sont impaires.
- -z

Finalement,

Slua( v, Sr) = R* / / (cos® @ + sin® 0) cos? ¢ + sin® ¢ cos ¢) dpdf = @

2. La formule d’Ostrogradski donne flux( V Sr) ffj div(V dxdydz

comme div(V)(z,y,z) = 22 + 2y + 22, est impaire dw(V)(—x, —y,—2) = —div(V)(z,y,2) et que
Bpg est symétrique par rapport a 'origine (0,0, 0), l'intégrale ff div V)dmdydz =0

D’ou, flux( V Sgr) = fjf div(V d:vdydz = @ on retrouve ainsi le résultat de 1.

Exercice 4.6. On considére la boite cylindrique S composée du cylindre d’équation z? + 2 = a?,
0<z<b (a>0etb>0)et des deux disques de rayon a aux niveaux z = 0 et z = b.
On définit le champ de vecteurs @ dans R? par oz, vy, 2) = 2% + y2j + 22k.

1. Déterminer si ¥ est un champ de gradients.

2. Calculer directement le flux de @' & travers S.

3. Calculer le flux de ¥ a travers S en utilisant la formule d’Ostrogradski.
Solution:

1. #(x,y, 2) = 22i+y2j+22k est bien un champ de vecteurs gradient, puisque @ = gradf ot f(z,y, z) =
X

LA i ( cette question n’est pas utilisée par la suite)
3 3

Notons Sp = {(2,y,2) | 22 +y?> =a?, 0< 2z <b} = {s(0,2) = (acosb,asinb,z) | 0 € [-m, 7], 0 <
z < b} le cylindre,

S1 = {(z,y,2) | 22 +y?> < a? z =0} = {s(r,0) = (rcosf,rsinf,0) | 0 € [-m, ], r € [0,1]} le
disque au niveau z = 0 et

Sy = {(z,y,2) | 22+ y* < a®, 2z =b} = {s(r,0) = (rcos,rsind,b) | 0 € [-m,7], r € [0,1]} le
disque au niveau z = b. Alors S est la réunion disjointes de 5,57 et Ss i.e. S = Sy U .Sy USs et
par additivité de I'intégrale on a

flux(0,S) = flux(0,Sy) + flux(T,S1) + flux(v, Ss).

2. On calcul maintenant le flux de o' & travers chacune des surfaces Sy, S et S3, en utilisant leurs

paramétrisations.
83 —asinf 0 acosf
i) Pour Sp:ona — 20 3 = | acosf® | A|0] =|asinb | et
i 0 1 0
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b e Os a? cos 20 acos
flux (7, So) :/ / v(s(0,2)) - (80 /\) dfdz —/ / a? sm O1.|asing | didz =
- -7 0
/ dz/ a® cos? 0 + a3 sin 9)d9f@

(puisque / sin® 0do = / cos® 0df = 0 voir 'exercice précédent)

os  Os cos —rsinf 0
ii) Pour S; : on a o A 0= sinf | A| rcosf | = | 0] et Sy est orientée vers les z négatifss
" 0 0 r

ol

Fluz(7,S1) / / ( Os 85>d d9 / / 77: Z?; 3 8 drdf
1 - . p—
. ar " 99 . -
/ / 0drdf =[0]
—m JO

os  Os cosf —rsinf 0
iii) Pour So:ona — A — = [sinf | A| rcosf | = | 0| et Sy est orientée vers les z positifs
EE— or 00 0 0 ,
‘ol
os  Os r2 cos? 0 0 T ra

flux (v, Sy) = / / (A)dde_/ / rsmo 10 drdaz/ /erdrdQ:
- -7 r —m JO

a’b’m|.

Finalement, S est la réunion disjointes de Sp,S7 et Sa, le flux de ¢ a travers S est donc égal a

flux(7,S) = fluz(¥, So) + flux(v,S1) + fluz(¥,Sz) =0+ 0+ a®b?1 = | a®b*n

3. La surface S est fermée et est le bord du cylindre plein V = {(x,9,2) | 22 + 3> <a?, 0< 2 < b} =
{(rcosf,asinb,z) | 0 € [-m, x|, r €[0,a], z € [0,b]} donc S =9V .

On peut alors utiliser la formule d’Ostrogradski pour calculer le flux d’'un champ de vecteurs a
travers la surface S.

On a div(¥) = 2z + 2y + 2z, et en utilisant les coordonnées cylindriques on aura

b pm a
ff div(V)dxdydz = 2 ffj(m +y+ 2)dxdydz = 2/ / / (rcos®+rsinf + z)rdrdfdz
\%4 Vv 0 J—mJO
b a T ™ a b
= 2/ dz/ ’I“Qd?“/ (cos O + sin 0)df + 2/ d@/ rdr/ 2dz = 0 + wa®b? = a*b*n
0 0 - - 0 0

Alors, d’apres la formule formule d’Ostrogradski flux(v,.S) fff div(V)dxdydz = on

retrouve le résultat de 2.
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