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Outils Mathématiques 4: corrigés des exercices 2 et 3 de la
feuille n°4

Exercice 2: tOn considere trois figures planes dans le plan Oxz:
—Un rectangle R dont les sommets ont comme coordonnées (0, 0), (a,0), (a, h) et (0, k) .
~Un triangle T dont les sommets ont comme coordonnées (0,0), (a,0) et (0, h) .
—Un demi-cercle C' de centre (0,0) , de rayon a et situé dans le demi-plan x > 0.
Pour chacune de ces 3 figures, calculer: (a) Iaire S, (b) abscisse ¢ de son centre de gravité, (c) le volume
V' du solide obtenu par révolution de la figure autour de I'axe Oz.

Comparer 27wcS et V pour ces figures 7 Pouvez-vous formuler rigoureusement votre conclusion et la
démontrer en toute généralité ?
Solution: On va calculer pour toute surface, I'aire S, I’abscisse ¢ de son centre de gravité et le volume du
solide obtenu par révolution de la figure autour de I'axe Oz. Finalement on vérifie la relation V' = 27 x S'x ¢

1. R est le rectangle dont les sommets (0,0), (a,0), (a, h) et (0, h)
(a) Sk = Aire(R) = ah
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(¢) Vg = Volume (du cylindre de base ”le disque du plan xOy centré en (0,0) et de rayon a” et
”de hauteur h”) = mah.

(d) Vérification: 2w x Sg X xg = 27 X ah x & = 7a’h = Vx.
2. T le triangle de sommets (0,0), (a,0) et (0, h)

(a) S = Aire(T) = 3ah

a —haih a 3 2

a 2 h 2 hx T

dxdy = — d doe = — 24 der = — |22 L p=——
ST//xmy 0 (/0 y)xm ah ( am+m>x ah{ a3Jr 2

(b) zr
2 Eh_a
ah 6 3

(¢) Vpr = Volume (du cone de base ”le disque du plan xOy centré en (0,0) et de rayon a” et "de
sommet (0,0,h)”) = tma’h.

(d) Vérification: 27 X St X xp = 27 X %ah X g = %TMLQh = Vhg.

3. C le demi-cercle de centre (0,0) , de rayon a et situé dans le demi-plan z > 0.

(a) Sc = Aire(3 Disque de rayon a) = sma?
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(¢) Vo = Volume (de la boule centrée en (0,0,0) et de rayon a ) = 3ma’.

(d) Vérification: 21 X S¢ x z¢ = 27 x gmwa® x 3% = wa® = Ve.



4. Théoréme 0.1 (de Guldin) Soit D un domaine du demi-plan {(x,z)|x > 0}. On note par Sp
Uaire de D et xp l’abscisse de son centre de gravité.

Soit Q le solide de R® obtenu en faisant tourner D autour de l’axe Oz. Alors

| Vol(Q) =27 x Sp x ap |

(une esquisse de la démonstration): En coordonnées cylindriques (r,6,z) , on note par Dy
Iintersection de 2 avec le plan vertical faisant un angle 6 avec le plan xOz. Alors, par le théoreme

de Fubini, on a Vol(Q) = /// drdydz = / (// rdrdz) df et I'abscisse du centre de gravité
Q —7 Dy
1
de Dy rp, = —// rdrdz — // rdrdz = r¢Sp,-
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Maintenant, si on note par hy la rotation d’axe Oz et d’angle 0, alors ho(D) = Dy et hg(xp) = rp,.

Par suite, par le théoréme de changement de variables: pSp = [[,, zdxdz = ffDe rdrdz = rp,Sp,

Ainsi, VOZ(Q):/ (// rdrdz> d@z/ (IDSD)dﬁszSD/ df = 2rxpSp O
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Exercice 3: Déterminer le centre de gravité de la surface située a l'extérieur du cercle de rayon 1
et délimitée par la cardioide p = 1 + cos¥f.
Solution:

En coordonnées polaire le domaine, pour (p,#) € Donal < p<1+cos = cosf >0 = 6 ¢
[—3. 3] ainsi D = {(p,0) |0 € [-F, 5], 1 < p <1+ cosb}, alors
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Pour des raisons de symétrie, yg = 0. Ainsi le centre de gravité est |G = (67r—|——'_48’ 0) .
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