
Licence 1 — Mathématiques 2010–2011

Algèbre et Arithmétique 1

Feuille no2 : entiers naturels, combinatoire

1 Exercices à savoir faire
Exercice 1
1 Montrer que, pour tout entier n, 4n + 5 est un multiple de 3.
2 Montrer que, pour tout entier n, si 10n + 7 est multiple de 9, alors 10n+1 + 7 l’est
aussi. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
On considère une suite arithmétique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose Un = u0 + · · · + un = qn
k=0 uk. Montrer que Un = (n+ 1)(u0 + 1

2an).

Exercice 3
On considère une suite géométrique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose encore Un = u0 + · · · +un. On suppose que a ”= 1 ; montrer alors que Un = u0
an+1≠1
a≠1 .

Que vaut Un dans le cas où a = 1 ?

Exercice 4
Soit (un) la suite définie par récurrence par la relation un+1 = 3un + 2 et u0 = 1.

1 Déterminer un nombre réel a tel que la suite (vn) définie par vn = un + a soit une
suite géométrique.
2 En déduire une formule simple pour vn puis une formule simple pour un.
3 Déduire de l’exercice une méthode générale pour calculer le n-ième terme d’une suite
(un) définie par une récurrence un+1 = aun + b, où a et b sont des nombres réels.

Exercice 5
1 Montrer que, pour tout entier n Ø 5, on a 2n < n!.
2 Déterminer un entier A tel que pour tout n Ø A, on ait 3n < n!.

Exercice 6
Soit (un)nœN la suite définie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

un+2 = 5un+1 ≠ 6un. On cherche une formule close pour le terme général de cette suite.
1 Calculer u2, u3, u4.
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Vous disposez de 2h pour répondre aux questions des exercices suivants.
Le sujet comporte 5 exercices indépendants ( + un exercice bonus) et est imprimé recto-verso.
Les calculatrices sont interdites. Les téléphones portables doivent être éteints et rangés.
Le barème est à titre indicatif.

Exercice 1 (4,5 points)

Calculer les intégrales suivantes.

1. 𝐼1 =
∫︁ 𝜋

0
sin(𝑡) cos(𝑡)𝑑𝑡.

2. 𝐼2 =
∫︁∫︁

𝐷1

𝑥𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 où 𝐷1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 0 6 𝑥 6 1, 0 6 𝑦 6 1}.

3. 𝐼3 =
∫︁∫︁∫︁

Ω
(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 où Ω est le domaine borné de R3, délimité par le parabolöıde 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

et le plan 𝑧 = 4.
(indication : on pourra utiliser les coordonnées cylindriques)

Exercice 2 (4 points)

Pour les intégrales données ci-dessous, dessiner le domaine d’intégration dans R2 puis calculer ces
intégrales doubles en changeant l’ordre d’intégration des variables :

𝐼 =
∫︁ 1

0

(︂∫︁ 3𝑥

2𝑥

𝑦 𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥, 𝐽 =

∫︁ 2

0

(︃∫︁ √
9𝑥
2

3𝑥
2

𝑑𝑦

)︃
𝑑𝑥.

Exercice 3 (4 points)

Soient le domaine de R2 formé de l’ellipse défini par 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑥2

4 + 𝑦2

16 6 1} et 𝐶 le bord de 𝐷
orienté dans le sens direct(celui du cercle trigonométrique).
On considère l’intégrale curviligne 𝐼 =

∫︁

𝐶

𝜔 où la forme différentielle 𝜔 = (𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥 + 2𝑥2𝑑𝑦.

1) Déterminer s’il existe une fonction 𝑓 telle que 𝜔 = 𝑑𝑓.

2) Calculer 𝐼 en utilisant une paramétrisation de 𝐶.

3) Calculer 𝐼 en utilisant la formule de Green-Riemann.

Exercice 4 (5 points)

Soit �⃗� le champ de vecteurs défini sur R3 par �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑦𝑖 + �⃗� + 𝑧�⃗�.

1. Calculer −→rot �⃗� .

2. Déterminer une paramétrisation du cercle 𝐶 obtenu par l’intersection
de la demi-sphère : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 16, 𝑧 > 0 et du cylindre : 𝑥2 + 𝑦2 = 4.

3. Calculer le travail du champ de vecteurs �⃗� le long de la courbe 𝐶, orientée dans le sens direct (celui
du cercle trigonométrique).

4. Retrouver le résultat en utilisant la formule de Stokes.
(Indication : on pourra utiliser le disque de bord 𝐶)

Exercice 5 (3,5 points)

Soit �⃗� le champ de vecteurs défini sur R3 par

�⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 �⃗� + 𝑦
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 �⃗� + 𝑧
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 �⃗�

1. Montrer que div �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2.

2. Calculer, en utilisant la formule d’Ostrogradski, le flux (sortant) du champ de vecteurs à travers la
surface formée du bord du domaine Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | 1 6 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 6 2}
(indication : on pourra utiliser les coordonnées sphériques)
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Exercice 6 (Bonus : 2 points)

1. Déterminer le domaine de convergence de
+∞∑︁

𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛3 .

2. Pour 𝑛 > 1, montrer que 1
𝑛 6 𝑛(−1)𝑛

6 𝑛.

En déduire le rayon de convergence de
+∞∑︁

𝑛=1
𝑛(−1)𝑛

𝑥𝑛.

3. Montrer que pour tout 𝑥 ∈] − 1, 1[ on a
+∞∑︁

𝑛=1
(𝑛 − 1)𝑥2𝑛 = 𝑥4

(1 − 𝑥2)2 .
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