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Algèbre et Arithmétique 1

Feuille no2 : entiers naturels, combinatoire

1 Exercices à savoir faire
Exercice 1
1 Montrer que, pour tout entier n, 4n + 5 est un multiple de 3.
2 Montrer que, pour tout entier n, si 10n + 7 est multiple de 9, alors 10n+1 + 7 l’est
aussi. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
On considère une suite arithmétique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose Un = u0 + · · · + un = qn
k=0 uk. Montrer que Un = (n+ 1)(u0 + 1

2an).

Exercice 3
On considère une suite géométrique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose encore Un = u0 + · · · +un. On suppose que a ”= 1 ; montrer alors que Un = u0
an+1≠1
a≠1 .

Que vaut Un dans le cas où a = 1 ?

Exercice 4
Soit (un) la suite définie par récurrence par la relation un+1 = 3un + 2 et u0 = 1.

1 Déterminer un nombre réel a tel que la suite (vn) définie par vn = un + a soit une
suite géométrique.
2 En déduire une formule simple pour vn puis une formule simple pour un.
3 Déduire de l’exercice une méthode générale pour calculer le n-ième terme d’une suite
(un) définie par une récurrence un+1 = aun + b, où a et b sont des nombres réels.

Exercice 5
1 Montrer que, pour tout entier n Ø 5, on a 2n < n!.
2 Déterminer un entier A tel que pour tout n Ø A, on ait 3n < n!.

Exercice 6
Soit (un)nœN la suite définie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

un+2 = 5un+1 ≠ 6un. On cherche une formule close pour le terme général de cette suite.
1 Calculer u2, u3, u4.
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Exercice 1.

1. 𝐼1 =
∫︁ 𝜋

0
sin(𝑡) cos(𝑡)𝑑𝑡 = 1

2

∫︁ 𝜋

0
sin(2𝑡)𝑑𝑡 =

[︂− cos(2𝑡)
4

]︂𝜋

0
= 0 .

2. 𝐼2 =
∫︁∫︁

𝐷1

𝑥𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∫︁ 1

0
(
∫︁ 1

0
𝑥𝑒−𝑥𝑦𝑑𝑦)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

[︀
−𝑒−𝑥𝑦

]︀1
0 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
(−𝑒−𝑥 +1)𝑑𝑥 =

[︀
𝑒−𝑥 + 𝑥

]︀1
0 = 1

𝑒

3. En coordonées cylindriques Ω = {(𝑟, 𝜃, 𝑧) | 0 6 𝜃 6 2𝜋, 0 6 𝑟 6
√

𝑧, 0 6 𝑧 6 4} et 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧,
d’où∫︁∫︁∫︁

Ω
(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁ 2𝜋

0
𝑑𝜃

∫︁ 4

0
(
∫︁ √

𝑧

0
𝑟3𝑑𝑟)𝑑𝑧 = 2𝜋

∫︁ 4

0

[︂
𝑟4

4

]︂√
𝑧

0
𝑑𝑧 = 2𝜋

∫︁ 4

0

𝑧2

4 𝑑𝑧 = 2𝜋

[︂
𝑧3

12

]︂4

0
=

32𝜋

3 .

Exercice 2.
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00

𝐼 =
∫︁ 1

0

(︂∫︁ 3𝑥

2𝑥

𝑦 𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁ 2

0
𝑦

(︃∫︁ 𝑦
2

𝑦
3

𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑦 +

∫︁ 3

2
𝑦

(︃∫︁ 1

𝑦
3

𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑦 = 5

6
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00 𝐽 =
∫︁ 2

0

(︃∫︁ √
9𝑥
2

3𝑥
2

𝑑𝑦

)︃
𝑑𝑥 =

∫︁ 3

0

(︃∫︁ 2𝑦
3

2𝑦2
9

𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑦 = 1 .

Exercice 3.
1) Comme 𝜕𝑃

𝜕𝑦 = 1 + 2𝑦 ̸= 4𝑥 = 𝜕𝑄
𝜕𝑥 , il n’existe alors pas de fonction 𝑓 telle que 𝜔 = 𝑑𝑓.

2) Une paramétrisation de 𝐶 est donnée par 𝛾(𝑡) = (2 cos(𝑡), 4 sin(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], d’où

𝐼 =
∫︁ 2𝜋

0

⎛
⎝

4 sin(𝑡) + 16 sin2(𝑡)

8 cos2(𝑡)

⎞
⎠ ·

⎛
⎝

−2 sin(𝑡)

4 cos(𝑡)

⎞
⎠ 𝑑𝑡 =

∫︁ 2𝜋

0
(−8 sin2(𝑡) − 32 sin3(𝑡) + 32 cos3(𝑡))𝑑𝑡 = −8𝜋 .

3) D’après Green-Riemann

𝐼 =
∫︁∫︁

𝐷

(𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁

𝐷

(4𝑥−1−2𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∫︁∫︁

𝐷

(4𝑥−2𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 −𝐴𝑖𝑟𝑒(𝐷) = −2×4×𝜋 = −8𝜋 .

car, par symétrie,
∫︁∫︁

𝐷

(4𝑥 − 2𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.

Exercice 4.



1. −→rot �⃗� =

⎛
⎝

𝜕
𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧

⎞
⎠ ∧

⎛
⎝

𝑥2𝑦
1
𝑧

⎞
⎠ =

⎛
⎝

0
0

−𝑥2

⎞
⎠ = −𝑥2�⃗�.

2. On note 𝐶 la courbe intersection, donc 𝐶 = {𝑥2 + 𝑦2 = 4, 𝑧 = 2
√

3} et une paramétrisation est donnée
par 𝐶 = {(2 cos 𝑡, 2 sin 𝑡, 2

√
3) | 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]}

3. Le travail du champ de vecteurs �⃗� le long de la courbe 𝐶, orientée dans le sens direct est :

𝑇𝑟𝑎𝑣𝑎𝑖𝑙(�⃗� , 𝐶) =
∫︁ 2𝜋

0

⎛
⎝

8 cos2 𝑡 sin 𝑡
1

2
√

3

⎞
⎠ ·

⎛
⎝

−2 sin 𝑡
2 cos 𝑡

0

⎞
⎠ 𝑑𝑡 =

∫︁ 2𝜋

0
(−16 cos2 𝑡 sin2 𝑡 + 2 cos 𝑡)𝑑𝑡

=
∫︁ 2𝜋

0
(−4 sin2 2𝑡 + 2 cos 𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 2𝜋

0
(−2(1 − cos 4𝑡) + 2 cos 𝑡)𝑑𝑡 =

[︂
−2𝑡 + sin 4𝑡

2 + 2 sin 𝑡

]︂2𝜋

0
= −4𝜋 .

4. On pose 𝑆 = {𝑥2 + 𝑦2 6 4, 𝑧 = 2
√

3} ( orientée par �⃗�), son bord est 𝐶.

Alors, la formule de Stokes donne :

𝑇𝑟𝑎𝑣𝑎𝑖𝑙(�⃗� , 𝐶) = 𝐹𝑙𝑢𝑥(−→rot �⃗� , 𝑆) =
∫︁∫︁

𝑆

−→rot �⃗� .⃗𝑘𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∫︁∫︁

𝑆

−𝑥2𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2

0
−(𝑟 cos(𝜃))2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

= −
∫︁ 2𝜋

0
cos2(𝜃)𝑑𝜃

∫︁ 2

0
𝑟3𝑑𝑟 = −

∫︁ 2𝜋

0

1 + cos 2(𝜃)
2 𝑑𝜃

∫︁ 2

0
𝑟3𝑑𝑟 = −4𝜋 .

Exercice 5.

1. On a div �⃗� = 𝜕(𝑥
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
𝜕𝑥

+ 𝜕(𝑦
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
𝜕𝑦

+ 𝜕(𝑧
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
𝜕𝑧

D’autre part 𝜕(𝑥
√

𝑥2+𝑦2+𝑧2)
𝜕𝑥 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑥2√

𝑥2+𝑦2+𝑧2
et par symétrie

𝜕(𝑦
√

𝑥2+𝑦2+𝑧2)
𝜕𝑦 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑦2√

𝑥2+𝑦2+𝑧2
et 𝜕(𝑧

√
𝑥2+𝑦2+𝑧2)

𝜕𝑧 =
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑧2√
𝑥2+𝑦2+𝑧2

.

Ainsi, div �⃗� = 3
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑥2+𝑦2+𝑧2√
𝑥2+𝑦2+𝑧2

= 3
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 +
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2.

2. En coordonnées sphériques, Ω = {(𝑟, 𝜃, 𝜙) | 1 6 𝑟 6
√

2, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋], 𝜙 ∈ [− 𝜋
2 , 𝜋

2 ]} et la formule
d’Ostrogradski nous donne :

𝐹𝑙𝑢𝑥(�⃗� , 𝑆) =
∫︁∫︁∫︁

Ω
div �⃗� 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁∫︁∫︁

Ω
4
√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
∫︁ 2𝜋

0
𝑑𝜃

∫︁ 𝜋
2

− 𝜋
2

cos(𝜙)𝑑𝜙

∫︁ √
2

1
(4𝑟)𝑟2𝑑𝑟 =

12𝜋

Exercice 6. (Exercice Bonus)

1. Solution: On a lim
𝑛

|𝑎𝑛+1|
|𝑎𝑛| = lim

𝑛

𝑛3

(𝑛 + 1)3 = 1, d’après la règle de d’Alembert, le rayon de convergence
est 𝑅 = 1.

D’autre part,
∑︁ 1

𝑛2 et
∑︁ (−1)

𝑛2 sont des séries de Riemann convergentes. Ainsi le domaine de conver-

gence de
∑︁ 𝑥𝑛

𝑛3 est 𝐷 = [−1, 1].

2. Solution: On a pour 𝑛 pair, 𝑛(−1)𝑛 = 𝑛, d’où 1
𝑛 6 𝑛(−1)𝑛 = 𝑛 6 𝑛. et pour 𝑛 impair, 𝑛(−1)𝑛 = 𝑛−1 = 1

𝑛 ,
d’où 1

𝑛 6 𝑛(−1)𝑛 = 𝑛 6 𝑛. Ainsi, pour 𝑛 > 1, 1
𝑛 6 𝑛(−1)𝑛

6 𝑛.

Le critère de d’Alembert, montre que les séries entières
+∞∑︁

𝑛=1
𝑛𝑥𝑛 et

+∞∑︁

𝑛=1

1
𝑛

𝑥𝑛 ont un rayon de convergence

égal à 1, par suite, par le critère de comparaison on aura que la série entière
+∞∑︁

𝑛=1
𝑛(−1)𝑛

𝑥𝑛 le même rayon

de convergence 𝑅 = 1.

3. Solution: On pose 𝑋 = 𝑥2.
+∞∑︁

𝑛=1
(𝑛 − 1)𝑥2𝑛 =

+∞∑︁

𝑛=1
(𝑛 − 1)𝑋𝑛 =

+∞∑︁

𝑛=0
𝑛𝑋𝑛+1 = 𝑋2

+∞∑︁

𝑛=1
𝑛𝑋𝑛−1 = 𝑋2

(︂
1

1 − 𝑋

)︂′

= 𝑋2 1
(1 − 𝑋)2 = 𝑋2

(1 − 𝑋)2 = 𝑥4

(1 − 𝑥2)2 .


