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1 Exercices à savoir faire
Exercice 1
1 Montrer que, pour tout entier n, 4n + 5 est un multiple de 3.
2 Montrer que, pour tout entier n, si 10n + 7 est multiple de 9, alors 10n+1 + 7 l’est
aussi. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
On considère une suite arithmétique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose Un = u0 + · · · + un = qn
k=0 uk. Montrer que Un = (n+ 1)(u0 + 1

2an).

Exercice 3
On considère une suite géométrique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose encore Un = u0 + · · · +un. On suppose que a ”= 1 ; montrer alors que Un = u0
an+1≠1
a≠1 .

Que vaut Un dans le cas où a = 1 ?

Exercice 4
Soit (un) la suite définie par récurrence par la relation un+1 = 3un + 2 et u0 = 1.

1 Déterminer un nombre réel a tel que la suite (vn) définie par vn = un + a soit une
suite géométrique.
2 En déduire une formule simple pour vn puis une formule simple pour un.
3 Déduire de l’exercice une méthode générale pour calculer le n-ième terme d’une suite
(un) définie par une récurrence un+1 = aun + b, où a et b sont des nombres réels.

Exercice 5
1 Montrer que, pour tout entier n Ø 5, on a 2n < n!.
2 Déterminer un entier A tel que pour tout n Ø A, on ait 3n < n!.

Exercice 6
Soit (un)nœN la suite définie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

un+2 = 5un+1 ≠ 6un. On cherche une formule close pour le terme général de cette suite.
1 Calculer u2, u3, u4.
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Exercice 1

1. 𝐼1 =
∫︁ 𝜋

2

0
sin(2𝑡)𝑑𝑡.

Solution: 𝐼1 =
∫︁ 𝜋

2

0
sin(2𝑡)𝑑𝑡 =

[︂
−cos(2𝑡)

2

]︂𝜋
2

0
= 1

2(− cos(𝜋) + cos(0)) = 1
2(1 + 1) = 1 .

2. 𝐼2 =
∫︁ 𝜋

2

0
𝑡 cos(2𝑡)𝑑𝑡.

Solution: On va utiliser une intégration par parties, on pose
{︃

𝑢 = 𝑡

𝑣′ = cos(2𝑡)
=⇒

{︃
𝑢′ = 1
𝑣 = sin(2𝑡)

2 ,
d’où

𝐼2 =
[︂

𝑡 sin(2𝑡)
2

]︂𝜋
2

0
− 1

2

∫︁ 𝜋
2

0
sin(2𝑡)𝑑𝑡 = 1

2(𝜋

2 sin(𝜋) − 0 sin(0)) − 1
2 = −1

2 .

3. 𝐼3 =
∫︁ 𝜋

2

0
sin2(𝑡)𝑑𝑡.

Solution: Des relations cos(2𝑡) = cos2(𝑡) − sin2(𝑡) et cos2(𝑡) + sin2(𝑡) = 1, on obtient

cos(2𝑡) = 1 − 2 sin2(𝑡) puis sin2(𝑡) = 1 − cos(2𝑡)
2 . Alors,

𝐼3 =
∫︁ 𝜋

2

0
sin2(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜋
2

0

1 − cos(2𝑡)
2 𝑑𝑡 = 1

2

∫︁ 𝜋
2

0
𝑑𝑡 − 1

2

∫︁ 𝜋
2

0
cos(2𝑡)𝑑𝑡 = 1

2 [𝑡]
𝜋
2
0 − 1

2

[︂
sin(2𝑡)

2

]︂𝜋
2

0

= 1
2
(︀

𝜋
2 − 0

)︀
− 1

2 (0 − 0) = 𝜋

4 .

Exercice 2

Pour les intégrales données ci-dessous, dessiner le domaine d’intégration dans R2 (la fonction 𝑓
est une fonction continue dans ce domaine). Reécrire ces intégrales doubles en changeant l’ordre
d’intégration des variables :

1) 𝐼 =
∫︁ 1

0

(︂∫︁ 3

1
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥.

Solution: Le domaine 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 0 6 𝑥 6 1, 1 6 𝑦 6 3} = [0, 1] × [1, 3] d’intégration est

un rectangle représenté sur la figure suivante :

x
-0.5-0.5 0.50.5 11 1.51.5 22 2.52.5 33 3.53.5 44 4.54.5 55 5.55.5 66 6.56.5

y

-2-2

-1.5-1.5

-1-1

-0.5-0.5

0.50.5

11

1.51.5

22

2.52.5

33

3.53.5

44

4.54.5

00

(0,3)

D’après le théorème de Fubin, l’interversion des variables d’intégration se lit :

𝐼 =
∫︁ 1

0

(︂∫︁ 3

1
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁ 3

1

(︂∫︁ 1

0
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

)︂
𝑑𝑦.

2) 𝐽 =
∫︁ 2

0

(︂∫︁ 3−𝑥

𝑥−1
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥.

Solution: Le domaine 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 0 6 𝑥 6 2, 𝑥 − 1 6 𝑦 6 3 − 𝑥} d’intégration est



représenté sur la figure suivante :

x
-1-1 -0.5-0.5 0.50.5 11 1.51.5 22 2.52.5 33 3.53.5 44 4.54.5 55 5.55.5 66 6.56.5 77

y

-2.5-2.5

-2-2

-1.5-1.5

-1-1

-0.5-0.5

0.50.5

11

1.51.5

22

2.52.5

33

3.53.5

44

00

𝐷 s’écrit comme domaine de type II
(par tranches horizontales) :𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2 où 𝐷1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | − 1 6 𝑦 6 1 et 0 6 𝑥 6 𝑦 + 1} et
𝐷2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 1 6 𝑦 6 3 et 0 6 𝑥 6 3 − 𝑦}
L’interversion des variables d’intégration se lit donc :

𝐽 =
∫︁ 2

0
(
∫︁ 3−𝑥

𝑥−1
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

−1
(
∫︁ 𝑦+1

0
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥)𝑑𝑦 +

∫︁ 3

1
(
∫︁ 3−𝑦

0
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥)𝑑𝑦.

3) 𝐾 =
∫︁ 1

0

(︃∫︁ √
𝑥

−
√

𝑥

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

)︃
𝑑𝑥.

Solution: Le domaine 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 0 6 𝑥 6 1, −√
𝑥 6 𝑦 6

√
𝑥} d’intégration est représenté

sur la figure suivante :

x
-0.8-0.8 -0.6-0.6 -0.4-0.4 -0.2-0.2 0.20.2 0.40.4 0.60.6 0.80.8 11 1.21.2 1.41.4 1.61.6 1.81.8 22 2.22.2 2.42.4 2.62.6 2.82.8 33 3.23.2

y

-2.8-2.8

-2.6-2.6

-2.4-2.4

-2.2-2.2

-2-2

-1.8-1.8

-1.6-1.6

-1.4-1.4

-1.2-1.2

-1-1

-0.8-0.8

-0.6-0.6

-0.4-0.4

-0.2-0.2

0.20.2

0.40.4

0.60.6

0.80.8

11

1.21.2

1.41.4

1.61.6

1.81.8

00

𝐷 s’écrit comme domaine de type II (par tranches horizontales) :𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | − 1 6 𝑦 6
1 et 0 6 𝑥 6 𝑦2} L’interversion des variables d’intégration se lit donc :

𝐾 =
∫︁ 1

0
(
∫︁ √

𝑥

−
√

𝑥

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦)𝑑𝑥 =
∫︁ 1

−1
(
∫︁ 1

𝑦2
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥)𝑑𝑦 = 2

∫︁ 1

0
(
∫︁ 1

𝑦2
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥)𝑑𝑦

Exercice 3

Soit 𝐷 un domaine dans R2 limité par les courbes 𝑥 = 𝑦2

4 et 𝑦 = 2𝑥.

1) Déterminer les points d’intersection de ces deux courbes.
2) Dessiner le domaine 𝐷.

3) Calculer l’aire de 𝐷.

4) Calculer l’intégrale double
∫︁∫︁

𝐷

(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Soient 𝐶 le bord de 𝐷 orienté dans le sens direct et 𝐼 =
∫︁

C
𝑦2𝑑𝑥.

5) Calculer 𝐼 en utilisant une paramétrisation de 𝐶.

6) Calculer 𝐼 en utilisant une intégrale double sur 𝐷.
Solution:
1) Ces points sont déterminés par les équations 𝑥 = 𝑦2

4 et 𝑦 = 2𝑥, qui impliquent 𝑦2 = 2𝑦 ; donc 𝑦 = 0
ou 2. Il y a deux points (0, 0) et (1, 2).



2) La première courbe est une parabole, la seconde est une droite. Les deux passent par (0, 0) et (1, 2).

-0.8-0.8 -0.6-0.6 -0.4-0.4 -0.2-0.2 0.20.2 0.40.4 0.60.6 0.80.8 11 1.21.2 1.41.4 1.61.6 1.81.8 22 2.22.2 2.42.4 2.62.6 2.82.8 33 3.23.2 3.43.4 3.63.6 3.83.8 44 4.24.2

-2.5-2.5

-2-2

-1.5-1.5

-1-1

-0.5-0.5

0.50.5

11

1.51.5

22

2.52.5

33

3.53.5

00

3) L’aire de 𝐷 est
∫︁∫︁

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦. D’après le théorème de Fubini, on a

aire (𝐷) =
∫︁ 2

0

(︃∫︁ 𝑦
2

𝑦2
4

𝑑𝑥

)︃
=
∫︁ 2

0
(𝑦

2 − 𝑦2

4 )𝑑𝑦 =
[︂

𝑦2

4 − 𝑦3

12

]︂2

0
= 1

3 .

4) D’après le théorème de Fubini, on a
∫︁∫︁

𝐷

(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∫︁ 2

0

(︃∫︁ 𝑦
2

𝑦2
4

(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑦 =

∫︁ 2

0
(𝑦2

2 − 𝑦3

4 − 𝑦2

8 + 𝑦4

32)𝑑𝑦

=
∫︁ 2

0
(3𝑦2

8 − 𝑦3

4 + 𝑦4

32)𝑑𝑦 =
[︂

𝑦3

8 − 𝑦4

16 + 𝑦5

160

]︂2

0
= 1

5 .

5) La courbe 𝐶 est la réunion d’un segment paramétré par 𝑥 = 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 et 𝑥 variant de 0 à 1, et d’un
arc parabolique paramétré par 𝑥 = 𝑦2

4 , 𝑦 = 𝑦 et 𝑦 variant de 2 à 0. Donc l’intégrale est égale à

∫︁ 1

0
4𝑥2𝑑𝑥 +

∫︁ 0

2
𝑦2𝑑(𝑦2

4 ) = 4
3 −

∫︁ 2

0
(𝑦3

2 )𝑑𝑦 = 4
3 −

[︂
𝑦4

8

]︂2

0
= 4

3 − 2 = −2
3 .

6) D’après la formule de Green-Riemann et le théorème de Fubini, cette intégrale est égale à

= −
∫︁∫︁

𝐷

2𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∫︁ 2

0

(︃∫︁ 𝑦
2

𝑦2
4

2𝑦𝑑𝑥

)︃
𝑑𝑦

= −
∫︁ 2

0
(𝑦2 − 𝑦3

2 )𝑑𝑦 = −
[︂

𝑦3

3 − 𝑦4

8

]︂2

0
= −2

3 .

Exercice 4

Soit le solide homogène

𝐵 := {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3| 1 6 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 6 4, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0}

𝐵 est le domaine enfermé entre les sphères d’équations 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 et 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4 dans le
premier octant (la où les trois coordonnées sont positives i.e. 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 et 𝑧 > 0).
1) Calculer le volume de 𝐵 par une méthode de votre choix.

Solution: 𝑉 𝑜𝑙(𝐵) = 1
8 (𝑉 𝑜𝑙(boule de rayon 2) − 𝑉 𝑜𝑙(boule de rayon 1)) = 1

8 ( 4𝜋
3 (23 − 13) = 7𝜋

6 .

On peut aussi effectue un changement de variables en coordonnées sphériques. On a les formules :

𝑥 = 𝜌 cos 𝜃 cos 𝜙, 𝑦 = 𝜌 sin 𝜃 cos 𝜙, 𝑧 = 𝜌 sin 𝜙.

Le module du jacobien du changement de variables (𝜌, 𝜃, 𝜙) ↦→ (𝜌 cos 𝜃 cos 𝜙, 𝜌 sin 𝜃 cos 𝜙, 𝜌 sin 𝜙)
vaut 𝜌2 cos 𝜙. Le domaine d’intégration en coordonnées sphériques est :

{(𝜌, 𝜃, 𝜙); 1 6 𝜌 6 2, 𝜃 ∈ [0,
𝜋

2 ], 𝜙 ∈ [0,
𝜋

2 ]}.

Alors, le volume de 𝐵 est égal



𝑉 𝑜𝑙(𝐵) =
∫︁∫︁∫︁

𝐵

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
∫︁

𝜌∈[1,2]

∫︁

𝜃∈[0, 𝜋
2 ]

∫︁

𝜙∈[0, 𝜋
2 ]

𝜌2 cos 𝜙𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝜙

On utilise ensuite le théorème de Fubini, on aura

𝑉 𝑜𝑙(𝐵) =
∫︁ 2

1
𝜌2𝑑𝜌 ×

∫︁ 𝜋
2

0
𝑑𝜃 ×

∫︁ 𝜋
2

0
cos 𝜙𝑑𝜙 = ×

[︂
𝜌3

3

]︂2

1
× [𝜃]

𝜋
2
0 × [sin 𝜙]

𝜋
2
0

= 7
3 × 𝜋

2 × 1 = 7𝜋

6 .

2) Calculer l’abscisse 𝑥𝐺 du centre de gravité de 𝐵. En déduire (sans calcul) les coordonnées du centre
de gravité.
Solution: Comme 𝐵 est homogène, 𝑥𝐺 = 1

𝑉 𝑜𝑙(𝐵)

∫︁∫︁∫︁

𝐵

𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

On effectue aussi un changement de variables en coordonnées sphériques.
L’intégrale à calculer vaut donc :

𝑥𝐺 = 1
𝑉 𝑜𝑙(𝐵)

∫︁

𝜌∈[1,2]

∫︁

𝜃∈[0, 𝜋
2 ]

∫︁

𝜙∈[0, 𝜋
2 ]

𝜌3 cos 𝜃(cos 𝜙)2𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝜙

On utilise ensuite le théorème de Fubini :

= 1
𝑉 𝑜𝑙(𝐵)

∫︁ 2

1
𝜌3𝑑𝜌×

∫︁ 𝜋
2

0
cos 𝜃𝑑𝜃×

∫︁ 𝜋
2

0
cos2 𝜙𝑑𝜙 = 1

𝑉 𝑜𝑙(𝐵) ×
[︂

𝜌4

4

]︂2

1
×[sin 𝜃]

𝜋
2
0 ×

∫︁ 𝜋
2

0

1 + cos(2𝜙)
2 𝑑𝜙

= 6
7𝜋

× 15
4 × 1 × 𝜋

4 = 45
56 .

Le rôle des variables 𝑥, 𝑦 et 𝑧 est interchangeable dans la définition du domaine, c-à-d que le
domaine 𝐵 est invariant par les symétries données par les applications
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ (𝑦, 𝑥, 𝑧), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ (𝑧, 𝑦, 𝑥) et (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ (𝑥, 𝑧, 𝑦) ; ainsi,
𝑦𝐺 = 𝑧𝐺 = 𝑥𝐺 = 45

56 , d’où le centre de gravité de 𝐵 est le point 𝐺 = ( 45
56 , 45

56 , 45
56 ).

3) Calculer l’intégrale triple
∫︁∫︁∫︁

𝐵

√︀
𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

Solution: On effectue le changement de variables en coordonnées sphériques. L’intégrale à calculer
vaut donc :
𝐼 =

∫︁∫︁∫︁

𝐵

√︀
𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁

𝜌∈[1,2]

∫︁

𝜃∈[0, 𝜋
2 ]

∫︁

𝜙∈[0, 𝜋
2 ]

𝜌3(cos 𝜙)2𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝜙.

On utilise ensuite le théorème de Fubini :

𝐼 =
∫︁ 2

1
𝜌3𝑑𝜌 ×

∫︁ 𝜋
2

0
𝑑𝜃 ×

∫︁ 𝜋
2

0
cos2 𝜙𝑑𝜙 =

[︂
𝜌4

4

]︂2

1
× 𝜋

2 ×
∫︁ 𝜋

2

0

1 + cos(2𝜙)
2 𝑑𝜙

= 15
4 × 𝜋

2 × 𝜋

4 = 15𝜋2

32 .

Exercice 5

Soit �⃗� le champ de vecteurs défini sur R3 par �⃗� = (𝑦2 cos 𝑥 + 𝑧3) �⃗� + (2𝑦 sin 𝑥 − 4) �⃗� + (3𝑥𝑧2 + 2) �⃗�

1) Calculer −→rot �⃗� et div �⃗� .

2) Existe-t-il une fonction 𝑓 sur R3 telle que −−→
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓 = �⃗� ? Si oui déterminer une telle 𝑓 .

3) Soit 𝛾 la courbe paramétrée par 𝑥 = cos(2𝜋𝑡), 𝑦 = 𝑡3 − 𝑡, 𝑧 = 𝑒2𝑡 − 𝑒2𝑡2
, 𝑡 ∈ [0, 1].

La courbe 𝛾 est-t-elle fermée ?
4) Calculer la circulation de �⃗� le long de la courbe 𝛾.



5) Déterminer la circulation de �⃗� le long des courbes 𝐶 joignant le point (0, 0, 0) au point (𝜋, 1, 2).
Solution:
1) On a −→rot �⃗� = 0. On a div �⃗� = −𝑦2 sin 𝑥 + 2 sin 𝑥 + 6𝑥𝑧.

2) Oui. On a 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 sin 𝑥 + 𝑥𝑧3 − 4𝑦 + 2𝑧+ constante. On a −−→
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓 = �⃗� .

3) Oui. Quand 𝑡 = 0 et 𝑡 = 1 on obtient le même point.
4) La circulation est égale à 0 car �⃗� est un champ de gradients et 𝛾 est fermée.
5) Elle est égale à 𝑓(𝜋, 1, 2) − 𝑓(0, 0, 0) = 8𝜋.

Exercice Bonus :

A) On considère le domaine Ω de R3 défini par Ω := {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3| 𝑥2 + 𝑦2 6 𝑧2, 0 6 𝑧 6 4}.

1) Déterminer un paramétrage de la surface 𝑆 := {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3| 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2, 0 6 𝑧 6 4} et
calculer son aire.
Solution: On remarque qu’en coordonnées polaires, on a 𝑧 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟, ainsi un

paramétrage de la surface est donné par 𝑠(𝑟, 𝜃) = (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃, 𝑟)
avec (𝑟, 𝜃) ∈ 𝐷 = [0, 4] × [0, 2𝜋].
Le vecteur normal est

�⃗�(𝑟, 𝜃) = 𝜕𝑠

𝜕𝑟
(𝑟, 𝜃) ∧ 𝜕𝑠

𝜕𝜃
(𝑟, 𝜃) =

⎛
⎝

cos 𝜃
sin 𝜃
1

⎞
⎠ ∧

⎛
⎝

−𝑟 sin 𝜃
𝑟 cos 𝜃
0

⎞
⎠ =

⎛
⎝

−𝑟 cos 𝜃
−𝑟 sin 𝜃
𝑟

⎞
⎠

‖�⃗�(𝑟, 𝜃)‖ =
√︀

(−𝑟 cos 𝜃)2 + (−𝑟 sin 𝜃)2 + 𝑟2 =
√

2𝑟

Par suite, 𝐴𝑖𝑟𝑒(𝑆) =
∫︀∫︀

𝐷
𝑑𝐴 =

∫︁ 4

0

∫︁ 2𝜋

0
‖�⃗�(𝑟, 𝜃)‖𝑑𝑟𝑑𝜃 =

∫︁ 4

0

∫︁ 2𝜋

0

√
2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

√
2
∫︁ 4

0
𝑟𝑑𝑟

∫︁ 2𝜋

0
𝑑𝜃 =

√
2
[︂

𝑟2

2

]︂4

0
[𝜃]2𝜋

0 = 16
√

2𝜋 .

2) On considère le champ de vecteurs �⃗� défini sur R3 par �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 𝑥 + 5𝑦, 𝑧).
a) Calculer le flux de ce champ de vecteurs à travers le bord de Ω (orienté par le vecteur

normal sortant).
Solution: Le bord 𝜕Ω de Ω est la surface fermée composée de deux parties : le disque
Δ correspondant au disque de rayon 4 de centre (0, 0, 4) situé dans le plan {𝑧 = 4}, et la
surface 𝑆 introduite au 1). L’orientation de 𝜕Ω est par le vecteur sortant de Ω. Ainsi, la
surface 𝑆 est orientée par le vecteur opposé au vecteur normal de la question 1) c-à-d par

−�⃗�(𝑟, 𝜃) =

⎛
⎝

𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃
−𝑟

⎞
⎠ et Δ par le vecteur normal

⎛
⎝

0
0
1

⎞
⎠ dirigé vers les 𝑧 > 0.

On a 𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , 𝜕Ω) = 𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , 𝑆) + 𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , Δ)

i) 𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , 𝑆) =
∫︀∫︀

𝐷
𝑉 (𝑠(𝑟, 𝜃))·(−�⃗�(𝑟, 𝜃))𝑑𝑟𝑑𝜃 =

∫︁ 4

0

∫︁ 2𝜋

0

⎛
⎝

0
𝑟 cos 𝜃 + 5𝑟 sin 𝜃
𝑟

⎞
⎠·

⎛
⎝

𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃
−𝑟

⎞
⎠ 𝑑𝑟𝑑𝜃

=
∫︁ 4

0

∫︁ 2𝜋

0
(𝑟2 cos 𝜃 sin 𝜃+5𝑟2 sin2 𝜃−𝑟2)𝑑𝑟𝑑𝜃 =

∫︁ 4

0
𝑟2𝑑𝑟

∫︁ 2𝜋

0
(cos 𝜃 sin 𝜃+5 sin2 𝜃−1)𝑑𝜃

=
[︂

𝑟3

3

]︂4

0

[︂
sin2 𝜃

2 + 5(1
2(𝜃 − sin(2𝜃)

2 )) − 𝜃

]︂2𝜋

0
= 64

3

[︂
3𝜃

2

]︂2𝜋

0
= 64𝜋 .

ii) La normale extérieure unitaire à la surface Δ et pointant vers l’extérieur de Ω est le
vecteur (0, 0, 1). De plus, comme Δ est un disque dans le plan horizontal paramétré par
(𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥, 𝑦, 4) , la contribution de cette surface Δ au flux sortant est :

𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , Δ) =
∫︁∫︁

√
𝑥2+𝑦264

�⃗� (𝑥, 𝑦, 4)·

⎛
⎝

0
0
1

⎞
⎠ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 4

∫︁∫︁
√

𝑥2+𝑦264
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 4𝐴𝑖𝑟𝑒(Δ) = 64𝜋.



iii) Ainsi 𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , 𝜕Ω) = 𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , 𝑆) + 𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , Δ) = 64𝜋 + 64𝜋 = 128𝜋 .

b) A quelle intégrale triple ce flux est-il égal ? Calculer cette intégrale triple et retrouver de
cette manière le résultat de la question a).

Solution: Puisque la surface 𝜕Ω est surface fermée (orientée par le vecteur normal sortant),
le théorème d’Ostrogradski nous donne :

𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , 𝜕Ω) =
∫︁∫︁∫︁

Ω
div �⃗� 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,

comme
div �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 + 5 + 1 = 6

On aura
𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , 𝜕Ω) =

∫︁∫︁∫︁

Ω
div �⃗� 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 6

∫︁∫︁∫︁

Ω
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 6𝑉 𝑜𝑙(Ω),

Comme Ω est un cône (plein) de hauteur 4 et de base le disque Δ son volume est

𝑉 𝑜𝑙(Ω) = 1
3 ”hauteur” × ”aire de la base” = 1

3 × 4 × 16𝜋 = 64𝜋

3 .

D’où 𝑓𝑙𝑢𝑥(�⃗� , 𝜕Ω) = 6
∫︁∫︁∫︁

Ω
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 6𝑉 𝑜𝑙(Ω) = 128𝜋, on retrouve ainsi le résultat de a).

B) 1) Déterminer le domaine de convergence des séries entières suivantes :

(𝑖)
+∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛
𝑥𝑛, (𝑖𝑖)

+∞∑︁

𝑛=0

𝑛2

3𝑛
𝑥𝑛, (𝑖𝑖𝑖)

+∞∑︁

𝑛=0
𝑒−𝑛2

𝑥𝑛.

Solution:

i) On a (−1)𝑛

𝑛
𝑥𝑛 = 𝑎𝑛𝑥𝑛 avec 𝑎𝑛 = (−1)𝑛

𝑛
. D’où lim

𝑛

|𝑎𝑛+1|
|𝑎𝑛| = lim

𝑛

𝑛

𝑛 + 1 = 1, d’après la
règle de d’Alembert, le rayon de convergence est 𝑅 = 1. On a d’autre part, pour 𝑥 = −1,∑︁ 1

𝑛
est une série de harmonique divergente et pour 𝑥 = 1,

∑︁ (−1)𝑛

𝑛
est une série

alternée convergente. Ainsi, le domaine de convergence est 𝐷 =] − 1, 1].

ii) On a 𝑛2

3𝑛
𝑥𝑛 = 𝑎𝑛𝑥𝑛 avec 𝑎𝑛 = 𝑛2

3𝑛
. D’où lim

𝑛

|𝑎𝑛+1|
|𝑎𝑛| = lim

𝑛

1
3

(𝑛 + 1)2

𝑛2 = 1
3, d’après la

règle de d’Alembert, le rayon de convergence est 𝑅 = 3. On a d’autre part, pour |𝑥| = 3,
lim𝑛 |𝑎𝑛𝑥𝑛| = lim𝑛 𝑛2 = +∞, d’où la série diverge. Ainsi, le domaine de convergence est
𝐷 =] − 3, 3[.

iii) On a 𝑒−𝑛2
𝑥𝑛 = 𝑎𝑛𝑥𝑛 avec 𝑎𝑛 = 𝑒−𝑛2

. D’où lim
𝑛

|𝑎𝑛+1|
|𝑎𝑛| = lim

𝑛

𝑒−(𝑛+1)2

𝑒−𝑛2 = lim
𝑛

𝑒−𝑛2−2𝑛−1

𝑒−𝑛2 =

lim
𝑛

𝑒−2𝑛−1 = 0, d’après la règle de d’Alembert, le rayon de convergence est 𝑅 = +∞.

Ainsi, le domaine de convergence est 𝐷 = R.

2) Soit 𝑅 > 0 et
∑︁

𝑎𝑛𝑥𝑛 une série entière de rayon de convergence 𝑅.
Quel est le rayon de convergence de la série entière

∑︁
(−1)𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛?

Solution: Si |𝑥| < 𝑅, alors
∑︁

|(−1)𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛| =
∑︁

|𝑎𝑛𝑥𝑛| converge

Si |𝑥| > 𝑅, alors
∑︁

|(−1)𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛| =
∑︁

|𝑎𝑛𝑥𝑛| diverge grossièrement ;

ainsi, d’après la définition, 𝑅 est le rayon de convergence de
∑︁

(−1)𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛.

3) Montrer que
∫︁ 1

0
𝑥𝑒𝑥2

𝑑𝑥 =
∞∑︁

𝑛=0

1
𝑛!(2𝑛 + 2) . En déduire la valeur de

∞∑︁

𝑛=0

1
𝑛!(2𝑛 + 2) .

Solution: On a pour tout 𝑥 ∈ R, exp(𝑥) =
∞∑︁

𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! , d’où exp(𝑥2) =
∞∑︁

𝑛=0

(𝑥2)𝑛

𝑛! =
∞∑︁

𝑛=0

𝑥2𝑛

𝑛! , par

suite 𝑥 exp(𝑥2) =
∞∑︁

𝑛=0

𝑥2𝑛+1

𝑛! .



∫︁ 1

0
𝑥 exp(𝑥2)d𝑥 =

∫︁ 1

0

∞∑︁

𝑛=0

𝑥2𝑛+1

𝑛! d𝑥 =
∞∑︁

𝑛=1

∫︁ 1

0

𝑥2𝑛+1

𝑛! d𝑥 =
∞∑︁

𝑛=0

1
𝑛!

[︂
𝑥2𝑛+2

2𝑛 + 2

]︂1

0
=

∞∑︁

𝑛=0

1
𝑛!(2𝑛 + 2) .

D’autre part,
∫︁ 1

0
𝑥𝑒𝑥2

𝑑𝑥 =
[︃

𝑒𝑥2

2

]︃1

0

= 𝑒2 − 1
2 , ainsi,

∞∑︁

𝑛=0

1
𝑛!(2𝑛 + 2) = 𝑒2 − 1

2 .


