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Algèbre et Arithmétique 1

Feuille no2 : entiers naturels, combinatoire

1 Exercices à savoir faire
Exercice 1
1 Montrer que, pour tout entier n, 4n + 5 est un multiple de 3.
2 Montrer que, pour tout entier n, si 10n + 7 est multiple de 9, alors 10n+1 + 7 l’est
aussi. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
On considère une suite arithmétique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose Un = u0 + · · · + un = qn
k=0 uk. Montrer que Un = (n+ 1)(u0 + 1

2an).

Exercice 3
On considère une suite géométrique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose encore Un = u0 + · · · +un. On suppose que a ”= 1 ; montrer alors que Un = u0
an+1≠1
a≠1 .

Que vaut Un dans le cas où a = 1 ?

Exercice 4
Soit (un) la suite définie par récurrence par la relation un+1 = 3un + 2 et u0 = 1.

1 Déterminer un nombre réel a tel que la suite (vn) définie par vn = un + a soit une
suite géométrique.
2 En déduire une formule simple pour vn puis une formule simple pour un.
3 Déduire de l’exercice une méthode générale pour calculer le n-ième terme d’une suite
(un) définie par une récurrence un+1 = aun + b, où a et b sont des nombres réels.

Exercice 5
1 Montrer que, pour tout entier n Ø 5, on a 2n < n!.
2 Déterminer un entier A tel que pour tout n Ø A, on ait 3n < n!.

Exercice 6
Soit (un)nœN la suite définie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

un+2 = 5un+1 ≠ 6un. On cherche une formule close pour le terme général de cette suite.
1 Calculer u2, u3, u4.
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Vous disposez de 2h pour répondre aux questions des exercices suivants.
Les calculatrices sont interdites. Les téléphones portables doivent être éteints et rangés.
Seules les notes de cours sont autorisées.
Le sujet comporte 5 exercices indépendants ( + un exercice bonus) et est imprimé recto-verso.
Le barème est à titre indicatif.

Exercice 1 (4 points)

1) Calculer 𝐼 =
∫︁ 𝜋

0
sin3 𝑡 𝑑𝑡.

2) Calculer 𝐽 =
∫︁∫︁

𝐷1

𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 où 𝐷1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 0 6 𝑥 6 1, 𝑥2 6 𝑦 6 𝑥}.

3) Représenter 𝐷2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | − 1 6 𝑥 6 2, 𝑥2 6 𝑦 6 𝑥 + 2} et calculer son aire.

Exercice 2 (4 points)

Soit Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | 𝑥2 + 𝑦2 6 1, 0 6 𝑧 6 1 + 𝑥2 + 𝑦2}.

1) Représenter Ω.
2) Calculer le volume de Ω. ( On pourra utiliser les coordonnées cylindriques)

3) (a) Calculer
∫︁∫︁∫︁

Ω
𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

(b) On suppose que Ω est homogène, en déduire les coordonnées (𝑥𝐺, 𝑦𝐺, 𝑧𝐺) de son centre de
gravité.

Exercice 3 (4 points)

On considère deux chemins joignant 𝐴 = (2, 0) et 𝐵 = (−2, 0), le segment paramétré par

𝛾1(𝑡) = (2 − 4𝑡, 0) avec 𝑡 ∈ [0, 1]

et le demi-cercle supérieur de diamètre 𝐴𝐵, paramétré par

𝛾2(𝑡) = (2 cos 𝑡, 2 sin 𝑡) avec 𝑡 ∈ [0, 𝜋].

On note par 𝐷 le demi-disque délimité par 𝛾1 et 𝛾2.
On considère la forme différentielle 𝜔 = 5 𝑑𝑥 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 et on pose

𝐼 =
∫︁

𝛾1

𝜔, 𝐽 =
∫︁

𝛾2

𝜔 et 𝐾 =
∫︁∫︁

𝐷

𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦.

1) Calculer (directement) les valeurs de 𝐼, 𝐽 et 𝐾.

2) La forme différentielle 𝜔 est-elle exacte ?
3) Expliquer pourquoi 𝐾 = 𝐽 − 𝐼.

Exercice 4 (4 points)
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L’espace est rapporté à un repère orthonormé (𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ,

−→
𝑘 ). On considère le champ de vecteurs sur

R3,
�⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥𝑧

−→
𝑖 + 𝑥

−→
𝑗 + 𝑥2𝑧

−→
𝑘 .

Soit Δ le domaine de R3 défini par : Δ = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | 𝑥2 + 𝑦2 6 𝑧 6 1}. On appelle 𝑆 la surface
qui forme le bord de Δ.

1) Représenter le domaine Δ.

2) Calculer la divergence de −→
𝑉 .

3) Déterminer le flux du champ de vecteurs �⃗� à travers la surface 𝑆.

Exercice 5 (4 points)

L’espace est rapporté à un repère orthonormé (𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ,

−→
𝑘 ).

On considère la surface 𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | 𝑧 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2, 𝑧 > 1} et le champ de vecteurs �⃗� défini
sur R3 par �⃗� (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧2 �⃗� − 3𝑥𝑦 �⃗� + 𝑥3𝑦3 �⃗�.

1) Déterminer l’intersection de la parabolöıde d’équation 𝑧 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2 et du plan 𝑧 = 1.

2) Calculer le travail de �⃗� le long du bord de 𝑆 (la courbe déterminée dans la question 1) )
3) Calculer −→rot �⃗� .

4) Calculer le flux de −→rot �⃗� à travers la surface 𝑆.

Exercice 6 (Exercice Bonus sur 2,5 points)

Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses ? (justifier votre réponse)
1) Le rayon de convergence de

∑︁
𝑛2𝑛𝑥𝑛 est 0.

2) Le rayon de convergence de
∑︁ 2𝑛 − 3𝑛

5𝑛
𝑥𝑛 est 5

2 .

3) Le rayon de convergence de
∑︁

𝑥2𝑛

est +∞.

4) Le domaine de convergence de
∑︁

(2𝑛 + 3𝑛)𝑥𝑛 est [− 1
3 , 1

3 ].

5) Le développement en série entière sur ] − 1, 1[ de 𝑓(𝑥) = 𝑥2

(1 − 𝑥)2 est
+∞∑︁

𝑛=1
(𝑛 − 1)𝑥𝑛.
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