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Unité d’enseignement OM4
& Corrigé de l’examen terminal du 16 mai 2019

Exercice 1

1) Calculer I:/ sin® t dt.
0

2) CalculerJz// rydrdy ot Dy = {(x, y) eR? |0< <1, 22 <y <z}
D,

3) Représenter Dy = {(z, y) € R? | —1 <2 <2, 22 <y < z+2} et calculer son aire.
Solution:

1)

T T B B 3 ¢]" 1 1 |4
/ sin® t dt = / sint(1—cos® t)dt = / sintdt+/ —sintcos® tdt = [— cost + CO; } =1-2)—-(-142)=| =
0 0 0 0 0

2) Le domaine D; est de type I, par Fubini on trouve

1 "z 1 27 1.2 4 1.3 5 4 611
— — 11 1
J:/x / ydy da::/x L dx:/xz zdz:/ AL - z—fz— ——— ==
0 22 0 2 |2 0 2 0 2 8 12|, 8 12 24

3) La figure représentant Do

Comme D5 est de type I, on obtient
2 z+2 2 2 22 23 2 9
Aire(Dy) = / / dy | dz = / [y de = / (x+2—aHde=|—=+22—-"| =|=
—1 \Ja2 -1 1 2 31 2

Exercice 2

Soit Q={(z, y, 2) eR?}| 2?2 +¢y* <1, 0< 2 < 1+ 2% +y°}.
1) Représenter €.

2) Calculer le volume de €. ( On pourra utiliser les coordonnées cylindriques)

3) (a) Calculer / / / zdxdydz.

(b) On suppose que 2 est homogene, en déduire les coordonnées (z¢, ya, 2¢) de son centre de
gravité.

Solution:

1) Le domaine Q est ’'ensemble des points compris entre le disque du plan xoy d’équation z2 + 32 < 1
et de la paraboloide d’équation z = 1 + 2% + 2.
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la condition 22 + 1?2 <1 = 0<r <1

la condition 0 < z < 1+ 22 +3y?2 = 0< 2

2<1+r
pas de conditions supplémentaires — —7 <0 <7

d’ot, en coordonnées cylindriques, {2 est représenté par
_{(7’ 0, 2) eER*|0<r<1,~7m<O<met 0< 2z < 1+7r%}, comme dedydz = rdrdfdz, on

aura
Volume(§2 // dxdydz = /// rdrdfdz
Q Q
™ 1 1472 1
=/ d9/ </ dz) rdr—27r/ [z]1+7 rdr—27r/ (1+r )rdr:27r/ (r +r%)dr
—n 0 0 0 0 0

2 At 1 1 3T
B T Y T I )
7T[2+4L 7T<2+4> 2

3) (a) En utilisant les coordonnées cylindriques, on aura

/// zdxdydz = /// zrdrdfdz
Q Q
™ 1 1472 1 o147 1 2\2 1
1
:/ d@/ / zdz TdT‘=27T/ [z ] rdr:27r/ 7( +7) Tdr=7r/ (142724 rdr
—r 0 0 o L2]g 0 2 0

1 2 4 671
111\ [7
:w/(r+2r3+r5)dr=7r[r+2r+r} zw(+2+)= -
0 0
z)

2 4 6 2 6 6

(b) Comme 2 est homogene et invariant par la transformationa (z,y, z
xa = ya = 0 et par les calculs de 2) et 3 (a)

7
za = Volume /// zdxdydz = — F =gl

7
Ainsi, le centre de gravité de Q a pour coordonnées | (0,0, =) |.

— (—z,—y, 2), on aura

Exercice 3
On considére deux chemins joignant A = (2,0) et B = (—2,0), le segment paramétré par
7 (t) = (2 —4t,0) avec t € [0,1]
et le le demi-cercle supérieur de diametre AB, paramétré par
v2(t) = (2cost,2sint) avec t € [0, 7.

On note par D le demi-disque délimité par v; et vo.
On considere la forme différentielle w = 5 dx + xy dy et on pose

Iz/w,J:/wetK://ydxdy.
71 Y2 D
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1) Calculer (directement) les valeurs de I, J et K.

2) La forme différentielle w est-elle exacte ?

3) Expliquer pourquoi K = J — I.

Solution:
r=2—4t — dx = —4dt

1) (a) Pouryyonasy=0 = dy=0 d’on
0<t<1

1
z/ 5d1:+:cydy:/ 5% ( :—20/ dt =
Y1 0

xr =2cost = dr = —2sintdt
(b) Pour v, on a { y =2sint = dy = 2costdt d’ou
0<tsn

Jz/ 5dx—|—xydy:/ (5 x —2sint+ 2cost x 2sint x 2cost)dt
Y2 0

T

:/ (—10sint + 8sint cos® t)dt = [10cost—8 —3
0

(¢) D est le demi-disque supérieur centré en (0,0) et de rayon 2, en coordonnées polaires est
représenté par {(r,0)]0 <r <2,0< 6 <7}, don

2T 317 16|
K:// yda:dyz/ (/ 7 sin 0d0)rdr = [] X [—cosf)y =| =
D o Jo 3o [ 3]

oP 0Q

2) En posant : w(x, y)—5da:+xydy—Pd:v+Qdy,onaP—5etQ—J;y,doua—y—O;«é B

cosgtyr | 44
0

donc la forme w n’est pas fermée et a fortiori n’est pas exacte.

)Commea—Qfa—P: — 0=y, onaura K = //ydxdyf// 5‘76278713 Ydxdy.
dr 0Oy Jy

B(—2,0) 71 A(2,0)

Le domaine D est un domaine admissible ( pour I'application du théoréme de Green-Riemann)
de R%, de bord I' = v; U~; la courbe délimitant D, orientée dans le sens direct, w est une forme
différentielle de classe C! définie dans D, alors d’apres la formule de Green-Riemann on aura

// @—a—Pd dy—/Fde—i-Qdy.

D’autre part, / Pdx + Qdy = /
r

oS

K= // 8Q anmd —/Pdm+Qdy—J I—f—;mo—?
Ay

S5dx + xydy = /

Y2

5dz+xydy7/ 5dx + zydy = J — 1,
¥
ainsi '

Exercice 4
L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O, i, j, k). On considére le champ de vecteurs sur

R3,

) )

- - = —
V(z,y,2) = —xzi +xj +2°2k.

Soit A le domaine de R? défini par : A = {(x,y,2) € R®|2% + y? < 2z < 1}. On appelle S la surface
qui forme le bord de A

1) Représenter le domaine A.
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2) Calculer la divergence de 7

3) Déterminer le flux du champ de vecteurs V A travers la surface S.

Solution:

1) Pour z € [0, 1], la tranche horizontale A, de A est un disque de centre (z, y) = (0,0) et de rayon
V/z. A est délimité par la paraboloide d’équation z = 22 + y? et le plan z = 1.

2) divV:V~V:%+%+a(g?) =—z2+0+22=2%—2

3) Le bord S = OA est la réunion de la nappe z = 22+ 32,0 < z < 1 et du disque 2%+ y? < 1 contenu
dans le plan z = 1. Comme S = OA est fermée (i.e. de bord vide), la formule d’Ostrogradski nous

donne
Fluz(V,0A) = / / / div V dedydz
A

d’ou fluz(V,0A) = / / /A (22 — 2)dzdydz.

En coordonnées cylindriques on a

tr2<2<1

le
<0 <L 2w

laconditionx2+y2 <z<1l = 0<r<
pas de conditions supplémentaires = 0

d’ont
27 1 1 27 1 1
/// (22 —2)dzdydz = / (/ </ (12 cos? 0 — z)dz> rdr> do = / (/ </ (3 cos? 0 — TZ)dZ) dr) de
A 0 0 r? 0 0 r?
2m 1 2211 2 1 r ro
= / / |:Z7’3 cos? ) — 7‘] dr | do = / (/ (13 cos? 0 — = —r° cos® 0 + )d?") de
0 0 2,2 0 0 2 2

27 1,4 2 6 611 27 27
r 9 reoor 9 r 1 5,11 5 1 / 1 9, 1
= — 0—— —— 0+ —| db = - 0———— 0+-—)do = — 0—-)do
/0 [4 cos 1 g s + 12]0 /0 (4005 176 s +12) ; (12 cos 6)

1
Comme cos? § = 5(1 + cos 20) on aura

Tl 1 ol 1
2 _ = P - — — N _ =
///A(x z)dxdydz ~/—7'((24(1 + cos 26) 6)d9 /0 (24 cos 26 8)d9

27
1 1 0
—cos20—=| =[-Z
[24 o8 SL 1

Ainsi, flux(V,@A) = /// (2% — 2)dxdydz = _% .
A
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Exercice 5

, PN R , - =
L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O, i , ]
On considere la surface S = {(z,y, z ) ER3|z=5-

surR3parV(x y,2) = 2° i —3ay j + 2%y’ k.

?) .
— 92, z > 1} et le champ de vecteurs V défini
1) Déterminer I'intersection du paraboloide d’équation z = 5 — 22 — y? et du plan z = 1.

2) Calculer le travail de V le long du bord de S (la courbe déterminée dans la question 1) )

3) Calculer rot V.

4) Calculer le flux de rot V a travers la surface S.

Solution:

1) L’intersection de la paraboloide d’équation z = 5— 22 —y? et du plan z = 1, est la courbe d’équation
du plan z = 1, d’équation 1 =5 — 22 — y? c-a-d 2 + % = 4, donc le cercle contenu dans le plan
z =1, de centre (0,0, 1) et de rayon 2.

2) Le bord de S, est la courbe d’équations 2% + 3% = 4 et z = 1, en coordonnées polaires, le bord de S
est paramétré (par exemple) par y(t) = (2cost,2sint, 1) avec ¢ € [0, 27]. Alors le travail de Vle
long du bord de S est donné par

1 —2sint

2m 27 2m
circulation(V,0S) :/ —12sintcost | . | 2cost | dt = —/ 25intdt—24/ sintcos? t dt
0 64 cos? tsin® ¢ 0 0 0
cosdt]? 2
= {2cost+24 ; :[2cost+8cos3t]07r:@.
R i k
3) ot V(z,y,2) =VAV =2 a% 2| =32%y% + (22— 32%y°) -3y k
22 =3zy 233
— o
4) D’apres la formule de Stokes, fluz(rot V,S) = circulation(V,8S) = @

Exercice 6
Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses ? (justifier votre réponse)
1) Le rayon de convergence de Z n?"z" est 0.

x" est —.
on 2
3) Le rayon de convergence de szn est +oo.

2) Le rayon de convergence de Z

4) Le domaine de convergence de 2(271 +3™)a" est [—3, 3]

2 too
5) Le développement en série entiere sur | — 1,1[ de f(z) = e est Z(n - 1z"
n=1
Solution:
1) Vrai: lim Vn2" = lim n? =400 = R=0.
n—-+oo n—-+o0o
|2n+1_3n+1| 2 7l+1
o T — 3 . 1-(3)" 3 3 9D
“+o0 +oo
3) Faux : par exemple pour z =1, on a Z 12" = z 1= +o0.
n=0 n=0
+00 o0 +o0 +oo
1 2n 43" 3"
. 1 ny(Z\n _ D _
4) Faux.pourz_3ona7;(2n+3)(3) —; 3 27;3n—7;1—+oo.
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1 = 1 =

g nz" !, alors

n=1

T = T;z", par suite ¢'(z) = (e
+oo

+oo +oo
J(z) = 2* Z na" ! = Z na" ! = Z(n —1)z".
n=1 n=1

n=1

5) Vrai : sur | — 1,1[, g(x)

72

f(m):mziﬁ

2
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