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Algèbre et Arithmétique 1

Feuille no2 : entiers naturels, combinatoire

1 Exercices à savoir faire
Exercice 1
1 Montrer que, pour tout entier n, 4n + 5 est un multiple de 3.
2 Montrer que, pour tout entier n, si 10n + 7 est multiple de 9, alors 10n+1 + 7 l’est
aussi. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2
On considère une suite arithmétique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose Un = u0 + · · · + un = qn
k=0 uk. Montrer que Un = (n+ 1)(u0 + 1

2an).

Exercice 3
On considère une suite géométrique (un) de premier terme u0 et de raison a et on

pose encore Un = u0 + · · · +un. On suppose que a ”= 1 ; montrer alors que Un = u0
an+1≠1
a≠1 .

Que vaut Un dans le cas où a = 1 ?

Exercice 4
Soit (un) la suite définie par récurrence par la relation un+1 = 3un + 2 et u0 = 1.

1 Déterminer un nombre réel a tel que la suite (vn) définie par vn = un + a soit une
suite géométrique.
2 En déduire une formule simple pour vn puis une formule simple pour un.
3 Déduire de l’exercice une méthode générale pour calculer le n-ième terme d’une suite
(un) définie par une récurrence un+1 = aun + b, où a et b sont des nombres réels.

Exercice 5
1 Montrer que, pour tout entier n Ø 5, on a 2n < n!.
2 Déterminer un entier A tel que pour tout n Ø A, on ait 3n < n!.

Exercice 6
Soit (un)nœN la suite définie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

un+2 = 5un+1 ≠ 6un. On cherche une formule close pour le terme général de cette suite.
1 Calculer u2, u3, u4.
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Exercice 1

1) Calculer 𝐼 =
∫︁ 𝜋

0
sin3 𝑡 𝑑𝑡.

2) Calculer 𝐽 =
∫︁∫︁

𝐷1

𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 où 𝐷1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, 𝑥2 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥}.

3) Représenter 𝐷2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | − 1 ⩽ 𝑥 ⩽ 2, 𝑥2 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥 + 2} et calculer son aire.
Solution:
1)
∫︁ 𝜋

0
sin3 𝑡 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜋

0
sin 𝑡(1−cos2 𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜋

0
sin 𝑡𝑑𝑡+

∫︁ 𝜋

0
− sin 𝑡 cos2 𝑡𝑑𝑡 =

[︂
− cos 𝑡 + cos3 𝑡

3

]︂𝜋

0
= (1−1

3)−(−1+1
3) = 4

3

2) Le domaine 𝐷1 est de type I, par Fubini on trouve

𝐽 =
∫︁ 1

0
𝑥

(︂∫︁ 𝑥

𝑥2
𝑦𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑥

[︂
𝑦2

2

]︂𝑥

𝑥2
𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑥

𝑥2 − 𝑥4

2 𝑑𝑥 =
∫︁ 1

0

𝑥3 − 𝑥5

2 𝑑𝑥 =
[︂

𝑥4

8 − 𝑥6

12

]︂1

0
= 1

8− 1
12 = 1

24

3) La figure représentant 𝐷2

Areas of a region on a plane.

Example

Find the area of R = {(x , y) 2 R2 : x 2 [�1, 2], y 2 [x2, x + 2]}.

Solution: We express the region R as an
integral Type I, integrating first on
vertical directions:

A =

Z 2

�1

Z x+2

x2

dy dx .

2

x

y
y = x + 2

y =  x

21−1

4

2

A =

Z 2

�1

�
y
���
x+2

x2

�
dx =

Z 2

�1

�
x + 2 � x2

�
dx =

⇣x2

2
+ 2x � x3

3

⌘���
2

�1
.

We conclude that A = 9/2. C

Comme 𝐷2 est de type I, on obtient

𝐴𝑖𝑟𝑒(𝐷2) =
∫︁ 2

−1

(︂∫︁ 𝑥+2

𝑥2
𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁ 2

−1
[𝑦]𝑥+2

𝑥2 𝑑𝑥 =
∫︁ 2

−1
(𝑥 + 2 − 𝑥2)𝑑𝑥 =

[︂
𝑥2

2 + 2𝑥 − 𝑥3

3

]︂2

−1
= 9

2

Exercice 2

Soit Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 1 + 𝑥2 + 𝑦2}.

1) Représenter Ω.
2) Calculer le volume de Ω. ( On pourra utiliser les coordonnées cylindriques)

3) (a) Calculer
∫︁∫︁∫︁

Ω
𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

(b) On suppose que Ω est homogène, en déduire les coordonnées (𝑥𝐺, 𝑦𝐺, 𝑧𝐺) de son centre de
gravité.

Solution:
1) Le domaine Ω est l’ensemble des points compris entre le disque du plan xoy d’équation 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1

et de la parabolöıde d’équation 𝑧 = 1 + 𝑥2 + 𝑦2.
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5. (20 points) Consider the region of R ⇢ R3 given by

R = {(x, y, z) 2 R3 : x2 + y2 6 1, 0 6 z 6 1 + x2 + y2}.

(a) (5 points) Sketch the region R.

(b) (15 points) Use cylindrical coordinates to compute the volume of that region.

Solution:

(a)

• The condition x2 + y2 6 1 implies r 6 1.

• The last condition is 0 6 z 6 1 + r2.

• No further conditions, so ✓ 2 [0, 2⇡].
1

x
1

1

z

y

(b) The calculation is simple, once we have the appropriate integration limits.

V =

Z 2⇡

0

Z 1

0

Z 1+r2

0

dz rdr d✓,

= 2⇡

Z 1

0

(1 + r2)rdr,

Substitution: u = 1 + r2, du = 2r dr,

V = 2⇡

Z 2

1

u

2
du,

= 2⇡
1

2

⇣u2

2

���
2

1

⌘
,

= ⇡
⇣
2 � 1

2

⌘
) V =

3⇡

2
.

2) ⎧
⎪⎨
⎪⎩

la condition 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1 =⇒ 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 1
la condition 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 1 + 𝑥2 + 𝑦2 =⇒ 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 1 + 𝑟2

pas de conditions supplémentaires =⇒ −𝜋 ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜋

d’où, en coordonnées cylindriques, Ω est représenté par
Ω̃ = {(𝑟, 𝜃, 𝑧) ∈ R3 | 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 1, −𝜋 ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜋 et 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 1 + 𝑟2}, comme 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧, on
aura

𝑉 𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒(Ω) =
∫︁∫︁∫︁

Ω
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁∫︁∫︁

Ω̃
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧

=
∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑑𝜃

∫︁ 1

0

(︃∫︁ 1+𝑟2

0
𝑑𝑧

)︃
𝑟𝑑𝑟 = 2𝜋

∫︁ 1

0
[𝑧]1+𝑟2

0 𝑟𝑑𝑟 = 2𝜋

∫︁ 1

0
(1 + 𝑟2)𝑟𝑑𝑟 = 2𝜋

∫︁ 1

0
(𝑟 + 𝑟3)𝑑𝑟

= 2𝜋

[︂
𝑟2

2 + 𝑟4

4

]︂1

0
= 2𝜋

(︂
1
2 + 1

4

)︂
= 3𝜋

2
3) (a) En utilisant les coordonnées cylindriques, on aura

∫︁∫︁∫︁

Ω
𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁∫︁∫︁

Ω̃
𝑧𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧

=
∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑑𝜃

∫︁ 1

0

(︃∫︁ 1+𝑟2

0
𝑧𝑑𝑧

)︃
𝑟𝑑𝑟 = 2𝜋

∫︁ 1

0

[︂
𝑧2

2

]︂1+𝑟2

0
𝑟𝑑𝑟 = 2𝜋

∫︁ 1

0

(1 + 𝑟2)2

2 𝑟𝑑𝑟 = 𝜋

∫︁ 1

0
(1+2𝑟2+𝑟4)𝑟𝑑𝑟

= 𝜋

∫︁ 1

0
(𝑟 + 2𝑟3 + 𝑟5)𝑑𝑟 = 𝜋

[︂
𝑟2

2 + 2𝑟4

4 + 𝑟6

6

]︂1

0
= 𝜋

(︂
1
2 + 1

2 + 1
6

)︂
= 7𝜋

6
(b) Comme Ω est homogène et invariant par la transformationa (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ (−𝑥, −𝑦, 𝑧), on aura

𝑥𝐺 = 𝑦𝐺 = 0 et par les calculs de 2) et 3 (a)

𝑧𝐺 = 1
𝑉 𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒(Ω)

∫︁∫︁∫︁

Ω
𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 2

3𝜋
× 7𝜋

6 = 7
9 .

Ainsi, le centre de gravité de Ω a pour coordonnées (0, 0,
7
9) .

Exercice 3

On considère deux chemins joignant 𝐴 = (2, 0) et 𝐵 = (−2, 0), le segment paramétré par

𝛾1(𝑡) = (2 − 4𝑡, 0) avec 𝑡 ∈ [0, 1]

et le le demi-cercle supérieur de diamètre 𝐴𝐵, paramétré par

𝛾2(𝑡) = (2 cos 𝑡, 2 sin 𝑡) avec 𝑡 ∈ [0, 𝜋].

On note par 𝐷 le demi-disque délimité par 𝛾1 et 𝛾2.
On considère la forme différentielle 𝜔 = 5 𝑑𝑥 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 et on pose

𝐼 =
∫︁

𝛾1

𝜔, 𝐽 =
∫︁

𝛾2

𝜔 et 𝐾 =
∫︁∫︁

𝐷

𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦.
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1) Calculer (directement) les valeurs de 𝐼, 𝐽 et 𝐾.

2) La forme différentielle 𝜔 est-elle exacte ?
3) Expliquer pourquoi 𝐾 = 𝐽 − 𝐼.

Solution:

1) (a) Pour 𝛾1 on a

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑥 = 2 − 4𝑡 =⇒ 𝑑𝑥 = −4𝑑𝑡

𝑦 = 0 =⇒ 𝑑𝑦 = 0
0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

d’où

𝐼 =
∫︁

𝛾1

5𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 =
∫︁ 1

0
5 × (−4)𝑑𝑡 = −20

∫︁ 1

0
𝑑𝑡 = −20

(b) Pour 𝛾2 on a

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑥 = 2 cos 𝑡 =⇒ 𝑑𝑥 = −2 sin 𝑡𝑑𝑡

𝑦 = 2 sin 𝑡 =⇒ 𝑑𝑦 = 2 cos 𝑡𝑑𝑡

0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜋

d’où

𝐽 =
∫︁

𝛾2

5𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 =
∫︁ 𝜋

0
(5 × −2 sin 𝑡 + 2 cos 𝑡 × 2 sin 𝑡 × 2 cos 𝑡)𝑑𝑡

=
∫︁ 𝜋

0
(−10 sin 𝑡 + 8 sin 𝑡 cos2 𝑡)𝑑𝑡 =

[︂
10 cos 𝑡 − 8cos3 𝑡

3

]︂𝜋

0
= −44

3
(c) 𝐷 est le demi-disque supérieur centré en (0, 0) et de rayon 2, en coordonnées polaires est

représenté par {(𝑟, 𝜃)| 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 2, 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜋}, d’où

𝐾 =
∫︁∫︁

𝐷

𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∫︁ 2

0
(
∫︁ 𝜋

0
𝑟 sin 𝜃𝑑𝜃)𝑟𝑑𝑟 =

[︂
𝑟3

3

]︂2

0
× [− cos 𝜃]𝜋0 = 16

3

2) En posant : 𝜔(𝑥, 𝑦) = 5𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦, on a 𝑃 = 5 et 𝑄 = 𝑥𝑦, d’où 𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 0 ̸= 𝑦 = 𝜕𝑄

𝜕𝑥
,

donc la forme 𝜔 n’est pas fermée et a fortiori n’est pas exacte.

3) Comme 𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝑦 − 0 = 𝑦, on aura 𝐾 =

∫︁∫︁

𝐷

𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∫︁∫︁

𝐷

(𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦.

𝐵(−2,0) 𝐴(2,0)𝛾1

𝐷

𝛾2

Le domaine 𝐷 est un domaine admissible ( pour l’application du théorème de Green-Riemann)
de R2, de bord Γ = 𝛾−

1 ∪ 𝛾+
2 la courbe délimitant D, orientée dans le sens direct, 𝜔 est une forme

différentielle de classe C1 définie dans 𝐷, alors d’après la formule de Green-Riemann on aura
∫︁∫︁

𝐷

(𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁

Γ
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦.

D’autre part,
∫︁

Γ
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =

∫︁

𝛾−
1 ∪𝛾+

2

5𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 =
∫︁

𝛾2

5𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 −
∫︁

𝛾1

5𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 𝐽 − 𝐼,

ainsi
𝐾 =

∫︁∫︁

𝐷

(𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁

Γ
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 𝐽 − 𝐼 = −44

3 + 20 = 16
3 .

Exercice 4

L’espace est rapporté à un repère orthonormé (𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ,

−→
𝑘 ). On considère le champ de vecteurs sur

R3,
𝑉⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥𝑧

−→
𝑖 + 𝑥

−→
𝑗 + 𝑥2𝑧

−→
𝑘 .

Soit Δ le domaine de R3 défini par : Δ = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 𝑧 ⩽ 1}. On appelle 𝑆 la surface
qui forme le bord de Δ.

1) Représenter le domaine Δ.
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2) Calculer la divergence de −→
𝑉 .

3) Déterminer le flux du champ de vecteurs 𝑉⃗ à travers la surface 𝑆.

Solution:
1) Pour 𝑧 ∈ [0, 1], la tranche horizontale Δ𝑧 de Δ est un disque de centre (𝑥, 𝑦) = (0, 0) et de rayon√

𝑧. Δ est délimité par la parabolöıde d’équation 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 et le plan 𝑧 = 1.

2) div 𝑉⃗ = ∇ · 𝑉⃗ = 𝜕(−𝑥𝑧)
𝜕𝑥 + 𝜕(𝑥)

𝜕𝑦 + 𝜕(𝑥2𝑧)
𝜕𝑧 = −𝑧 + 0 + 𝑥2 = 𝑥2 − 𝑧.

3) Le bord 𝑆 = 𝜕Δ est la réunion de la nappe 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 1 et du disque 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1 contenu
dans le plan 𝑧 = 1. Comme 𝑆 = 𝜕Δ est fermée (i.e. de bord vide), la formule d’Ostrogradski nous
donne

𝑓𝑙𝑢𝑥(𝑉⃗ , 𝜕Δ) =
∫︁∫︁∫︁

Δ
div −→

𝑉 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

d’où 𝑓𝑙𝑢𝑥(𝑉⃗ , 𝜕Δ) =
∫︁∫︁∫︁

Δ
(𝑥2 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

En coordonnées cylindriques on a
{︃

la condition 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 𝑧 ⩽ 1 =⇒ 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 1 et 𝑟2 ⩽ 𝑧 ⩽ 1
pas de conditions supplémentaires =⇒ 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 2𝜋

d’où
∫︁∫︁∫︁

Δ
(𝑥2−𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁ 2𝜋

0

(︂∫︁ 1

0

(︂∫︁ 1

𝑟2
(𝑟2 cos2 𝜃 − 𝑧)𝑑𝑧

)︂
𝑟𝑑𝑟

)︂
𝑑𝜃 =

∫︁ 2𝜋

0

(︂∫︁ 1

0

(︂∫︁ 1

𝑟2
(𝑟3 cos2 𝜃 − 𝑟𝑧)𝑑𝑧

)︂
𝑑𝑟

)︂
𝑑𝜃

=
∫︁ 2𝜋

0

(︃∫︁ 1

0

[︂
𝑧𝑟3 cos2 𝜃 − 𝑟

𝑧2

2

]︂1

𝑟2
𝑑𝑟

)︃
𝑑𝜃 =

∫︁ 2𝜋

0

(︂∫︁ 1

0
(𝑟3 cos2 𝜃 − 𝑟

2 − 𝑟5 cos2 𝜃 + 𝑟5

2 )𝑑𝑟

)︂
𝑑𝜃

=
∫︁ 2𝜋

0

[︂
𝑟4

4 cos2 𝜃 − 𝑟2

4 − 𝑟6

6 cos2 𝜃 + 𝑟6

12

]︂1

0
𝑑𝜃 =

∫︁ 2𝜋

0
(1
4 cos2 𝜃−1

4−1
6 cos2 𝜃+ 1

12)𝑑𝜃 =
∫︁ 2𝜋

0
( 1
12 cos2 𝜃−1

6)𝑑𝜃

Comme cos2 𝜃 = 1
2(1 + cos 2𝜃) on aura

∫︁∫︁∫︁

Δ
(𝑥2 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁ 𝜋

−𝜋

( 1
24(1 + cos 2𝜃) − 1

6)𝑑𝜃 =
∫︁ 2𝜋

0
( 1
24 cos 2𝜃 − 1

8)𝑑𝜃

[︂
1
24 cos 2𝜃 − 1

8

]︂2𝜋

0
= −𝜋

4

Ainsi, 𝑓𝑙𝑢𝑥(𝑉⃗ , 𝜕Δ) =
∫︁∫︁∫︁

Δ
(𝑥2 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = −𝜋

4 .
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Exercice 5

L’espace est rapporté à un repère orthonormé (𝑂,
−→
𝑖 ,

−→
𝑗 ,

−→
𝑘 ).

On considère la surface 𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | 𝑧 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2, 𝑧 ⩾ 1} et le champ de vecteurs 𝑉⃗ défini
sur R3 par 𝑉⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧2 𝑖⃗ − 3𝑥𝑦 𝑗⃗ + 𝑥3𝑦3 𝑘⃗.

1) Déterminer l’intersection du parabolöıde d’équation 𝑧 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2 et du plan 𝑧 = 1.

2) Calculer le travail de 𝑉⃗ le long du bord de 𝑆 (la courbe déterminée dans la question 1) )
3) Calculer −→rot 𝑉⃗ .

4) Calculer le flux de −→rot 𝑉⃗ à travers la surface 𝑆.

Solution:
1) L’intersection de la parabolöıde d’équation 𝑧 = 5−𝑥2 −𝑦2 et du plan 𝑧 = 1, est la courbe d’équation

du plan 𝑧 = 1, d’équation 1 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2 c-à-d 𝑥2 + 𝑦2 = 4, donc le cercle contenu dans le plan
𝑧 = 1, de centre (0, 0, 1) et de rayon 2.

2) Le bord de 𝑆, est la courbe d’équations 𝑥2 + 𝑦2 = 4 et 𝑧 = 1, en coordonnées polaires, le bord de 𝑆

est paramétré (par exemple) par 𝛾(𝑡) = (2 cos 𝑡, 2 sin 𝑡, 1) avec 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]. Alors le travail de 𝑉⃗ le
long du bord de 𝑆 est donné par

𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(𝑉⃗ , 𝜕𝑆) =
∫︁ 2𝜋

0

⎛
⎝

1
−12 sin 𝑡 cos 𝑡
64 cos3 𝑡 sin3 𝑡

⎞
⎠ .

⎛
⎝

−2 sin 𝑡
2 cos 𝑡

0

⎞
⎠ 𝑑𝑡 = −

∫︁ 2𝜋

0
2 sin 𝑡 𝑑𝑡−24

∫︁ 2𝜋

0
sin 𝑡 cos2 𝑡 𝑑𝑡

=
[︂
2 cos 𝑡 + 24cos3 𝑡

3

]︂2𝜋

0
=
[︀
2 cos 𝑡 + 8 cos3 𝑡

]︀2𝜋

0 = 0 .

3) −→rot 𝑉⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∇ ∧ 𝑉⃗ =

⎛
⎝

𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗
𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧

𝑧2 −3𝑥𝑦 𝑥3𝑦3

⎞
⎠ = 3𝑥3𝑦2⃗𝑖 + (2𝑧 − 3𝑥2𝑦3) 𝑗⃗ − 3𝑦 𝑘⃗

4) D’après la formule de Stokes, 𝑓𝑙𝑢𝑥(−→rot 𝑉⃗ , 𝑆) = 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(𝑉⃗ , 𝜕𝑆) = 0 .

Exercice 6

Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses ? (justifier votre réponse)
1) Le rayon de convergence de

∑︁
𝑛2𝑛𝑥𝑛 est 0.

2) Le rayon de convergence de
∑︁ 2𝑛 − 3𝑛

5𝑛
𝑥𝑛 est 5

2 .

3) Le rayon de convergence de
∑︁

𝑥2𝑛

est +∞.

4) Le domaine de convergence de
∑︁

(2𝑛 + 3𝑛)𝑥𝑛 est [− 1
3 , 1

3 ].

5) Le développement en série entière sur ] − 1, 1[ de 𝑓(𝑥) = 𝑥2

(1 − 𝑥)2 est
+∞∑︁

𝑛=1
(𝑛 − 1)𝑥𝑛.

Solution:
1) Vrai : lim

𝑛→+∞
𝑛
√

𝑛2𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑛2 = +∞ =⇒ 𝑅 = 0.

2) Faux : lim
𝑛→+∞

|2𝑛+1−3𝑛+1|
5𝑛+1

|2𝑛−3𝑛|
5𝑛

= 3
5 lim

𝑛→+∞

1 − ( 2
3 )𝑛+1

1 − ( 2
3 )𝑛

= 3
5 × 1 = 3

5 =⇒ 𝑅 = 5
3 .

3) Faux : par exemple pour 𝑥 = 1, on a
+∞∑︁

𝑛=0
12𝑛

=
+∞∑︁

𝑛=0
1 = +∞.

4) Faux : pour 𝑥 = 1
3 on a

+∞∑︁

𝑛=0
(2𝑛 + 3𝑛)(1

3)𝑛 =
+∞∑︁

𝑛=0

2𝑛 + 3𝑛

3𝑛
⩾

+∞∑︁

𝑛=0

3𝑛

3𝑛
=

+∞∑︁

𝑛=0
1 = +∞.
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5) Vrai : sur ] − 1, 1[, 𝑔(𝑥) = 1
1 − 𝑥

=
+∞∑︁

𝑛=0
𝑥𝑛, par suite 𝑔′(𝑥) = 1

(1 − 𝑥)2 =
+∞∑︁

𝑛=1
𝑛𝑥𝑛−1, alors

𝑓(𝑥) = 𝑥2

(1 − 𝑥)2 = 𝑥2𝑔′(𝑥) = 𝑥2
+∞∑︁

𝑛=1
𝑛𝑥𝑛−1 =

+∞∑︁

𝑛=1
𝑛𝑥𝑛+1 =

+∞∑︁

𝑛=1
(𝑛 − 1)𝑥𝑛.
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