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Exercice 1. (3 points.) Représenter et calculer le volume de

D = {(x, y, z) ∈ R3| (x− 1)2 + y2 6 z2, 0 6 z 6 1}.

Solution:

Pour g(u) = cos u � 1 + u2

2
, on a g0(u) = u � sin u � 0, d’où g est croissante et g(u) � 0.

2. En posant u = xy, on a u � 0 sur D = [0, 1] ⇥ [0, 1], d’où 1 � x2y2

2
 cos(xy)  1. En

intégrant sur D, on obtient
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�
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�
dxdy  I =
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�
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Exercice 4 - Pour z 2 [0, 1], la tranche horizontale Dz de D est un disque de centre
(x, y) = (1, 0) et de rayon z. D est donc un cône de sommet (1, 0, 0) et de base D1 (cône à
l’envers posé sur sa pointe).
Par Fubini en tranches horizontales, on a

Vol(D) =

ZZZ

D

dxdydz =

Z 1

0

�Z

Dz

dxdy
�
dz

=

Z 1

0

Aire(Dz)dz =
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0

⇡z2dz

=
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3
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Exercice 5 - • On a (S1) ,
8
><
>:

x + y � 2z = 1

�x + y = �1

x � y + mz = 2

,

8
><
>:

x + y � 2z = 1

2y � 2z = 0

�2y + (m + 2)z = 1

,

8
><
>:

x + y � 2z = 1

y � z = 0

mz = 1

- Si le paramètre m 6= 0, alors le système (S1) possède une unique solution

y = z =
1

m
et x = 1 � y + 2z = 1 +

1

m
.

- Si m = 0, le système (S1) ne possède pas de solution.

• On a (S2) ,
8
><
>:

x + 2y + 3z = 0

2x + 3y + 4z = 1

3x + 4y + 5z = m

,

8
><
>:

x + 2y + 3z = 0

�y � 2z = 1

�2y � 4z = m

,

8
><
>:

x + 2y � 3z = 0

�y � 2z = 1

0 = m � 2

- Par conséquent, si le paramètre m 6= 2, le système (S2) n’a pas de solution.
- Si m = 2, (S2) a une infinité de solutions paramétrées par z

x = 2 + z , y = �1 � 2z , z quelconque.

Pour z ∈ [0, 1], la tranche horizontale Dz de D est un disque de centre (x, y) = (1, 0) et de rayon z. D est
donc un cône de sommet (1, 0, 0) et de base D1 (cône à l’envers).

Par Fubini en tranches horizontales, on a Vol(D) =

∫∫∫

D

dxdydz =

∫ 1

0

(

∫∫

Dz

dxdy)dz =

∫ 1

0

Aire(Dz)dz =

∫ 1

0

πz2dz = π

[
z3

3

]1

0

=
π

3

Exercice 2. (4 points.) Soit le cube D = {(x, y, z) ∈ R3| − 1 6 x 6 1, −1 6 y 6 1, −1 6 z 6 1} de densité
volumique µ donnée par µ(x, y, z) = x2y + z2.

1) Calculer sa masse totale.

2) Déterminer son centre de gravité.

Solution:

1) On a M(D) =

∫∫∫

D

µ(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

D

x2ydxdydz +

∫∫∫

D

z2dxdydz =

∫ 1

−1
x2dx

∫ 1

−1
ydy

∫ 1

−1
dz +

∫ 1

−1
dx

∫ 1

−1
dy

∫ 1

−1
z2dz = 0 + 2× 2×

[
z3

3

]1

−1
=

8

3

2) xG =
1

M(D)

∫∫∫

D

xµ(x, y, z)dxdydz =
3

8
(

∫∫∫

D

x3ydxdydz+

∫∫∫

D
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3

8
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∫ 1
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∫ 1
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∫ 1

−1
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∫ 1

−1
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∫ 1
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∫ 1
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z2dz) = 0

yG =
1

M(D)

∫∫∫

D

yµ(x, y, z)dxdydz =
3

8

(∫∫∫

D

x2y2dxdydz +

∫∫∫

D

yz2dxdydz

)
=

3

8
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∫ 1

−1
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∫ 1

−1
y2dy

∫ 1
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dz+

∫ 1

−1
dx

∫ 1

−1
ydy

∫ 1

−1
z2dz) =

3

8
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x3

3

]1

−1
×
[
y3

3

]1

−1
× [z]

1
−1 + 0

)
=

3

8

(
2

3
× 2

3
× 2 + 0

)
=

1

3

zG =
1

M(D)

∫ ∫ ∫

D

zµ(x, y, z)dxdydz =
3

8
(

∫∫∫

D

x2yzdxdydz +

∫∫∫

D

z3dxdydz)

=
3

8

(∫ 1

−1
x2dx

∫ 1

−1
ydy

∫ 1

−1
zdz +

∫ 1

−1
dx

∫ 1

−1
dy

∫ 1

−1
z3dz

)
= 0

Ainsi, G = (0, 13 , 0), ( G se trouve à l’intérieur du cube, sur la demi-droite y > 0)

Remarque 0.1 On aurait pu remarquer que le domaine est symétrique par rapport à l’origine et que la fonction
xµ(x, y, z) ( respectivement zµ(x, y, z)) est impaire par rapport à x (respectivement est impaire par rapport à z),
pour déduire que xG = zG = 0.
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Exercice 3. (3 points.) Soit D = {(x, y, z) ∈ R3| 0 6 z 6 1, −z 6 x 6 z, −z 6 y 6 z}.

1) Représenter D. (On pourra considérer les tranches de hauteur z de D.)

2) On suppose que D est un solide homogène. Déterminer son moment d’inertie par rapport à l’axe 0z.

Solution:

Exercice 3 -
1.

D est un demi-disque de centre (0, 0) de rayon 1 et symé-
trique par rapport à l’axe des x (y $ �y). On a alors

J =

ZZ

D
ydxdy =

ZZ

D
�ydxdy = �J ) J = 0.

En passant en polaires, on a

I =

ZZ

D
xdxdy =

Z 1

0

Z ⇡/2

�⇡/2
(r cos ✓) rdrd✓

= (

Z 1

0
r2dr)(

Z ⇡/2

�⇡/2
cos ✓ d✓) =

⇥
r3/3

⇤1
0

⇥
sin ✓

⇤⇡/2

�⇡/2
=

2

3
.

2. On a par définition xG =
I

Aire(D)
=

4

3⇡
et yG =

J

Aire(D)
= 0.

3. Da,b est un demi-disque de centre (a, b) de rayon 1. La translation

⌧ : (x0, y0) ! (x = x0 + a, y = y0 + b)

est une isométrie et transporte D sur Da,b. On a alors

Ia,b =

ZZ

D
(x0 + a)dx0dy0 = I + a

ZZ

D
dx0dy0 = I + aAire(D)

=
2

3
+

⇡a

2
,

et Ja,b =

ZZ

D
(y0 + b)dx0dy0 = J + b

ZZ

D
dx0dy0 =

⇡b

2
.

Exercice 4 -
1.

Pour chaque z 2 [0, 1], la tranche Dz de hauteur z est le
carré x, y 2 [�z, z] de côté 2z.
D est une pyramide à l’envers de base carrée D1 et de som-
met en 0.

x

y

z

0

1

2. Par Fubini en tranches, on a

Vol(D) =

ZZZ

D
dxdydz =

Z 1

0
(

ZZ

Dz

dxdy)dz =

Z 1

0
Aire(Dz)dz

=

Z 1

0
(2z)2dz =

⇥4
3
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⇤1
0

=
4

3
.

De la même façon,
ZZZ

D
z dxdydz =

Z 1

0
(
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Z 1

0
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=

Z 1

0
4z3dz =

⇥
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⇤1
0

= 1.
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1) Pour chaque z ∈ [0, 1], la tranche Dz de hauteur z est le carré Dz = [−z, z]× [−z, z] de côté 2z.

D est une pyramide (à l’envers) de base le carré C = [−1, 1]× [−1, 1]× {1} et de sommet l’origine (0, 0, 0).

2) Par Fubini en tranches, on a

∫∫∫

D

(x2+y2)dxdydz =

∫ 1

0

(

∫∫

Dz

(x2+y2)dxdy)dz =

∫ 1

0

(
(

∫ z

−z
x2dx)(

∫ z

−z
dy)

)
dz+

∫ 1

0

(
(

∫ z

−z
dx)(

∫ z

−z
y2dy)

)
dz

=

∫ 1

0

(
[
x3

3
]z−z[y]z−z

)
dz +

∫ 1

0

(
[x]z−z[

y3

3
]z−z

)
dz = 8

∫ 1

0

z4

3
dz = 8

[
z5

15

]1

0

=
8
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.

Question bonus (+1 point): Calculer, en utilisant les coordonnées sphériques,

∫ 2

−2

∫ √4−x2

0

∫ √4−x2−y2

0

y
√
x2 + y2 + z2 dzdydx.

Solution: Détermination du domaine d’intégration:

1) On a 0 6 z 6
√

4− x2 − y2 =⇒
{
r2 = x2 + y2 + z2 6 4

0 6 z = r sin(ϕ)
=⇒

{
r ∈ [0, 2]

0 6 sin(ϕ)
=⇒

{
r ∈ [0, 2]

ϕ ∈ [0, π2 ]

2) On a 0 6 y 6
√

4− x2 =⇒ 0 6 y = r sin(θ) cos(ϕ) =⇒ sin(θ) > 0 =⇒ θ ∈ [0, π].

La fonction à intégrer (en coordonnées sphériques) est f(r, θ, ϕ) = r2 sin(θ) cos(ϕ) et dxdydz = r2 cos(ϕ)drdθdϕ,
on aura

∫ 2

−2

∫ √4−x2

0

∫ √4−x2−y2

0

y
√
x2 + y2 + z2 dzdydx =

∫ π

0

∫ π
2

0

∫ 2

0

r2 sin(θ) cos(ϕ)(r2 cos(ϕ))drdθdϕ.

=

∫ π

0

sin(θ)dθ

∫ π
2

0

cos2(ϕ)dϕ

∫ 2

0

r4dr =

∫ π

0

sin(θ)dθ

∫ π
2

0

1 + cos(2ϕ)

2
dϕ

∫ 2

0

r4dr

= [− cos(θ)]
π
0 ×

[
ϕ+ sin(2ϕ)

2

2

]π
2

0

×
[
r5

5

]2

0

= 2× π

4
× 25

5
=

16π
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Triple integral in spherical coordinates.

Example

Change to spherical coordinates and compute the integral

I =

Z 2

�2

Z p
4�x2

0

Z p
4�x2�y2

0
y
p

x2 + y2 + z2 dz dy dx .

Solution: (x = ⇢ sin(�) cos(✓), y = ⇢ sin(�) sin(✓), z = ⇢ cos(�).)

I Limits in x : |x | 6 2;

I Limits in y : 0 6 y 6
p

4 � x2, so
the positive side of the disk
x2 + y2 6 4.

I Limits in z :
0 6 z 6

p
4 � x2 � y2, so a

positive quarter of the ball
x2 + y2 + z2 6 4.

2

z

x

y2

2

Figure 1: le domaine d’intégration est un quart de boule


