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Exercice 1 (3 points)

1) Calculer I = // (2% 4+ y?)dxdy ou Dy = {(x, y) € R? | (2,9) € [-1,1] x [-1,1]}.
D,

2) Calculer J = // (22 + y*)dxdy ot Dy = {(x, y) € R? | 22 +¢? < 1}
Do

3) En déduire K = // (z? +y*)dady o D3 = {(x, y) € R? | (x,) € [-1,1] x [-1,1], 22 +3> > 1}.
Ds

Correction :

1) Par Fubini sur le carré D; et séparation des variables, on trouve

I= //D mzd:cder//Dl yPdady = (/11 xzdx)(/ll dy)+(/11 dgc)(/l1 y2dy) = 2 {ﬂilw {Yﬂil = %% - g ,

2) En passant en coordonnées polaires sur le disque Dy, ona:0<r <1,0<60 <2, 22 +y?> =712 et
dx dy = rdrdf. On obtient

27 1 2 1 ) 1 T
J:/ (/ r%dr)d@:(/ do)(/ r3dr) = 2m x .
0 J0O 0 0 4 2

3) Le domaine Dj est la carré plein Dy privé du disque Dy, on a donc K =1 — J =

wl oo
|
o3

Exercice 2 (5 points)

On consideére le domaine D = {(z, y) € R?, # >0, 1 < 22 +y? < 4}.
1) Représenter D et calculer son aire.

2) Calculer les intégrales I = / / zdzxdy et J = / / ydxdy.
D D

3) On suppose que D est une plaque homogene. En déduire les coordonnées (zq,yg) du centre de
gravité du domaine D.

) Soient a et b des parameétres réels donnés, Déterminer les intégrales

ab—// xdxdy et Jab—// ydzxdy.
ab ab

ot Doy ={(z, y) €ER? 2 >a, 1 < (x—a)’+ (y—b)? < 4}. (on pourra s’aider d’une translation)
Correction :

1) D est une demi-couronne de centre (0,0) de rayon intérieur 1 et de rayon extérieur 2, ainsi
3m
-
On peut aussi retrouver l'aire de D en utilisant une intégrale double : en coordonnées polaires le
domaine D est représenté par {(r,0) |1 <r <2, —7/2 < 0 < 7/2} et dedy = rdrdf, alors

~/2 /2 1 212 4 1, [3n
Aire(D // dxdy = / / rdrdf = / 0 / rdr) =7 {} (= - )=|=
™/2 —7/2 ) 1 ) 21 (2 2) 2
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Aire(D) = (Aire du disque de rayon 2) — 1 (Aire du disque de rayon 1) = § (47 — ) =




2) D est symétrique par rapport & 'axe des x (y > —y), on a alors J = // ydxdy = // —ydxdy =
D D

—J = . En passant en polaires, on obtient

2 /2 2 /2 r37°
I= // xdxdy :/ / (rcosO)rdrdfd = (/ rzdr)(/ cos 0d) = [] [sin 0]"
D 1 J—m/2 1 —m/2 3 1

I RS
3) On a dans le cas homogene, g = Aire(D) = % =l5n et yg =

S
Aire(D)

—[0]

/2 8—1

—7/2

:7X2:
3

4) D, est une demi-couronne de centre (a,b) de rayon intérieur 1 et de rayon extérieur 2. La
translation 7: (', ') = (x = 2’ + a, y =y’ + b) (est une isométrie) elle transporte D sur Dy p.

On a alors
14 3am
I = e / / / f ! ! fr . 1 = | — —_—
ab zdxdy (@' +a)dx'dy’ =1+a dz'dy’ = I + a.Aire(D) 3 5
Da s D D
t Jap = dad (y +b)da'dy’ = J+b || da'dy = b.Ai (D)—%—ﬂ
et Jap = ydzxdy Y T dy = z'dy’ = b.Aire =5 |
Day D D
Une autre solution : La translation 7 : (z', 3') = (z = 2’ + a, y = 3’ + b) préserve les aires donc Aire(D, 1,) = Aire(D) = 3E et transforme
le centre de gravité (¢g,yg) = (g—fr, 0)en (xg +a,yg +b) = (g—fr + a,b) qui est alors le centre de gravité de D -
28 I,p 3w 28 14  3aw
Comme D, est plaque homogene, on aura : — + a = > = I, = Aire(D,, b)( +a) = —(— ta)=| — 4+ — | et
’ om Aire(Dy ) om 3 2

Jab 3bm
b= — J,p = Aire(Dy )b =| — |
Aire(Dy, 1) ’ ’ 2

Exercice 3 (4 points)

[0,1] — R?

t = (o Tom)

On consideére la courbe paramétrée - : {
1+t47 144

1

) Calculer 'intégrale de w le long de ~.

2) Calculer 'intégrale de w le long du segment I' joignant v(0) & (1) .
)
)

3) Déterminer si la forme w est exacte.

et la forme différentielle w = xdy — ydzx.

4) Calculer l'aire du domaine délimité par I'arc v et le segment I (on admet que le bord de ce domaine

est exactement donné par l'union des images de 7 et de I).
Correction :
1) Ona

Yoot 321t — 48 3 1+t — 4t
W= 1+ 4 1)2 - 1 e |t =2
. o \1+t (1+t4) L+t (1+t4) 0

2) On a.~(0) = (0,0) et 4(1) = (5, 3

0.3 - & .
par{ ; (1) , on aura alors w— t t)dt =

1
(1+t4)2

t3

1 11
dt == |———| =|=|
2 1+t4], |4

1
—). Le segment JOlgnant ~v(0) & (1) peut donc étre paramétré

3) Les intégrales de w le long de deux courbes JOlgnant ~(0) & (1) sont différentes, donc w n’est pas

exacte.

, < véri
On peut également monter que w n’est pas exacte, en vérifiant que

opP 0Q
P = — — ol — = —1
(z,y) = —y et Q(z,y) = x, d’ou o9 #1=2

4) D’apres la formule de Green-Riemann, I'aire du domaine est égal & % ( f

8y

oQ

ox

En effet, on a

Exercice 4 (5 points)

2/4

TSVP —




L’espace est rapporté & un repére orthonormé (O, i , j ). On considere le champ de vecteurs sur

B, Viry,2) = 20

Soit A le domaine de R? défini par : A = {(x,9,2) € R®| /22 +¢y2 < 2z < 1}.

1) Représenter le domaine A.

2) Calculer I = /// (22 + y*)dxdydz.
A

3) Calculer la divergence de V.
En déduire le flux du champ de vecteurs V A travers le bord de A.

) )

_>
i +sin(x )7 —2zyz k.

Correction :

1. Pour z € [0, 1], la tranche horizontale A, de A est un disque de centre (x, y) = (0,0) et de
rayon z. A est donc un cone (plein) de sommet (0,0,0) et de base Dy le disque de centre (0,0,1)

- N
s N

b

et de rayon 1 (c’est un cone (& l'envers) posé sur sa pointe).

2. En coordonées cylindriques A est représenté par {(r,6,2) | r < z < 1,6 € [0,2x],r € [0,1]},
comme dx dy dz est transformé en rdr df dz, on aura

17/// 22 4+y?) dzdydz/%/ / r rdrdﬂdz(/o%dt?)(/ol(/ Sdz)dr)%(/olwz]idr)

5 1
=2 8 _pldr) =2 LJ* =
ﬂ(/o r° —ridr) w[4 3
3. divV = V.V = 2’ Ly ena) 4 Opee) (x+y)2+0—2my=(w+y)2—2:vy='

4. D’apres la formule d’Ostrogradski, fluz(V,0A) = [J[x div 7dxdydz, d’on

fluz(V,0A) = /// (2% 4 y?)dadydz = I = 1.
. 10

=

sl

Exercice 5 (4 points)

Soit la surface S = {(z,y,2) €R® |22 +y* + 22 =1 et 2 > 0} et V le champ de vecteurs défini sur
R3 par V(x,y,z) = €1 +xz € + xY €3.

1) Calculer rot V

2) Calculer le flux de rot V & travers la surface S.

3) Calculer (directement) le travail de V le long du bord de S.

4) Conclure.

Correction :

A(zy)  O(zz)
N N oy 0z 0 . .
1) rotV(z,y,2) = VAV(z,y,z2) = %—% =|-y|=—vyi+z2k
I(zz)  9(1) z
Ox dy

2) On utilise les coordonnées sphériques pour obtenir une paramétrisation de la demi-sphére supérieure

S ={s(0,¢) = (cosfcos p,sinf cos p,sinp)| 0 [-m,7], ¢e<]l0, g]}
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La normale déterminée par cette paramétrisation est donnée par (voir le cours)

s 0 —sin 6 cos ¢ — cosfsin ¢ cos? ¢ cosd
20 A 29 = cosfcosgp | A [ —sinfsing | = [ cos® psind
¢ 0 cos ¢ cos ¢ sin ¢

. T oy 9s cos 0 cos® ¢
Ainsi, flux(rotV,S) = / / rot V(s(0, ¢))- < A ) dodf = / / — sm@cosqS .| sinfcos? ¢ | dpdd
_zJo —m

sin ¢ cos ¢ sin ¢

= / /2 (—sin? 0 cos® p-+sin? ¢ cos ¢) dpdh = / —sin® 0d6 / ’ cos® (bd(;ﬁ—l—/ de / : (sin? ¢ cos ¢) dop
—7J0o T 0 —T 0

:/7T wde/j(COS(ﬁ—COS¢Sin2¢)d¢+27T/E sin? ¢ cos ¢ do

-7 2 0 0

i3 172 i3 172 1 1
=7 {sinqﬁ— 51n3 (qo +27 {51113 (ﬂo :—W(1—§)+27T§:@

3) Le bord 0S de S est le cercle d’équation 2% + y% = 1 et z = 0, un paramétrage en coordonnées
polaire donne 95 = {(x,y, z) = (cost,sint,0) | t € [0,2x]}, d'ou

o 1 —sint 27
circulation(V,05) = / 0 | cost |dt= —/ sintdt = @
0 costsint 0 0

4) On a trouvé que flux(r_o% V,S) = circulation(V,dS), on a ainsi vérifié la formule de Stokes sur
cet exemple.

Exercice 6 (Ezercice Bonus sur 2 points)

Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses ? (justifier votre réponse)
1) Sl =e—2

n=2 n!
_ 3
2) 305 (n+1)' =€e—-3
+OO n—1_ 1
3) 93~ =13
1
4) Le rayon de convergence de Y (3:,3)2! x™ est 7
5) Le rayon de convergence de > n"z™ est 1.
1
6) Le rayon de convergence de > (2" + 3™)z™ est 3
Correction
+oo +oo +oo
. 1 1 1 1 1
1) Vral.e:z;)a:a—s-i—s-zza:Q_Fz;m
X1 X1 1

N | Ot

2) FaUX:;m:Z?)nlfeflflfaze—

“+o0 +oo “+oo
1 1 1 1 1 13 1
3 V 1 N 3_n_1 = _— = _— ]_ — -_) = = — = —,
) Vrai ngzz nEZS 30 3:0 P (1+ 3 + 9) 1_1 9 18

@2(n4D)!

n 2 1)(2 2 1
4) Veai: lim DO g, G l@e+2) 1
n—+o0o EQTL)); n—+o00 (TL + 1)2 4
5) Faux : son rayon de convergence est 0, puisque lif}rl vnn = lirf n = 400.
n—-+0oo n——+oo
2n+1 3n+1 3n+1 2\n+1 +1 2\n+1 41 1
6) Vrai: lim %: lim - (32 = (337:3:>R:7.
n—+oo 2N 4 37 n—+oo 3" (5)” +1 n—+o0 (g)" +1 3



