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Exercice 1. Calculer les intégrales suivantes:

1) I1 =

∫∫
D

(y − x)dxdy où D = {(x, y) ∈ R2 |x+ y > 0, x 6 2, y 6 2}.
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Corrigé: D est un triangle symétrique par rapport à la droite y = x, on a donc en échangeant x et y

I1 =

∫∫
D

(y − x)dxdy =

∫∫
D

(x− y)dxdy = −
∫∫

D

(y − x)dxdy donc I1 = −I1 d’où I1 = 0 .

Remarque: On peut aussi faire le calcul directement: on a D = {(x, y) ∈ R2 | − x 6 y 6 2, −2 6 x 6 2},

I1 =
∫ 2
−2(

∫ 2
−x(y−x)dy)dx =

∫ 2
−2

[
y2

2
− xy

]2
−x

dx =
∫ 2
−2( 4

2
−2x− x

2

2
−x2)dx =

∫ 2
−2(2−2x− 3x2

2
)dx =

[
2x − x2 − x3

2

]2
−2

= (4−4− 8
2

)−(−4−4+ 8
2

) = 0

d’où I1 = 0 .

2) I2 =

∫∫
∆

e
√
x2+y2

dxdy où ∆ = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 6 4, y > x, y > −x}.

y=x
y=-x

∆
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Corrigé: ∆ est un quart de disque de rayon 2; en coordonnées polaires, son image est r2 6 4 donc 0 6 r 6 2

et l’angle π
4 6 θ 6 3π

4 . I2 =

∫ 3π
4

π
4

∫ 2

0

errdrdθ =

∫ 3π
4

π
4

dθ

∫ 2

0

rerdr = [θ]
3π
4
π
4

∫ 2

0

rerdr =
π

2

∫ 2

0

rerdr

une intégration par partie nous donne
∫ 2

0
rerdr = [rer]

2
0−
∫ 2

0
erdr = 2e2−e2 +1 = e2 +1 d’où I2 =

π

2
(e2 + 1) .

Exercice 2. On considère l’intégrale I =

∫∫∫
∆

f(x, y, z) dxdydz, où

f(x, y, z) = 2z2 et ∆ = {(x, y, z) ∈ R3 | 1− (x2 + y2) 6 z 6 2− 2(x2 + y2)}.

i) Déterminer l’intersection des parabolöıdes d’équations z = 1− (x2 + y2) et z = 2− 2(x2 + y2).

Corrigé: L’intersection est déterminée par l’égalité 1− (x2 + y2) = 2− 2(x2 + y2), qui donne x2 + y2 = 1 ,

i.e. le disque unité.

ii) Calculer I.
Corrigé: On calcule cette intégrale à l’aide d’un changement de variables en coordonnées cylindriques. Le
domaine ∆ devient {(r, θ, z) | 0 6 r 6 1, θ ∈ [−π, π] et 1− r2 6 z 6 2− 2r2}. D’où

I =

∫∫∫
∆

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
D

f(r cos θ, r sin θ, z) rdrdθdz =

∫ π

−π

∫ 1

0

(∫ 2−2r2

1−r2

2z2dz

)
rdrdθ

= [θ]
π
−π

∫ 1

0

[
2

3
z3

]2−2r2

1−r2

rdr =
4π

3

∫ 1

0

(8
(
1− r2

)3 − (1− r2
)3

)rdr =
28π

3

∫ 1

0

(
1− r2

)3
rdr

Pour calculer

∫ 1

0

(
1− r2

)3
rdr, on utiliser le changement de variable u = 1− r2, d’où du = −2rdr ainsi∫ 1

0

(
1− r2

)3
rdr = −1

2

∫ 0

1
u3du = −1

2

[
u4

4

]0
1

= 1
8

1



Remarque: On peut aussi utiliser l’identité (1 − x)3 = 1 − 3x + 3x2 − x3 pour obtenir
(
1 − r2

)3
= 1 − 3r2 + 3r4 − r6 et intégrer

∫ 1
0

(
1 − r2

)3
rdr =∫ 1

0 (1 − 3r2 + 3r4 − r6)rdr =
∫ 1
0 (r − 3r3 + 3r5 − r7)dr =

[
r2

2
− 3r4

4
+ 3r6

6
− r8

8

]0
1

= 1
2
− 3

4
+ 3

6
− 1

8
= 24−36+24−6

48
= 6

48
= 1

8
.

Ainsi I =

∫∫∫
∆

f(x, y, z) dxdydz =
28π

3

∫ 1

0

(
1− r2

)3
rdr =

28π

3
.
1

8
=

7π

6
.

Exercice 3.

1. Soit ∆ =
{

(r, θ) ∈ R2 | 0 6 r 6 1 et 0 6 θ 6 π
}
. Calculer l’intégrale I =

∫∫
∆

8r dr dθ.

Corrigé: I =

∫∫
∆

8r dr dθ = 8

∫ π

0

dθ

∫ 1

0

rdr = 8
[
θ
]π
0

[
r2

2

]1

0

= 4π

2. Soit D =

{
(x, y) ∈ R2 | x

2

16
+
y2

4
6 1, −4 6 x 6 4 et y > 0

}
.

i) Esquisser le domaine D. Corrigé:
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ii) Calculer l’aire de D. ( on pourra utiliser le changement de variables :

{
x = 4r cos θ
y = 2r sin θ

.

Corrigé: Le Jacobien du changement de variables

{
x = 4r cos θ
y = 2r sin θ ;

est

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∂x∂r ∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣4 cos θ −4r sin θ
2 sin θ 2r cos θ

∣∣∣∣ = 8r,

et les bornes sont 0 6 θ 6 π et 0 6 r 6 1. D’où l’aire A(D) de D est égale à :

A(D) =

∫∫
D

dxdy =

∫ π

0

∫ 1

0

8rdrdθ = 4π (d’après 1.)

iii) On suppose que D est une plaque homogène. Déterminer les coordonnées du centre de gravité de D.
Corrigé: • En remarquant que le domaine D est symétrique par rapport à l’axe oy, on déduit que
l’abscisse xG du centre de gravité de D est égale à 0 .

• L’ordonnée yG du centre de gravité deD est égale à yG = 1
A(D)

∫∫
D
ydxdy = 1

A(D)

∫ π
0

∫ 1

0
2r sin(θ).8rdrdθ =

16
A(D)

∫ π
0

sin(θ)dθ
∫ 1

0
r2dr = 16

A(D)

[
− cos(θ)

]π
0

[
r3

3

]1
0

= 16
4π .2.

1
3 = 8

3π

Ainsi, le centre de gravité de D est le point G =
(
0, 8

3π

)
.

iv) Soit f : R2 → R la fonction définie par f(x, y) = 4e(x2+4y2). Calculer l’intégrale J =

∫∫
D

f(x, y) dxdy.

Corrigé: En utilisant le changement de variables précédent, l’intégrale devient :

J =

∫∫
D

4e(x2+4y2) dxdy =

∫ π

0

∫ 1

0

4e(16r2)8rdr dθ =

∫ π

0

dθ

∫ 1

0

32re(16r2) dr =
[
θ
]π
0

[
e(16r2)

]1
0

= π(e16 − 1) .

Exercice 4. Soit R > 0. On considère dans R3,
la demi boule

B− = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 6 R2 et z 6 0}

et le cylindre
C = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 6 R2 et 0 6 z 6 R}.

Soit Ω le solide composé (de la réunion) de B− et C et dont la densité volumique est µ(x, y, z) = z2.
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1) Déterminer l’image de B− en coordonnées sphériques et celle de C en coordonnées cylindriques.
Corrigé: La demi-boule B− a pour image en coordonnées sphériques

{(r, θ, ϕ)| r ∈ [0, R], θ ∈ [0, 2π], ϕ ∈ [−π/2, 0]}

Le cylindre C a pour image en coordonnées cylindriques

{(r, θ, z)| r ∈ [0, R], θ ∈ [0, 2π], z ∈ [0, R]}

2) Calculer la masse de B− et celle de C. En déduire la masse (totale) de Ω.
Corrigé:

a) En coordonnées sphériques, µ(r, θ, ϕ) = r2 sin2 ϕ et dxdydz = r2 cosϕdrdθdϕ, d’où la masse MB− de B−
est égale à

MB− =

∫∫∫
B−

z2dxdydz =

∫ R

0

∫ π

−π

∫ 0

−π/2
r2 sin2 ϕ r2 cosϕdrdθdϕ =

∫ R

0

r4dr

∫ π

−π
dθ

∫ 0

−π/2
cosϕ sin2 ϕdϕ

=
R5

5
2π[

1

3
sin3 ϕ]0−π/2 =

2πR5

15

b) En coordonnées cylindriques, µ(ρ, θ, z) = z2 et dxdydz = rdrdθdϕ, d’où la masse MC de C est égale à

MC =

∫∫∫
C

z2dxdydz =

∫ R

0

∫ π

−π

∫ R

0

z2rdrdθdz =

∫ R

0

rdr

∫ 2π

0

dθ

∫ R

0

z2dz =
R2

2
2π
R3

3
=

πR5

3

c) Puisque Ω = B− ∪C et B− ∩C est une courbe,

∫∫∫
Ω

µdxdydz =

∫∫∫
B

µdxdydz +

∫∫∫
C

µdxdydz d’où la

masse totale du solide Ω est égale MΩ = MB− +MC ainsi

MΩ = MB− +MC =
2πR5

15
+
πR5

3
= (

2

15
+

1

3
)πR5 =

7πR5

15
.

3) On se propose de déterminer les coordonnées du centre de gravité G = (xG, yG, zG) du solide Ω.

i) Expliquer pourquoi l’abscisse xG et l’ordonnée yG de G sont nulles.

Corrigé: On a xG =
1

MΩ

∫∫∫
Ω

xz2dxdydz et yG =
1

MΩ

∫∫∫
Ω

yz2dxdydz.

Le solide Ω est symétrique par rapport au plan yoz et la fonction f(x, y, z) = xz2 est impaire par rapport

à x, puisque f(−x, y, z) = −f(x, y, z), d’où
∫∫∫

Ω
xz2dxdydz = 0, ainsi xG = 0 .

De même, le solide Ω est symétrique par rapport au plan xoz et la fonction g(x, y, z) = yz2 est impaire

par rapport à y, puisque g(x,−y, z) = −g(x, y, z), d’où
∫∫∫

Ω
yz2dxdydz = 0, ainsi yG = 0 .

Remarque: On peut aussi obtenir ce résultat par le calcul: puisque

∫ π
−π

cosϕdθ = 0 et

∫ π
−π

sin θdθ = 0, on a:

xG =
1

MΩ

∫∫∫
Ω
xµ(x, y, z)dxdydz =

1

MΩ

∫ R
0

r
5
dr

∫ π
−π

cos θdθ

∫ 0

−π/2
cos

2
ϕ sin

2
ϕdϕ +

1

MΩ

∫ R
0

r
2
dr

∫ π
−π

cos θdθ

∫ R
0

z
2
dz = 0

de même

yG =
1

MΩ

∫∫∫
Ω
yµ(x, y, z)dxdydz =

1

MΩ

∫ R
0

r
5
dr

∫ π
−π

sin θdθ

∫ 0

−π/2
cos

2
ϕ sin

2
ϕdϕ +

1

MΩ

∫ R
0

r
2
dr

∫ π
−π

sin θdθ

∫ R
0

z
2
dz = 0

ii) Déterminer zG.
Corrigé:

zG =
1

MΩ

∫∫∫
Ω

zµ(x, y, z)dxdydz =
1

MΩ

∫∫∫
Ω

z3dxdydz =
1

MΩ

∫∫∫
B−

z3dxdydz +
1

MΩ

∫∫∫
C

z3dxdydz

=
1

MΩ

∫ R

0

r5dr

∫ 2π

0

dθ

∫ 0

−π/2
cosϕ sin3 ϕdϕ+

1

MΩ

∫ R

0

rdr

∫ 2π

0

dθ

∫ R

0

z3dz

=
15

7πR5
(
R6

6
2π[

1

4
sin4 ϕ]0−π/2 +

R2

2
2π
R4

4
) =

15πR6

7πR5
(− 1

12
+

1

4
) =

15R

7
.

2

12
=

5R

14

iii) En déduire dans quelle partie B− ou C du solide Ω se trouve le centre de gravite G.

Corrigé: Le centre de gravité G de Ω a pour coordonnées G = (0, 0,
5R

14
) .

Puisque 5R
14 > 0, le centre de gravité de Ω se trouve dans la partie cylindrique ( de plus, comme 5R

14 < R,
il se trouve à l’intérieur de Ω).
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