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La rédaction se fait sur ce document.

Exercice 1 (Calcul d’'une intégrale double). On pose D = {(x,) € R?|x? < y < x} et f(x,y) = x°.

1. Représenter la région D dans le plan.

2. Calculer ([}, f(x, y)dxdy.

On déduit de la question précédente que
D:{(x,y)e[R2|05xs l,xzsysx}.

Nous avons donc
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Exercice 2 (Changement de variables). On pose D = {(x,y) e R?|x >y > 0,x* + y* < m?}.

r

0), le domaine s’exprime par

X
1. Montrer que lors du changement des coordonées (y) = (

o YD)={(r,0)¢€ Ry x[0,27]|0<r=<m0<0<m/4}.
On pourra utiliser sans démonstration le fait que, pour 6 € [0, 2],

cos(0) =sin(@) =0 < 0 € [0,7/4].

On va bien entendu passer en coordonnées polaires (r,6). D’apres le cours, le changement
de variable s'écrit r = \/x2 + y2, x = rcos(), y = rsin(f). Linégalité X%+ y2 < 712 se réécrit
donc r < /7.

Par ailleurs, 'inégalité x = y = 0 se réécrit rcos(f) = rsin(f) = 0 ce qui est équivalent a
dire que 0 € [0,7/4], propriété que I'on peut par exemple illustrer par un dessin du cercle
trigonométrique.

2. Calculer ([, xcos (\/ X2+ y2 x (x%+ yz)) dxdy. (Suggestion : On pourra commencer par jus-

tifier que la dérivée de la fonction définie par la formule r — sin(r3)/3 est r — rcos(r?).)

D’apres la question précédente et le théoréme de changement de variable,
/4 T
xcos|\/x?+ y? x (x% + 2)) dxd :f (f rcos(0) cos(rS)rdr) do
ff]) ( Y Y Y 0 0
/4 b4
= (f cos(B)dG) (/ r? cos(r?’)dr)
0 0
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= [sin(Q)]gl4 [sin(rg)/3]g = M

Exercice 3 (Calcul du volume d'une boule tronquée). Soit S la demi-sphere de centre (0,0,—1) et

de rayon 2 donnée par I'équation z = /4 — x> — y? — 1.

1. Déterminer I'intersection de S avec le plan xy.

Lintersection est déterminée par la satisfaction simultanée des équations de la demi-sphere
z=1/4—x%*—-y?—1etduplan z = 0. On obtient donc



,/4_x2_y2_1:0:4—x2—y2=1zx2+y2=3.

On conclut que l'intersection de S avec le plan xy est le cercle a I'intérieur du plan xy, de
centre 0 et de rayon v/3.

2. Calculer le volume délimité par le plan xy et la demi-spheére.

Le volume en question est donné par I'intégrale double :

V:ffl)(\/m_1)dxdy,

avec D, le disque dans le plan xy de centre 0 et de rayon v/3.
On effectue le calcul en coordonnées polaires, ce qui donne :

V=/02n(f0\/§(\/m—l)pdp) d6
[ )

3
do
=2m(-1/3-3/2+8/3)=57r/3
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Exercice 4. On considére les quatre points suivants du plan : A(0,—-3), B(3,0),C(0,6) et D(-3,0).
On définit le domaine D comme quadrilatere de sommets A, B, C, D privé du disque unité {(x, y) €

RE /3% +)% <13,

1. Esquisser le domaine D.




2. Donner les équations des droites passant par AB, BC, CD, et DA.

Les équations des droites sont :

AB:y=x-3, BC:y=-2x+6, CD:y=2x+6, DA:y=-x-3.

3. Soit f une fonction définie sur R? que 'on suppose continue. Exprimer chacune des inté-
grales I et J ci-dessous

I:ff f(x,y)dxdy, et ]:ff f(x, y)dydx
D D

comme somme de six intégrales. Les valeurs des intégrales I et J sont elles identiques ?

Les intégrales s’écrivent comme suit :

—1/( py+3 0 p—v/1-)2 0/ ry+3
I = f ( f(x,y)dx) dy+/ ([ f(x,y)dx) dy+f ( f(x,y)dx) dy
-3 \J-y-3 -1\J-y-3 -1\Uy/1-y?
1 p=V1-)2 1 p-5° 6 p-25°
. yas)ars [ s aye [ s a
]O(fyzb fl,y x) y 0(\/ﬁf(xy) x) y 1(.26 fx, ) x) y
—1/ 2x+6 0 p-Vi-x2 0 [ p2x+6
J = f (f f(x,y)dy) dx+/ (f f(x,y)dy) dx+f f f(x,y)dy) dx
-3 \J-x-3 ~1\J-x-3 -1 \Jv1-x2

1 p—V1-x2 1/ p—2x+6 3/ p—2x+6
+/ (f f(x,y)dy) dx+f (f f(x,y)dy) dx+f (f f(x,y)dy) dx
0 \Jx-3 0 \JvVi-x2 1 \Jx-3

Comme la fonction f est supposée continue, c’est une condition suffisante pour que les
deux intégrales aient la méme valeur.

4. Si f(x,y) = y laquelle faut il choisir pour effectuer le calcul ? Le calcul explicite n’est pas
demandé!

11 faut calculer J pour faire disparaitre les racines carrées.

La solution sera mise en ligne peu de temps aprés la fin de |'épreuve.



