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Exercice 1 L’espace a trois dimensions R? est muni d’un repere orthonormé (O, i, 5, E)
1. Déterminer I’ensemble des points M € R? tels que AM AN AB =10.
2. Déterminer 1’ensemble des points M € R? tels que AM A BM = 0.

Solution :

1. Un point M € R3 vérifie équation AM A AB = 0 si et seulement si AM et AB sont colinéaires, c’est
a dire qu’il existe un scalaire X tel que AM = AA_B, autrement dit les points A, B, et M sont alignés.

Conclusion : I'ensemble des points M € R? vérifiant AM A AB = 0 est la droite passant par les points
Aet B.

2. Un raisonnement semblable au précédent, nous montre que I’ensemble de tels points M est la droite
passant par les points A et B.

On pourrait aussi utiliser les propriétés du produit vectoriel pour déduire de 1. le résultat : en effet,
on écrit BM = BA + AM puis on remplace BM par BA + AM dans AM A BM = 0: on obtient

AM A BM = AM A BA+ AM = AM A BA+ AM A AM
Comme, AM A AM = 0 et que BA = —Aﬁ7 on a en fait AM A BM = —AM A Aﬁ, par suite
AM A BM =0 est équivalent a AM A AB = 0. Par suite, les questions 1. et 2. sont équivalentes.
remarque : Si A = B, alors AMANAB = 0 devient AMAQ = 0, ce qui est toujours vrai donc 'ensemble

des solutions est I’espace R? tout entier .

Exercice 2

(I) Soient U et V deux vecteurs de I'espace & trois dimensions.

1. Etablir Iidentité
U+ VI?+ 11U = VI?=2(1U|I* + [V[]*).

2. Montrer que pour que U et V soient orthogonaux, il faut et il suffit que
1T+ V2= 017+ V]

(IT) Soient A , B, C et D des vecteurs de I'espace & trois dimensions.

Etablir l'identité )

IAABI* = | A% BI* — (A.B)*.
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En déduire que :

Solution : (I)

1. On a d’une part, |U 4+ V|2 = (U +
d’autre part |U — V|2 = (U — V).
U+ VI2+ U =VII?=2(1U]* + IVI]?).

VV = ||U|2+20.V + |V|? et
2 —20.V + |V|? d’ot
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2. Maintenant, U et V sont orthogonaux si et seulement si U.V =0, et en utilisant la relation Hﬁ—i—ﬁ||2 =
|U]|2 4 20.V + ||V||? on obtient que U et V sont orthogonaux si et seulement si

1T+ VI = 1017 + IV)1%.

(IT) L’espace a trois dimensions R? est muni d’un repére orthonormé (O,f,f, ];) Soient

aq bl C1 dl
A= |ax |, B=|b |, C=|c2|,D=|d2
as b3 C3 ds

Un calcul direct nous donne, d’une part :

asbs — asbs cods — c3ds
g/\ g = a3b1 — a1b3 et éA 5 = CBdl — Cldg
(llbg — a2b1 Cle - d2d1

d’ou

—

(/Y/\ B)(C_:/\ [j) = (a3b1 — a1b3)(02d3 — C3d2) + (a3b1 — albg)(83d1 — Cldg) + (albg — agbl)(cldg - d2d1). (*)

D’autre part, AC = aic1 + asce + azes, AD = ardy + agds + asds, B.C = bic1 + bacoy + bscs et
éﬁ = bidy + bads + b3ds
d’ou

aet (4-
A.

Le développement des expressions (*) et (**) nous donne la méme expression, & savoir :

o
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S

) = (AC)B.D)— (B.CYAD)  (**)

= (a1c1 + asca + agez)(bidy + bada + bsds) — (bici + baca + bgez)(bidy + bada + bsds).

aic1bads + arcibsds + azcabrdy
+ azcabsds + azezbidy + azezbads
— b161a2d2 — b101a3d3 — b262a1d1

- bgCQCLgdg - bgCgClel - b363a2d2.
Xej
D)

o RA BA (AR BA\ .o
JANBI? = (AN B).(AnB) = det ( 1.4 §§> _ det (AL} ” §|2> = A1 B - (A.B)>.

Donc, on a bien

—
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(AAB).(C A D) = dét (

En particulier, si A = C et B = D Didentité précédente s’écrit :

Remarques : 1) On peut établir I'identité précédente en utilisant le résultat de 1’exercice 1.7 :

En effet,
(ANB).(CAD) = A(BA(CAD))
= A.((B.D)C - (B.C)D) = (B.D)(A.C) — (B.C)(A.D)
. (AC B.C
= dét| - - S o
A.D B.D

2) Si 6 est angle entre A et B, alors |A.B| = || A||.||B]|.| cos 6], d’on
A B = AR IBI* = (A.B)* = [JA[%]BI* — (1Al Bll-|cos0)* = [A*[B|*(1 — cos®6) =
| AJ|2.|| B||? sin® § et on retrouve ainsi la formule : |A A B|| = ||A]|.||B||.| sin 6.



Exercice 3 Pour chacune des fonctions suivantes déterminer le domaine de définition Dy et tracer les

courbes de niveau {(z,y) € Dy; tel que f(x,y) = k} pour les valeurs de k indiquées :

x2+y
) - 5 k:(),—l
f(z,y) P
f(z,y) = w’ k=1,2
ry
m4—|—y4
f($,y):$—y—|$—y|, kER,

Pour la derniere question, traiter séparément les cas k =0et k > 0 et k < 0.
Solution :
T +y
A)]f@y) = 53
Le domaine de définition de f est ’'ensemble des couples (x,y) pour lesquels le dénominateur x + y? ne

s’annule pas, donc Dy = {(z,y) € R,z # —y?}.

(i) k=0

flx,y) = 0 g”écrit ;i*;g = 0 ce qui est équivalent & 22 +y = 0, donc la courbe de niveau k = 0 est la
parabole d’équation y = —z?, moins les points (0,0) et (1,—1) qui ne sont pas dans Dy.

(ii) k= —1

f(z,y) = —1 s”écrit ji*;; = —1 ce qui est équivalent & 22 +y = —x —y2, ou bien (2% +z) + (y* +y) = 0.

On écrit 22 + o = (x—i— P —gety’ +y=(y+3)? -1 dou (2% +z) + (y* +y) = 0 devient
(x4 1)+ (y+ 3)* = 3, donc la courbe de niveau k = —1 est le cercle de centre (—3%,—3) et de rayon %,

moins les points (0, 0) (1,—1) qui ne sont pas dans Dy.
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B) | f(ay) = =5

Le domaine de deﬁmtlon de f est 'ensemble des couples (z,y) pour lesquels le dénominateur zy ne
s’annule pas, donc Dy = {(z,y) € R, zy # 0}.

(G) k=1

f(z,y) = 1 écrit % = 1 ce qui est équivalent & xy — x + y = xy donc la courbe de niveau k = 1

est la droite d’équation y = z, moins le point (0,0) qui n’est pas dans Dy.
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(ii) k=2
f(z,y) = 2 s’écrit zy%ﬁ“’ = 2 ce qui est équivalent & xy — x + y = 2zy ou bien —x +y — xzy = 0, ce qui

x

est équivalent & y = 12—, donc la courbe de niveau k = 2 est le graphe de y = %= moins le point (0,0) qui

n’est pas dans Dy.
4 4

floy) = 52

Le domaine de définition de f est I'ensemble des couples (z,y) pour lesquels le dénominateur 8 — z2y?
ne s’annule pas, donc Dy = {(z,y) € R, 2%y? # 8} = {(z,9) € R, |zy| # 2v2}.

(i) k=2

f(z,y) =1 sécrit 8’5:2352 = 2 ce qui est équivalent a x* + y* + 22%y? = 16 ce qui revient & (22 + y?)? = 16
ou méme mieux est équivalent & 22 + y? = 4 donc la courbe de niveau k = 2 est le cercle de centre (0,0) et

de rayon 2.
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D) fa,y) =z —y—|z—yl

La fonction f est définie partout, donc Dy = R?.

(i) k=0

flx,y) =0 sécrit ¢ — y — |z — y| = 0 ce qui est équivalent & x — y = |x — y| mais ceci est équivalent &
x —y > 0 donc la courbe de niveau k = 0,( qui n’est pas une courbe), est le demi-plan {(z,y) € R? 2 > y}.

(i) k > 0

f(z,y) =k s’écrit © — y — | — y| = k comme k > 0 ceci entraine que x —y > |x —y| ce qui est impossible,
donc il n’existe pas de couple (x,y) vérifiant cette condition, d’olt les courbes de niveau pour k& > 0 sont
vides.

(iii) k < 0

f(z,y) = k s’écrit x —y — |z —y| = k comme k < 0, ceci entraine que x — y < |z — yl|, ce qui impose
la condition x — y < 0, par suite |z — y| = —(z — y), dans ce cas la condition x —y — |x — y| = k devient
2z — 2y = k, donc les courbes de niveau k£ < 0 sont les droites d’équation 2z — 2y — k = 0.
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