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Feuille d’exercices numéro 2 : Fonctions de plusieurs variables, limites et continuité

Correction de quelques exercices non traités en TD

Exercice 1

Donner 'ensemble de deﬁnition des la fonctions suivantes :

— 5 ln(expx 1)
f(z, y) =In(z +y), =\y— 2z , flz, y) \/m

o B 1 In(y — 2?)
f(fﬂay)—ma f(ffay)—m, [z, y) = W
Exercice 2

Déterminer le domaine de définition et tracer les courbes de niveau pour les valeurs ¢ indiquées pour les
fonctions suivantes :

2
ry 2 2 vty
= ———,¢=0,1/2; = — =0,1; =—¢=0,-1;
f(x7 y) x2+y27c 7/7f(‘/'[;7 y) x4 y;c b) 7f(m7 y) x+y27c b) )
Ty —x+y Tt +y
f(l', y):xiac:1721f(x7 y):m7cz2vf(xv y):m_y_|x_y|acz_1aoal
Solution:
.’L'4+y4

= — =2
5) f("’v7 y) 8_$2y2’c

Le domaine de définition de f est Dy = {(z,y) € R?,8 — 2%y* # 0} = {(z,y) € R? (zy)? # 8} = {(x,y) €
B2, /(o9 # VB) = {(z,9) € B lay| # 2v/3) = B — {Jay| = 213},

Le domaine de définition de f est le complémentaire dans R? de la parabole d’équation |zy| = 2v/2.

¥y

zt oyt
8 — x2y2
(22 + y?)? = 16, en prenant la racine carrée on obtient x? + y? = 4, on reconnait I’équation du cercle centré
en lorigine et de rayon 2. Il faudrait retirer & ce cercle les points (z,y) pour lesquels x%y? = 8, points qui ne
sont pas dans le domaine de définition de f. Les points du cercle vérifiant cette relation vérifient : 22 + ?82 =4
c-a-d 2% — 422 + 8 = 0 qu’on peut éerire sous la forme (22 — 2)% +4 = 0. Mais (22 —2)2 +4 > 4 > 0, d’ou,
I’équation n’a pas de solutions dans R.

Donc on ne retire aucun points, ainsi la courbe de niveau f(x,y) = 2 est le cercle centré en l'origine et de rayon
2.

La courbe de niveau f(z,y) = 2 est d’équation = 2, ce qui donne z* 4+ y* = 16 — 22%y* qu’on écrit

6) f(I, y):l'—y—‘l’—y‘, C:_laoal
Le domaine de définition de f est Dy = R2.
r—ysiz>
Rappel : |z —y| = yerE=y
—(z—y)siz <y
i) La courbe de niveau f(x,y) = —1, est d’équation x —y—|z—y| = —1, alorssiz > y,on auraxz —y—x+y =
—1, ce qui entraine 0 = —1 ce qui est absurde, donc cette partie est vide; maintenant si x < y, on aura
r—y+x—1y=—1, ce qui donne 2y:2x+lc—a—dy:x+%.
Ainsi f(z,y) = —1 est la droite y = z + 1. (dans ce cas on a z < y.)



L

ii) La courbe de niveau f(x,y) = 0, est d’équation x —y— |z —y| =0, alors si > y, on aurax —y—xz+y = 0,
ce qui entraine 0 = 0 ce qui est toujours vrai, donc cette partie est égale a ’ensemble des points (x,y) tels
que x > y; maintenant si x < y, on aura x — y + = —y = 0, ce qui donne 2y = 2z c-a-d y = z. ( qui est
contenue dans la premiére partie)

Ainsi f(z,y) = 0 est le demi-plan x > y.

1.0

1.0

iii) La courbe de niveau f(z,y) = 1, est d’équation z —y— |z —y| =1, alorssiz > y, on aurax —y—xz+y = 1,

ce qui entraine 0 = 1 ce qui est absurde, donc cette partie est vide; maintenant si * < y, on aura

r—y+z—y=1cequidonne 2y =2z —lcady=x— % mais alors y < x, donc pas de solution

Ainsi f(z,y) = 1 est 'ensemble vide.

Exercice 3

Déterminer le domaine de définition, les courbes de niveaux a ¢ = 0,1, —1, 2, 3 dans chacun des cas suivants :
x
f(xay):\/xQ_'_ 27 f(xay)zg

Solution:
1. Comme 2% + y2 > 0, f(z,y) = /22 + y? est définie pour tout point (z,y) € R?, d’ott son domaine de
définition Dy = R2.
(a) f(z,y) =0 est équivalent & x = y = 0, ainsi la courbe de niveau f(z,y) = 0 est 'ensemble {(0,0)}.

(b) f(z,y) =1 est équivalent & 22 + y? = 1, ainsi la courbe de niveau f(z,y) = 1 est le cercle centré en
(0,0) et de rayon 1.

(c) f(z,y) = —1 est équivalent & 22 + y> = —1, qui n’a pas de solution, puisqu'un I'un est positif et
Pautre négatif, ainsi la courbe de niveau f(z,y) = —1 est ’ensemble vide (.

(d) f(z,y) = 2 est équivalent & 22 + y? = 2, ainsi la courbe de niveau f(z,y) = 2 est le cercle centré en

,0) et de rayon V2.

x,1) = 3 est équivalent & 22 + 32 = 3, ainsi la courbe de niveau f(z,y) = 3 est le cercle centré en

,0) et de rayon /3.

2. f(z,y) = § est définie si y # 0, ainsi domaine de définition Dy = {(z,y) € R? y # 0} =R2 — {y = 0}.
(a) f(z,y) = 0 est équivalent & = = 0, ainsi la courbe de niveau f(z,y) = 0 est 'axe des y privé de

Vorigine ( qui n’est pas dans Dy).

0
(e) S(
0

(b) f(z,y) = 1 est équivalent & = = y, ainsi la courbe de niveau f(z,y) = 1 est la droite d’équaation
y = x privé de lorigine.

(¢) f(x,y) = —1est équivalent & x = —y, ainsi la courbe de niveau f(x,y) = —1 est la droite d’équaation
y = —x privé de lorigine.

(d) f(x,y) = 2 est équivalent & & = 2y, ainsi la courbe de niveau f(z,y) = 2 est la droite d’équaation
y = Z privé de 'origine.

(e) f(x,y) = 3 est équivalent & x = 3y, ainsi la courbe de niveau f(z,y) = 3 est la droite d’équaation
y = £ privé de l'origine.
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Exercice 4

Soit la fonction f(x, y) = sinx siny. Faire un dessin représentant toutes les courbes de niveaux de f.
Solution:

Exercice 5
Déterminer les limites suivantes quand elles existent :
exp(z? +y?) — 1 ) sin x siny ) sin x siny

lim 5 5 lim _ lim — 5 lim s
(2,)—(0,0) 2 +y (z.y)—(0,0) Y (z.9)—=(0,0) 24y (z.9)—(0,0) |y

Exercice 6

Pour une fonction z = f(x, y) on définit lorsqua cela est possible :

= lim f(z, y), m= hm(hm f(z, v), n=lim(lim f(z, y))

(z,y)—(a,b) z—=a y—b y—b r—a

En utilisant les fonctions :

2 — o2 T sinx siny

g T ) = ) == fw ) ==

flz, y) =

ainsi que le point (a, b) = (0,0) , montrer que ’on peut rencontrer les trois situations suivantes :
—Deux de ces trois limites existent mais pas la troisieme.
—Une de ces trois limites existe sans que les deux autres existent.
—Les limites m et n existent mais sont distinctes.

Exercice 7

Etudier la continuité au point (0,0) des fonctions définies comme suit :

4 4
Ve, ) # (0, 0) f(r, )= 7] et £(0. 0)=1:¥(w 9) # (0, 0). f(w 9) = T35 ot F(0, 0) =0
2 .2
V(o ) # (0, 00, fla 9) = Y e (0, 0) =34

Y(z, y) # (0, 0), f(z, y) = ysing et f(0, 0)=0.

Exercice 8

Déterminer si les fonctions suivantes peuvent étre prolongées en ’origine :

3 —I—y z? —

fo 9) = e
x2+y3’ x2+y '

2
Qaf(ay) .’E6+.’£3y+y3

J,‘Qy
flz, y)—m, flz, y) =

Solution: On rappelle que pour prolonger une fonction f par continuité en un point (xg, yo) il faudrait montrer
que la limite de f(x,y) lorsque (z,y) tend vers (xq,yo) existe.

2
L f(z,y) = ortay

En passant en coordonnées polaires, tout point (z,y) € R? — {(0,0)} est représenté par (x,y) =

3 . ;
. o D) 2 . 7y _ r° cos 6 sin 6 _ cos 0 sin 0
(rcosf,rsinf) avec r = \/x? 4+ y2. Alors lim(, 4y, (0,0) TRty = T (Thcos 05ind) = T Tieos0sma-

sin(20) 75
—— d’ott

On a cosfsinf = < % et par suite

’ cos@sinf ’
<

cos fsin 0 1
1+ cosfsinf

1—|cosfsinf|| ~ 1 —

N[



Alors lim, o7

cos 0 sin 0 : _ s qois
m‘ < lim,_,02r = 0 on en déduit que

im  f(z,y)= lim L i C080sin0
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) 2 + y +xy r—0 1+ cosf@sinf

donc f admet un prolongement par continuité en (0,0) par f(0,0) = 0.
3 3
2. flz,y) = i
En considérant les chemins x = 0 puis y = 0 on aura, lim,_,o f(z,0) = lim,_ z = limg oz = 0
B )
et limy, .o f(0,y) = lim, ;0% = lim, ;01 = 1, comme ces deux limites sont différentes, la fonction
Y y—0 %y Yy
T,y) = 1:2+y§ n’a pas de limite en (0,0), par suite elle n’admet pas de prolongement par continuité en
Y) =ty g
l'origine.
2> —y®
3. f('ra y) 2+y

On a lim, o f(z,z) = lim,_o % = lim; 00 = 0 et lim,_o f(z,0) = lim,_o % = limy01 =1,

comme ces deux limites sont différentes, la fonction f(z,y) = :+‘Z§ n’a pas de limite en (0, 0), par suite

elle n’admet pas de prolongement par continuité en en l’origine.

7 4 3,
4. fla,y) = T
2

En considérant les chemins x = 0 puis la parabole y = z? on aura, lim, ;o f(2,0) = lim, 0 % o =

lim, 02 = 00nalim,_,q f(x,0) = lim,_, £ x6 = limg,_ox = 0 et lim a, N=(0.0) fz,y) = limg o f(x, x2) =

y—o2
1
lim,_,0 ﬁ = lim,_,o % = lim,_, 2‘;1‘{’1 = 1, comme ces deux limites sont différentes, la
7 4 3
fonction f(x,y) = L2 YT Y 14 pas de limite en (0, 0), par suite elle n’admet pas de prolongement par
y) = SitEd wa p ,0), p pas de prolong p

continuité en l'origine.

Exercice 9
Soit la fonction f définie comme suit :
ZE27 2 . .
£iR SR/, ) > fla, ) = Ve 0 W 0.0
0si(x, y)=0.

Etudier la continuité de cette fonction.

Exercice 10

Comment faut il choisir le nombre réel a pour que la fonction définie comme suit :

[R5 R/(z, y) — f(=, y):{ M? (z, y) #(0,0) ;

soit continue ?
Exercice 11
Montrer que la fonction définie comme suit :
z* : 2 .
FRR SR, y) o Sl ) = | To S YY) A0
0siy(y —z*) =0.
n’est pas continue en l'origine mais que ses restrictions & toute droite passant par (0,0) sont continues.

Solution: Le but de 'exercice est de souligner qu’il ne suffit pas de montrer que la restriction d’une fonction
a toute droite est continue en un point pour déduire qu’elle est continue en ce point.

L. Si on restreint f a la droite y = Az, on aura f(z,\z) = ,\z(/\nimz) - )\m(/\'rzix?) - /\(fixy alors
2
s . X
(z,yl)lg%o,o) [z, y) = ilg%) m =0= f(0,0).

Y=z

Si on restreint f a la droite, a I'xe des y, x = 0, on aura f(0,y) = ﬁ = 0, ainsi ( l)irr%[J 0 flz,y) =
x,y)—(0,

lim 0= 0= £(0,0).

On a donc la restriction de f & toute droite est continue en (0, 0).

2. Mais, si on considere la parabole y = 222, on a f(x,22?%) = QIQ(zﬁiiwz) = 2z2(2“m£;7m2) = % = %, d’on
1
lim  f(z,y) = lim f(z,22?) = hm - == ;é £(0,0). D’ott f n’est pas continue en (0,0).
(z,y)—(0,0) z—0

y:2w2



Exercice 12

Pour chacune des fonctions suivantes définies sur un sous ensemble de R2, & valeurs dans R, donner son
domaine de définition et dire en le justifiant si elle admet ou non un prolongement continu sur R2.

Tty

_ Y || . z
filz, y) = 21y — 5 fa(z, y) = ;exp(—;) f3(z, y) = (z - 5y) SIH(W)
Solution: On rappelle que pour prolonger une fonction f par continuité en un point (zg, yo) il faudrait montrer

que la limite de f(z,y) lorsque (z,y) tend vers (zo,yo) d existe.

1. fi(z,y) = ;gi@;Q est définie si 22+ y? # 0 ce qui équivaut & (x,y) # (0,0), ainsi son domaine de définition
est Dy, = R? — {(0,0)}.
La fonction fi(z,y) est continue sur Dy, = R? — {(0,0)}, car c’est le quotient de deux polynomes ( et le

dénominateur ne s’annule pas).

Maintenant, on considére l'origine (0,0).
Le long de la droite y = 0, on f(z,0) = & = %, mais comme limIHO% = o0, f(z,y) n’a donc pas de
limite en (0, 0), ainsi f n’admet pas de prolongement continu sur R2.

2. fo(z,y) = exp(—m) est définie si x # 0, ainsi son domaine de définition est Dy, = R?—{(0,y),y € R}.
(le plan prlve de laxe des y)
La fonction fy(x,y) est continue sur Dy,, car c’est produit et composition de fonctions continues.
Il reste a étudier l'existence de la limite en un point qui est hors du domaine Dy, c-a-d un point (0, o).

(a) lercas:yg#0

Dans ce cas (x,y) — (0,y0) entraine 5’—2‘ — 400, on aura alors en posant ¢t = %

; 1y vl ot :

lim z, = = exp(——=%) = lim te ' = 0, par le théoreme des puissances
arstogn PN = Iy 22 P e) = A P P

comparées. Ainsi lim, ) (0,y,) f2(z,y) = 0 et donc f admet un prolongement par continuité en
(0,90) en posant f3(0,y0) = 0.
(b) 2nd cas : yg =0

Le long du chemin y = x

fE2

2 NI
on a f2($, ‘rQ) = ;72 eXp(_P) = e_lv d’out 11m(x,y)~>(0,yo) f2(xvy) =e
3

2 -1

et le long du chemin y = 2% on a fo(z,2?) = i—j exp(—ril.f‘) = zexp(—|z|),
d’ott lim, ) (0,0) f2(,y) = lim, oz exp(—|z]) = 0. Comme e~ # 0, la fonction fo(z,y) n’a pas
de limite en (0,0), at par suite fo n’admet pas pas de prolongement continu sur (0, 0).

En conclusion, f, admet un prolongement par contnuité sur R? — {(0,0)}, mais pas sur R2.

3. f3(z,y) = (x—by) sin(ﬁ) est définie si 22 —y? # 0, comme 22 —y? = (z —y)(z+y) = 0 est la réunion
des droites d’équation y = x et y = —z, on en déduit que le domaine de définition de f3 est le plan privé
des droites y =z et y = —z c-a-d Dy, = R? — {(z,y) e R%,z =y ou y = —x}.

La fonction f3(x,y) est continue sur Dy,, car c’est produit et composition de fonctions continues.
Il reste & étudier I'existence de la limite en un point qui est hors du domaine Dy, c-a-d un point du type
(20, x0) ou (xg, —xo).

(a) ler cas : zp =0 c-a-d (x0,y0) = (0,0).

On a |f3(z,y)| = (x—5y)sinﬁ = |(x — 5y)| ‘sinﬁ < |(z — 5y)|, car sin z%5| < L
Puisque lim, ) (0,0) [(# — 5y)| = |0 — 0] = 0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que
lim, 4y (0,0) f3(z,y) = 0 et donc f3 admet un prolongement par continuité en (0,0) en posant
f3(0,0) = 0.

(b) 2nd cas : xg # 0 et (z0,y0) = (z0, o).
Dans ce cas on a im ) (20,20) (T — 5Y) = 20 — 5x9 = —4dao # 0 et L n’a pas de limite, on en

déduit que f3(x,y) = (x — 5y) sin $2_y2 n’a pas de limite en (xq, a:o)

(C) 3e cas @ xg 7£ 0 et (‘I()vyo) - (Io, _IO)
Dans ce cas on a lim(ryy)%(mo,_zo)( —b5y) = xo + bxg = 6xg # 0 et yZ n’a pas de limite, on en
déduit que f3(x,y) = (z — 5y) sin(z%z) n’a pas de limite en (o, fxo).

En conclusion, f3 admet un prolongement par continuité sur Dy, U {(0,0)}, mais pas sur R?.

Exercice 13
On considere les fonctions définie de R2? dans R suivantes :

aty zy
( )

f ;
o] +4y? " |y| + 42

b b (I;, -
24 lyl’ 1+ |z 9(@: y)

f(x, y) = sup(



Sont elles continues 7
Solution: On peut exprimer les fonctions sup et inf de deux fonction F' et G par les formules

F(z,y) +Gx,y) | |Fz,y) - G@)|

sup(F. G)(z,) = : o

imgxmﬁw:F@w;G@wxjﬂaw;G@my

On en déduit que si F' et G sont continues alors les fonctions sup(F, G) et inf(F, G) sont continues.

1. les fonctions ﬁ\yl et %\r\ sont définies et continues sur R? comme quotients de fonctions continues, d’ott

flx, y) = sup(%ly|7 %I:r\) est définie et continue sur R2.

4, L S . . . . .
2. les fonctions —+% et —=L_; sont définies et continues sur R? comme quotients de fonctions continues
[z[+4y ly[+4x ’
4
9 N o "y Ty , . . 3 2
d'ou g(z, y) = 1nf(7|$‘+4y2, 7|y‘+4w2) est définie et continue sur R,



