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1 POLYGONES
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Introduction

Un polygone est une ligne brisée fermée.

Se donner un polygone revient donc à se donner une suite finie
(A0,A1, . . . ,An−1) de points du plan

définissant les n segments [A0,A1], . . . , [An−2An−1], [An−1A0].
Les points Ai (resp. les segments [Ai ,Ai+1]) sont appelés les sommets (resp.
les côtés ou arêtes) du polygone (A0,A1, . . . ,An−1).

Nous supposerons raisonnablement que trois sommets consécutifs du
polygone ne sont jamais alignés, autrement dit que les trois points
Ai ,Ai+1,Ai+2 ne sont pas alignés quelque soit l’entier i .
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POLYGONE SIMPLE

Un polygone est simple s’il ne s’intercepte pas lui même, si deux
quelconques de ses arêtes sont toujours disjointes. Un polygone simple est
aussi appelé "polygone de Jordan".

Un polygone qui n’est pas simple est dit croisé ou complexe
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POLYGONE SIMPLE

• n

• Ai i !1 ; n"

• S {Ai | i ∈ !1 ; n"}

• P som(P) P

• Π(S) P
som(P) ⊂ S

S ! som(P) P

n = 5 S Π(S)

Polygones simples

• n

• Ai i !1 ; n"

• S {Ai | i ∈ !1 ; n"}

• P som(P) P

• Π(S) P
som(P) ⊂ S

S ! som(P) P

n = 5 S Π(S)

Polygones croisés (ou complexes)
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POLYGONE SIMPLE

Même un polygone simple, peut être compliqué
’

1.1. A Few Definitions

To avoid excessive
formality

polygonal chain!closed
polygonal chain!open
polygon
n-gon
simple
To avoid excessive

formality

map to the line segment pi pi+1:1

⇡p(t) = (nt mod 1)pdnte+ ((1� nt)mod 1)pbntc2

To avoid excessive formality, we rarely distinguish between a polygonal chain P (a3

sequence of line segments), the corresponding path ⇡P (a function into the plane).4

A polygonal chain is closed if it has at least one edge and its first and last vertices5

coincide (that is, if p0 = pn) and open otherwise. Closed polygonal chains are also6

called polygons; a polygon with n vertices and n edges is also called an n-gon. Any7

closed polygonal chain describes (or less formally, is) a closed curve in the plane.8

A polygonal chain is simple if its vertices are distinct (except possibly p0 = pn)9

and its edges intersect only at endpoints, or equivalently, if the corresponding path or10

cycle is simple. To avoid excessive formality, we usually do not distinguish between11

a simple polygonal chain (formally a sequence of line segments) and the union of its12

edges (a subset of the plane). Every simple polygon has at least three edges.13

The Jordan Polygon Theorem. The complement R2 \ P of any simple polygon P in the14

plane has exactly two components.15

The phrase ‘simple polygon’ is more commonly used to describe the closed region16

bounded by a simple closed polygonal chain, but as we have not yet proved the Jordan17

polygon theorem, we don’t actually know that such a region always exists!18

A simple 10000-gon.2

3
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POLYGONE SIMPLE

Néanmoins on a le résultat suivant.

THÉORÈME ( JORDAN 1910)
Tout polygone simple divise le plan en deux régions disjointes, l’une extérieure,
l’autre intérieure, dont il est le bord.

Comment déterminer l’intérieur et l’extérieur?
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POLYGONE SIMPLE

Soit P un point. Il est facile de tester si ce point est intérieur :

1) On prends un cercle C qui entoure P et qui a aucun point en commun avec
P.

(un tel cercle existe toujours, puisqu’un polygone, n’a qu’un nombre fini de
sommets.)

2) On déssine un segment d’origine P, qui évite les sommets du polygone et
qui coupe le cercle C, en un point Q.

3) Maintenant on compte le nombre de points d’intersection du segment [PQ]
avec le polygone :

si ce nombre est impair, le point P est à l’intérieur

si ce nombre est pair, le point P est à l’extérieur
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POLYGONE SIMPLE

’
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Réseaux du plan

Un réseau de R2 est un sous-ensemble Γ de R2 de la forme

{me1 +ne2 |m,n ∈Z}

où {e1,e2} est une base de R2.

Un point du réseau est appelé un noeud.

EXEMPLE

Ï Si e1 = (1,0) et e2 = (0,1), alors le réseau obtenu n’est autre que Z2.

Ï On obtient aussi Z2 si on prend comme base e1 = (1,0) et e2 = (1,1).
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Réseaux du plan

Soit Γ= {me1 +ne2 |m,n ∈Z} un réseau de R2.
Soit {v1,v2} est une autre base de R2. Alors

Γ= {mv1 +nv2 |m,n ∈Z} si et seulement si la matrice de passage M =
(
a b
c d

)
de

la base {e1,e2} vers la base {v1,v2} est telle que a,b,c et d sont des entiers et la
valeur absolue du déterminant de M est égale à 1 c’est-à-dire
|ad −bc| = 1.
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INTRODUCTION

On souhaiterait maintenant "apprivoiser" des figures géométriques en les
inscrivant dans un réseau de carreaux de coté unité c’est à dire des
sommets dans Z2 :

FIG.1-Polygone dans un réseau
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INTRODUCTION

Le problème proposé ici est de prouver qu’on peut calculer l’aire d’un
polygone dans un réseau en comptant seulement les points intérieurs et les
points sur sa frontière.

Par exemple si T le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0,1) alors son aire
A (T )= 1

2 .

D’autre part T n’a aucun point intérieur ( IT = 0) et n’a que 3 points sur le
bord, à savoir ses sommets, ( BT = 3.)

Ainsi "le nombre de points intérieurs"+ la moitié "du nombre de points sur le
bord"−1= 0+ 3

2 −1= 1
2 =Aire deT .
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PROPRIÉTÉ DES AIRES

EXEMPLES :

Soit R le rectangle représenté dans la figure ci-desous, on sait que son aire est
égale à A (R)= ab = 2.4= 8.

D’autre part le nombre de points entiers intérieurs de R est IR = 3 le nombre de
points entiers sur le bord de R est BR = 12

d’où IR + BR
2 −1= 3+6−1= 8=A (T ).

2.3. PICK CREDIT 43

Figure 2.12: Polygons with 4 boundary points and 6 interior points

Problem 38 What numbers can appear as the area of a square on the grid?
Experiment with various possibilities and then explain the pattern you see.

Answer

Problem 39 Look at Figure 2.13. Compute the area of the rectangle R and the
triangle T . Try assigning a Pick credit of 1 to every point that is inside P and
a Pick credit of 0 to every point that is not. Points on the boundary or outside
get 0 credit. Consider how the area of interest compares with the total of the
credits. Try some other simple figures as well. Answer

R T

Figure 2.13: Compute areas.

Problem 40 Repeat the preceding exercise but this time try assigning credit of
1 to every point that is inside or on P. Points outside get zero credit.

Answer

Problem 41 Can you see a way to improve the approximation in Problem 40
by giving less credit for the grid points that lie on the polygon (i.e., on the edges
of the rectangle R or of the triangle T )? Answer

 Bruckner-Thomson-Bruckner Mathematical Discovery

ClassicalRealAnalysis.com
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PROPRIÉTÉ DES AIRES

EXEMPLES :

Soit T un triangle rectangle représenté dans la figure ci-desous, on sait que son
aire est égale à A (T )= 1

2 ab = 1
2 2.4= 4.

D’autre part le nombre de points entiers intérieurs de T est IT = 1 le nombre de
points entiers sur le bord de T est BT = 8

d’où IT + BT
2 −1= 1+4−1= 4=A (T ).

2.3. PICK CREDIT 43

Figure 2.12: Polygons with 4 boundary points and 6 interior points

Problem 38 What numbers can appear as the area of a square on the grid?
Experiment with various possibilities and then explain the pattern you see.

Answer

Problem 39 Look at Figure 2.13. Compute the area of the rectangle R and the
triangle T . Try assigning a Pick credit of 1 to every point that is inside P and
a Pick credit of 0 to every point that is not. Points on the boundary or outside
get 0 credit. Consider how the area of interest compares with the total of the
credits. Try some other simple figures as well. Answer

R T

Figure 2.13: Compute areas.

Problem 40 Repeat the preceding exercise but this time try assigning credit of
1 to every point that is inside or on P. Points outside get zero credit.

Answer

Problem 41 Can you see a way to improve the approximation in Problem 40
by giving less credit for the grid points that lie on the polygon (i.e., on the edges
of the rectangle R or of the triangle T )? Answer

 Bruckner-Thomson-Bruckner Mathematical Discovery
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PROPRIÉTÉ DES AIRES

On désigne par noeud un point du plan à coordonnées entières.

On a plus généralement :

THÉORÈME

Soit P un polygone simple (sans croisements) dans un réseau de carrés de coté
unité. Alors

A (P)= Ip + BP

2
−1

où A (P)= l’aire de P, Ip = le nombre de noeuds intérieurs et
BP = le nombre de noeuds sur la frontière.

La formule précédente est appelée formule de Pick.
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PREMIÈRE ÉTAPE

Montrons que cette formule se comporte bien lorsqu’on décompose le
polygone P en deux polygones P1 et P2 ayant un seul côté en commun,

cela revient à montrer que si la formule est vraie pour P1 et P2 alors elle est
vraie pour P.

FIG. 2-Décomposition de P en P1 et P2.
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PREMIÈRE ÉTAPE

Etant donné un polygone P obtenu en accolant
à un côté deux polygones P1 et P2.
Comme la formule de Pick est supposée vraie pour P1 et P2 on a :

A (P)= (IP1 +
1

2
BP1 −1)+ (IP2 +

1

2
BP2 −1)

Soit c le nombre de points sur le côté commun à P1 et P2. On a :

IP = (IP1 + IP2)+ (c−2)

BP = (BP1 −c)+ (BP2 −c)+2

On en dédult que :

A (P)= IP − (c−2)+ 1

2
(BP +2(c−2)+2)−2

Ainsi

A (P)= IP + 1

2
BP −1
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PREMIÈRE ÉTAPE

On a donc montré que la formule de Pick est additive, comme la mesure de
l’aire, A (P)=A (P1)+A (P2)

On peut décomposer successivement le polygone P en polygones sur le
réseau, jusqu à n’avoir que des polygones avec le moins de cotés possible :

c’est-à-dire des triangles. Ainsi la preuve de la formule se ramène au cas
des triangles.

FIG. 3-Décomposition en triangles.

Question 1 : comment trianguler un polygone? Quelle est la façon la plus
algorithmique ?

Question 2 : comment compter le nombre de noeuds intérieurs d’un
polygone? et sur le bord?
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SECONDE ÉTAPE

DÉFINITION

Un triangle est dit primitif s’il n’a pas de noeud intérieur, ni sur le bord, autres que
ses sommets.

42 CHAPTER 2. PICK’S RULE

essential training for our task and help reveal the true nature of the problem we
are trying to solve. One goal we have, in addition just to familiarization with
area problems, is that of finding the appropriate Pick credit that might work for
our area problem.

A good starting point is to investigate the area of primitive triangles. A
triangle on the grid must have all three vertices on the grid. If it contains no
other grid points then it is called a primitive triangle.

Figure 2.11: Some primitive triangles.

Problem 33 (Primitive triangles) What can you report about the area of prim-
itive triangles?

Answer

Problem 34 Find a number of triangles that have vertices on the grid and con-
tain only one other grid point, which is on the edges of the triangle. What did
you observe for the areas? Answer

Problem 35 Find a number of triangles that have vertices on the grid and con-
tain only one other grid point, which is inside the edges of the triangle. What
did you observe for the areas? Answer

Problem 36 In Figure 2.12 we see a collection of four polygons each of which
has 4 boundary points and 6 interior points. Compute the areas and comment.

Answer

Problem 37 Show that it is possible to construct a polygon on the grid that has
as its area any one of the numbers

1
2
, 1, 3

2
, 2, 5

2
, 3, 7

2
, 4, . . . .

Answer

 Bruckner-Thomson-Bruckner Mathematical Discovery
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SECONDE ÉTAPE

PROPOSITION

Tout polygone sur le réseau peut être décomposé en triangles primitifs.

L’existence d’une telle triangulation peut s’expliquer, en introduisant le jeux
suivant :

Le jeux consite à décomposer à chaque étape le polygone ( à sommets
entiers) en deux polygones à sommets entiers, en utilisant l’une des deux
règles suivantes :

1) le joueur choisit deux points entiers du bord, et les relie par un segment
entièrement contenu dans l’intérieur du polygone

2) le joueur choisit deux points entiers du bord, et les relie à un point entier de
l’intérieur du polygone
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SECONDE ÉTAPE

À chaque tour, le joueur choisit un (sous) polygone de la décomposition et
applique l’une des deux pour le décomposer en deux (sous) polygones.

le jeux se termine, quand il n’y a plus de polygone à decomposer.

Le gagnant est celui qui a réalisé le dernier mouvement.

Ainsi, le jeux est terminé lorsqu’il n’y a plus de points entiers à relier, ni de
diagonal entre points entiers :

c’est à dire que le polygone est décomposé en triangles primitifs.
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SECONDE ÉTAPE

Voici un exemple d’une telle triangulation.

2.6. SUPPLEMENTARY MATERIAL 53

Type 2 The player selects two grid points on the boundary of the polygon and
also a grid point in the interior. The two line segments joining the interior
grid point to the two boundary points are constructed provided they are
entirely inside the polygon.

Note that each play of the game splits the original polygon into more and
more pieces. More precisely, after the first move the original polygon has been
split into two polygons, after the second move there will be three polygons, and
after the kth move there will be k+ 1 polygons. At some point we must run
out of grid points that can be joined and the game terminates with a winner
declared.

Figure 2.21: A starting position for the game.

Problem 53 Play the splitting game using the polygon in Figure 2.21 as the
starting polygon. What can you report? Answer

Problem 54 Play the splitting game a few times with some simple choices of
polygons. What can you report? Answer

Problem 55 Prove that any play of the splitting game always ends with a prim-
itive triangulation of the starting polygon.

Answer

Problem 56 Use Pick’s formula to compute the area of all primitive triangles.
Answer

Problem 57 Suppose that the starting polygon has B grid points on the bound-
ary and I grid points in its interior. Using Pick’s theorem, determine how many
triangles there are in the final position of the game and how many moves of the
splitting game there must be. Answer

Problem 58 Suppose that the starting polygon has B grid points on the bound-
ary and I grid points in its interior. Which player wins the game?

Answer

 Bruckner-Thomson-Bruckner Mathematical Discovery
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80 CHAPTER 2. PICK’S RULE

Figure 2.37: A final position in this game.

One thing that is evident from this particular play of the game is that the final
position is a primitive triangulation of the original polygon. Would all plays of
the game result in a primitive triangulation?

In playing this game there were exactly 8 moves and so it was the second
player who made the last move and won the game. Would all plays of this game
have the same result or was the second player particularly skillful (or lucky)?

Problem 54, page 53
Choose a polygon that is not too large and play a few games (alone or with a
friend). You will certainly observe that the game ends with a primitive triangu-
lation of the original polygon. You may also have observed that, if you lost the
game, each time you repeated the game (with the same starting position) you
also lost, no matter what new strategy you tried.

Did you observe anything else? You could have, if you thought of it, also
have counted the number of moves and counted the number of triangles in the
final figure. But perhaps you didn’t notice anything about this count beyond the
fact that the number of moves and the number of triangles are closely related
and these numbers didn’t change when you replayed the game on this polygon.

Problem 55, page 53
The game ends after a certain number of moves. Call this number n. Thus, after
n moves, the polygon has been split into n+1 subpolygons.

Are they all triangles?

Let us suppose not, i.e., that there is a subpolygon in the final position with 4 or
more vertices. According to the splitting argument of Section 2.1.4 there must
be a line segment joining two of these vertices for which the line segment is

 Bruckner-Thomson-Bruckner Mathematical Discovery

ClassicalRealAnalysis.com
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FORMULE D’EULER

On va introduire maintenant : la formule d’Euler,

cette formule a montré son utilité dans enormément de problèmes, et en
particulier pour celui-ci.

Soit un polygone P décomposé en triangles.

Notons par S le nombre total de sommets, par C le nombre de cotés, et par
T le nombre de triangles.

Par exemple, dans la Figure 4 ci-dessous, on a S = 9, C = 17, T = 9.
Considérons le calcul suivant : S−C+T = 9−17+9= 1.

On peut experimenter : on prend un polygone, on le décompose en triangles
de façon arbitraire et ensuite on calcule l’expression S−C+T .

Le résultat semble être toujours égal à 1. Est-ce une coincidence ?
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FIG.4-Décomposition plus fine en triangles .

FORMULE D’EULER

Pour tout polygone P simple et toute décomposition en triangles de P, on a la
formule d’Euler suivante :

S-C+T = 1
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Preuve
On s’imagine que le polygone P est une île entourée par la mer et que les cotés
de P sont des digues. Que se passe-t-il quand on supprime l’une des digues qui a
de l’eau d’un seul coté?
Un triangle disparaît, un coté est supprimé et le nombre de sommets ne change
pas. Par cette opération la formule d’Euler n’a pas changé non plus. On termine la
preuve par une récurrence sur le nombre de côtés.

La formule d’Euler permet de calculer le nombre de triangles dans une
décomposition de P en triangles primitifs.

LEMME

Le nombre de triangles dans une triangulation en triangles primitifs de P est égal
à :

2IP +BP −2,

où IP est le nombre de noeuds intérieurs de P et BP est le nombre de noeuds sur
le bord de P.

Polygones 18 mars 2016 29 / 37



LES PREUVES

PREUVE DU LEMME

On va calculer le nombre de côtés de deux façon et utiliser la formule
d’Euler.

Comme chaque triangle contribue à 3 côtés, chaque côtés intérieur est
compté 2 fois et chaque côté exterieur ( sur le bord) une fois on aura :

3T = 2Cint +Cext

D’autre part, puisque P est un polygone simple, le nombre de sommets sur
le bord est égal au nombre de côtés extérieurs

Bp =Cext .

On a aussi S = Ip +Bp et C =Cint +Cext
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LES PREUVES

PREUVE DU LEMME : SUITE

Finalement, en considérant la formule d’Euler S−C+T = 1 on obtient :

T =−2T +2Cint +Cext

= −2T +2C−Cext

= 2(C−T )−Bp

= 2(S−1)−Bp

= 2Ip +Bp −2
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LES PREUVES

LEMME

L’aire de tout triangle primitif est égale à 1
2 .

Preuve :

Si le triangle primitif a un coté horizontal ou vertical sur le réseau, alors la
preuve est claire : on se ramène par une isométrie au cas d’un triangle de
sommets (0,0), (0,1) et (1,0).

Sinon, tous les cotés sont obliques et on sélectionne le plus grand d’entre
eux. Il est la diagonale d’un rectangle sur le réseau.

Montrer d’abord que le 3eme sommet de notre triangle se trouve à l’intérieur
de ce rectangle. (utiliser bien sûr que le triangle est primitif)

Les triangles primitifs avec des cotés obliques sont tous très aplatis.

En règle générale, les dessins sont de toute façon seulement pour s’orienter,
ils ne font pas une preuve.
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LES PREUVES

Ajoutant quelques notations à la figure. Le triangle primitif est noté AEC. Les
distances entre les lignes pointillées sont exprimées par les entiers positifs
p, q, r , s. Ainsi AB = p+q et BC = r +s. Le premier calcul c’est l’aire de
AEC en fonction des entiers p, q, r , s. Ainsi :

AAEC = 1

2
(p+q)(r +s)−qs− 1

2
rq− 1

2
ps.
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LES PREUVES

FIG. 2 –Notations.

Il va falloir prouver donc que AAEC = 1

2
, ce qui revient à l’égalité suivante,

après simplification :
(2) pr −qs = 1.

Pour montrer cette égalité, on calcule le nombre de noeuds dans le demi
rectangle ABC (qui contient notre triangle primitif AEC) en fonction de
p, q, r , s. Pour ceci, il nous faut le résultat suivant.
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LES PREUVES

LEMME

Le nombre de noeuds sur un triangle rectangle avec les cotés le long du réseau
et dont l’hypoténuse ne contient pas de noeuds autres que les sommets est

1

2
(a+1)(b+1)+1

où a, b ∈N sont les longueurs des cotés en angle droit.

FIG. 2 –Notations.Polygones 18 mars 2016 35 / 37



LES PREUVES

On a donc notre triangle AEC, deux triangles rectangles et un petit
rectangle.

Remarquons que le triangle AEC ainsi que ses cotés ne contiennent pas de
noeuds autres que les sommets A, E , C. Il est clair que le nombre de
noeuds sur le petit rectangle est (q+1)(s+1).

On utilise le lemme ci-dessus pour poursuivre les calculs. Ensuite assembler
les figures (attention à ne pas compter plusieurs fois un même noeud !).

Écrire l’égalité issue des deux calculs différents du nombre des noeuds dans
ABC et simplifier cette équation. Si tout est bien fait, on trouvera à la fin la
relation pr −qs = 1, donc ce qu’il fallait prouver.

EXERCICE

Vérifier les calculs
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LES PREUVES

En résumé :

THÉORÈME DE PICK

Tout polygone simple P inscrit dans un réseau admet une triangulation primitive,
de plus

L’aire de tout triangle primitif est égale à 1
2 .

Le nombre de triangles primitifs dans la triangulation de P est égal à

2Ip +Bp −2

où Ip et Bp sont respectivement les nombres des noeuds du réseau
intérieurs et sur le bord de P.

En particulier l’aire de P se calcul par la formule Ip +
Bp

2
−1.
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