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Exercice 1
Ona[X,Y]=0et

dw = d(z* + 2y) Adx + d(x + y*) Ady = —dzx A dy.

w(X) = (2% + 22y) + (22°%y + 22y3) = 23 + 22y + 222y + 229> d’ou
Lyw(X) = y(2z + 222 + 62y?) = 22y + 222y + 6293

w(Y) = (zy +y3) dott

Lxw(Y) = ay + 2xy(x + 3y?) = 2y + 222y + 6293

et enfin dw(X,Y) = —(dz A dy)(x(% + QQ:ya@y,ya%) = —zy.

Exercice 2 On a 84)2”“ =2x; siet g‘i’? =2x;8ii=

pour k —n <4 <m1n{k n+1}.

On vérifie que ¢ est de rang n + 1 sur R — {0}. Par exemple si 21 # 0,
alors le premier mineur (n + 1) x (n + 1) de D¢ est égal & 2(xy)" ! # 0. Si
x1 =0 et zo # 0, alors la premiere ligne est nulle, le mineur (n 4 1) x (n + 1)
A partir de la deuxieme ligne d est égal & 2(z2)" " # 0, etc. ..

Soit S” la sphére unité de R™**1 et ¢ la restriction de ¢ & S™. On considere
I'application f : S™ — R?" définie par f;, = qik pour 1 < k < 2n.

Sur S™, ¢an+1 = 1. Donc le rang f =rang ¢ = n. soit 7 la projection naturelle
de S™ sur P, (R). On vérifie que f(z) = f(2') si et seulement si x = +z'.

Donc f passe au quotient en une application f P, (R) — R2", f est injective
par construction, est une immersion car f = f o7 et 7 est un difféomorphisme
local. Comme P, (R) est compact, f est aussi propre, donc un plongement.

k+1 8% _

sinon = Tpi1—g

Exercice 3
1) Comme V — W est ouvert dans V, c’est une sous-variété, donc C est

ouvert dans V — W et donc dans V. Si C' — C était vide, C' serait ouvert

et fermé dans V (cas W =V ou W = (). Ces cas exclus, la frontiere de

C est égale a celle de V' — C donc ne rencontre pas V — (W U C) qui est

dans l'intérieur de V — C. Donc C — C' C W.

Soit # € C'—C et on choisit une carte (Uy, @) de W en z telle que p(z) = 0,

p(Uz) = B™ et (U, NW) = B"N(RP x {O}” P), ol B™ est la boule unité.

Alors (U, NC) est un ouvert fermé de B"—RRP x{0}"~P, non vide puisque

0 = ¢(z) lui est adhérent. Deux cas sont a distinguer :

a) p=n—1:B"—-RPx {0}"? a deux composantes connexes B et B",
dont I'une au moins est contenue dans (U, NC), et B"N(R?P x {0}"P)
est adhérent & chacune.



b) p<n—1:B"— (RP x {0}"P) est connexe, p(U, NC) = B"N (RP x

{0}"7P) et B"N(R? x {0}"P) est encore adhérent & B™ — (RP x {0}" 7).
On voit donc dans les deux cas que =1 (B"N(RP x {0} P)) = U, NW C
C NU, et donc C — C est un ouvert dans W. Comme il est évidemment
fermé, donc C' — C' est une composante connexe de W.

2) Si C est une composante connexe de V' — W et si W est connexe, on
aC —C =W dapres 1). Soit x € W = C — C, et prenons une carte
comme dans 1). Chaque composante de V — W doit contenir ¢~(B") et
<p*1(Bi), il y en a donc au plus deux, puisqu’elles sont disjointes.

Si W a k-composantes connexes Wy, ..., Wy, on procede par récurrence
sur k :
V— (Wi U...UWj_1) a s-composantes connexes C1,...,Cs avec s < k.
Comme W}, est connexe il est contenu dans I'un des C;, soit C';. On a
donc :

VW= (C,—Wi)UCyU...UC,

comme C; — W}, a au plus 2 composantes connexes, V — W a donc au plus
(s 4+ 1) composantes connexes, avec s + 1 < k + 1.

3) Soit C' une composante de V —W et 2 € C' — C. Reprenant les notations
de 1), on voit que ¢(U, N C) = B", et donc que x est intérieur & C.
Ceci montre que C' est ouvert et fermé dans V, donc que C' = V. Comme
C CCUW CV,on a égalité, dou V —W = C.

Exercice 4
1) Par hypothese, on a pour tout ¢, f; o j = x; o j, autrement dit j*(f;) =
J*(z;). Or

J (wrdaa Ao Nday) = 5 (x)diT () AL AT (20)

J(frdfe AN dfn) = 5 (FOdT(f2) A AT (f)

donc

Le théoreme de Stokes appliqué a la forme induite par x1dzs A ... A dxy,
sur A donne

/dzl/\.../\da:n:/ J (xrdzo AL AN dxy)
A 94

De méme, le théoreme de Stokes appliqué a la forme induite par
fidfi A ... A dfy, sur A donne

/dfl/\.../\dfnz/ F*(frdfa A ... Adfy)
A 0A

La formule (*) en résulte.



2) Soit € V. Comme f est a valeur dans 0A, qui est une sous-variété de di-
mension n—1, le rang de f est < n. Les formes linéaires df (), ..., df,(z),
lignes de la matrice jacobienne de f, sont donc linéairement dépendantes,
donc dfi(x) A...Adfn(z) =0 :la n-forme dfs A... Adf, sur V est donc
identiquement nulle.

D’autre part, comme A est munie de 'orientation induite par celle de R™,
I'intégrale f 4 dri A Ndzy, est le volume euclidien de A, donc un nombre
positif non nul, ce qui contredit (x).

Exercice 5 Soit V une variété différentielle de classe C" (r > 3). soit X un
champs de vecteurs sur V et ¢ son flot local.
a) Soit s un nombre réel.
11 est clair que (t,2) — @¢s(x) est un groupe local de difféomorphisme de
V. D’autre part t — g est la composée de la multiplication par s et de

U — @,. Par suite (%@) = sX(z). Le champ de vecteurs associé
t=0
est donc sX.

b) Posons a(t) = (fop:)(z) et B(t) = (Vyo f)(x). @ et S prennent en t = 0,
la valeur f(z). Il suffit donc de montrer que « et 3 satisfont toutes les
deux 1’équation d’;—(tt) =Y (v(t)).

11 vient
d d
) Ty o SO = Tof 0 X(20(&)) = Vyoguta) = Yt
d
B — yweo 1)) = Yo

i) Soit X (z,y) = a(z, y)a% + b(z, y)a% un champ de vecteurs sur R2.
Pour que X soit p-adapté a un champ de vecteurs sur R, il faudrait que
pour tout couple (zo, o), (z1,y1) de R? telle que f(zo,y0) = f(z1,91),
i.e. xg = 1 = x on doit avoir
D (3,40)P(X(2,90)) = D(5,4,)P(X (7, 1)) ce qui nous donne comme condi-
tion a(x,yo) = a(x,y1) pour tout x,yo,y1 dans R.

ii) De méme la condition sur X est que

D(m,yo)f(X(x’yO)) = D($7y1)f(X(x7y1))

_ T T

comme D(z,yo)f(X('T7y0>) = m et D(xﬂl)f(‘x(wvyl)) = \/ma

cette condition n’est pas satisfaite si yo # y1,
il n’existe pas de champ de vecteurs R f-adapté a X.
¢) Comme f est un difféomorphisme, le champ de vecteurs f. X est f- adapté
a X, donc son flot 1 est caractérisé par le fait que ¥; o f = f o ¢y, Il est
donc égale & f o, o f71.
d) La restriction d’un groupe local & 1-parametre ¢ de difféomorphisme a
un voisinage plus petit de {0} x V' détermine le méme champ de vecteurs
que @. On déduit donc d).



e) Soient X et Y des champ de vecteurs sur V, ¢ et ¢ leurs flots respectifs.
Comme [X,Y] = 0 est équivalent & ; o 15 = )5 0 @y pour tout s et t
voisin de 0, on obtient que W, oWy = @ 01 0 g0 = pro g0 0thg =
Pt+s ©WYips = Wiy pour t et s proche de 0. De plus Uy = ¢ 0 99 = Idy.
Donc Uy est un groupe local a 1-parametre de difféomorphismes de V.
Drautre part £ (1 (x))i=o = X (Wo(2))+ T, () 01 (Y (Y1()) = X (¥4(2))+
(0).Y (Wi(a)).

Comme [X,Y] = 0 est aussi équivalent & (¢:).Y = Y, on obtient donc
que le champs de vecteur associé a ¥, est X + Y.



