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Chapitre 5

Extrema liés (ou sous contraintes)
et multiplicateurs de Lagrange

DEFINITION
Soit f : U — R une fonction, U ouvert d'un espace vectoriel normé E.

Soit S un sous-ensemble de E et a € S. On dit que f présente un minimum local
sous contrainte S (respectivement un maximum local sous contrainte S au point a
sil existe un voisinage ouvert de a, V tel que

f(a) < f(x) (respectivement f(a) > f(x))

pour tout x € VN S.

On dit que f présente un extremum sous la contrainte S au point g, si la restric-
tion de f a S présente soit un minimum local, soit un maximum local.

On dit que f présente un extremum global au point g, si I'inégalité est vrai pour
toutx € S.

Notation : f|s est la notation pour I’application restriction de f a S.

THEOREME (METHODES DES MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE)
Soit U C R" un ouvert. Soit g : U — R?, x — (g1(x), ..., gp(x)) une application de
classe C', r > 1. Posons S = ¢~1(0) = {x € U;g(x) = 0}. On suppose que, pour
toutx € S, Dg(x) : R” — IR” est surjective.

Soit f : U — R une fonction de classe C".

Alors, une condition nécessaire pour que la restriction de f a S présente un ex-
trémum local en un point a € S, est qu'il existe p nombres réels Ay, ..., A, (appelés
les multiplicateurs de Lagrange) tels que :

P
Df(a) = ;)\iDgi(ﬂ)-
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En coordonnées ceci s’écrit : pour tout j € {1,...,n}

p .
9 4y = Dggw

ox; i=1

REMARQUE. Notons que pour chercher un extrema lié (c-a-d avec contrainte) nous
aurons :
1) n + p inconnues ay, ..., A, A, ..., Ap et

$1(0) = .. = gy(a) =0,

2) n+ p équations : { 5 3¢, .
! {a£<a>=2f:1ma§j<a>, 1<j<n

Démonstration: Dg(a) : R" — R surjective est équivalent a dire que la matrice jaco-
bienne de J, () est de rang p, on peut donc en extraire une matrice p X p de détermi-
nant non nul, on peut supposer quitte renuméroter les vecteurs de la base canonique

de R" que
8g1-
det [ == 0.
¢ (ax]') 1<i<p 7&

n—p+1<j<n

Alors, si l'on écrit R” = R" P x R? et on note x = (x1,y1) avec x; la variable
dansR"~7 ety la variable dans IR”, on aura que Dy, g(a) : R” — IR” est une bijecion,
on se ramene ainsi a la situation du théoréme 5.0.24, ainsi il existe L € £L(R?,R) tel
que

Df(a) = Lo Dg(a)
c-a-d il existe (Aq,...,A,) € R” tel que

Dg1(a) »
Df(ﬂ) = (/\1,...,)\;;) = . AiDgi(a).
Dgp(a)) '

REMARQUE. 1) Sila condition de surjectivité de la différentielle de g n’est pas satis-
faite, la méthode des multiplicateurs de Lagrange ne permet pas de trouver des
solutions, méme si elles existent. par exemple, si g(x,y) = y> — x° et f(x,y) =
(x +1)% + 2 le carré de la distance au point P = (—1,0). 2)

P

On voit que le minimum de f restreinta S = ¢~1(0) est atteint au point (0,0) € S
et vaut 1, mais grad f(0,0) = (1,0) et grad g(0,0) = (0,0) montre qu’il n’est pas
possible de trouver A € R tel que grad f(0,0) = Agrad (0,0).
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2) (Résultats liés a 1a compacité)

5.0.22 THEOREME
Soit K C R" un compact et f : K — R une fonction continue. Alors f atteint son
maximum et minimum c-a-d il existe a € K, b € K tels que : f(a) = max f(x) et
xe

f(b) = min f(x).

En effet, I'image d'un compact par une application continue est un compact, d’ot1
f(K) est un compact de R, donc fermé borné dans R, il contient alors ses bornes
supérieure et inférieure.

5.0.23 EXEMPLE. 1. Soit f(x,y) = xy et cherchons ses extréma sur le cercle unité §! =
{(x,y) € R%*g(x,y) = x*+y?>—1 = 0}; on sait que ces extréma existent
car S! est compact. Cherchons d’abord les points critiques; la méthode des
multiplicateurs de Lagrange nous conduit a résoudre le systéme suivant :

y =2Ax

1 1 1
x =2Ay @x2:y2:2:>a:<:l:\/;,:|:\/;>

x> 4+yr=1

1y a donc4 points critiques. f <\/T, \/2> =f <—\/T,—\/g> =letf (—\/T, \/g> =
f (\/g, —\/E) = —%. Le maximum de f est % et son minimum est —%.

2. Soit f(x,y,z) = x+y + z et cherchons ses extréma sur l'ellipsoide S d’équation

g(xy,z) = "72 + yzz + % —1 = 0. On sait que f atteint ses extrema sur S,
parceque c’est un compact de IR? (a justifier!) .
Comme grad f(x,y,z) = (1,1,1) et grad g(x,y,z) = (x, %, %), la méthode des

multiplicateurs de Lagrange, nous ramene a la résolution du systéme suivant :

1=Ax )\:%
1:)&% y =2
& = a = +3(%,2,1). Alors,
1=A73 z = 3x v \f(3 3/1). Alors
2efi2on (oo
f(\@(%, %, ) = 24/3 est le maximum de f et f(—\/g(%,%,l)) = —2+/3 son
minimum.

3. Sionremplace l'ellipsoide par la surface, non compacte, V d’équation h(x, y,z) =
_sz + L+ % —1 = 0, le méme calcul nous donne deux points critiques a =
VAL, -1, -3y etb = va(L, -1, -3).

Mais, f n’a pas d’extrémum sur V, en effet le long du chemin tracé sur V,
défini pary : t € R+ (£,2,t1/3) € V,ona f(y(t)) = t(1 + V/3) +2, prend
ainsi des valeurs arbitrairement grandes et arbitrairement petites.
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Le cas de la dimension infinie

Soient E; et E, des espaces de Banach, U C E;, V C E, des ouverts et f :
U xV — R une application différentiable. On note x la variable dans U et y la
variable dans V.

THEOREME
Soit S = {(x,y) € U x V|g(x,y) =0} avecg: U x V — Fdeclasse Cl et (a,b) € S,
ou F est un espace de Banach.

On suppose que D,g(a,b) € Isom(Ey, F). Si f présente un extrémum sous la
contrainte S au point a alors :

il existe L € L(F,R), appelé multiplicateur de Lagrange, tel que

Df(a,b) = Lo Dg(a,b).

Démonstration: 1. D’apres le théoreme des fonctions implicites 4.1.5 appliqué a g,
'ensemble S est localement le graphe d"une fonction de classe C!, plus préci-
sément, il existe des voisinages ouverts, U, C U, V}, C U et une fonction de
classe C!, ¢ : U, — Vj tels que, ¢(a) = b, SN (Uy x V3) = {(x, ¢(x))|x € Vo }
et Dp(a) = — (Dyg(a,b))f1 oDyg(a,b)

2. Onposeh:U, = S, x — (x,¢(x)).
La restriction de f a SN (U, x V) est la fonction: foh : U, — R, x —
f(x, ¢(x)). La dérivation des fonctions composées nous donne

D(foh)(a) = Dxf(a,b) + Dyf(a,b) o Dg(a).

3. Maintenant, la restriction de f a S présente un extrémum en (a, b) si et seule-
ment si f o h présente un extrémum en a. D’apres la proposition??, on aura
nécessairement D(f o h)(a) = 0, d’oit Dyf(a,b) = —Dyf(a,b) o Dg(a) =
Dyf(a,b)o (Dyg(a,b)) 1o D.g(a,b), comme on toujours Dy f(a,b) = Dy f(a,b)
Dyf(a,b)o (Dyg(a,b)) 1o Dyg(a,b), On obtient finalement :

Df(a,b) = Lo Dg(a,b)

avec L = Dyf(a,b) o (Dyg(a,b))fl. -

REMARQUE. On dit que l'application & : U, — S, x — (x, ¢(x)), est une paramétri-
sation locale de S au voisinage de (a,b).

EXEMPLE (L'INEGALITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE). Etant donnés n réels posi-
tifs, a1, ..., a,, on définit leur moyenne arithmétique par w et leurs moyenne

géométrique par {/aj ...a,. on alors

Wag...ay <

a+...+ay
-,

o) IdEz =
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On va utiliser la méthode des multiplicateurs de lagrange pour démontrer cette
inégalité.

Sil'un des a; = 0, I'inégalité est vérifiée, on supposera pour la suite que les a; >
0.Enposant A =Y a;etx; = %,onaura ) ; x; = 1, x; > 0 etle probleme revient
a montrer xy...x,; < (%)n On a traduit le probleme précédent en un probléme
d’extréma : Posons U = {x = (x1,...,x,) € R"|x; > 0}, g(x) = Y x;—1et
f(x)=x1...%,.

1l suffit donc de montrer que le maximum de la restriction de f a S = ¢~ 1(0) est
égal a ()"

Comme, Dg(x) = (1,...,1), Dg(x) : R" — R est une forme linéaire surjective.

D’apres, la méthode des multiplicateurs de Lagrange, si un point x € S est un
extrémum pour la restriction de f a S, il existe A € R tel que

Df(x) = ADg(x)

Dong, pourj € {1,...,n}, [T xi = A cecientraine: Ax; = ... = Ax, = [T xi
Comme les x; # 0,alors A # Qetx; = --- = x, = % D’ot1 le maximum de la
restriction de f a S est atteint au point (1,..., 1) et vaut (1)".
Exercice (inégalité de Holder) Soient p et g deux nombres réels > 1 tels que % + % =
1. Soienta; et b;, i € {1,...,n}, des nombres réels > 0. alors

1 1
n n 2 n q
i=1 i=1 i=1

1
Indication : On suppose a; # 0. On pose A = (L} ,a!)” etetx; = %. Alors
1

Y7, xf = 1. On fixe, les b; et on pose B = (Y, b!)7. On est ramener alors a
montrer que si g(x) = Y4 x’ —1 =0, alors f(x) = Y, bx; < B.

5.0.3 Annexe : une condition suffisante pour les extréma liés

Soient E; et E; des espaces de Banach, U C E;, V C E; des ouverts. On note x la
variable dans U et y la variable dans V.

Soit S = {(x,y) € Ux V|g(x,y) = 0} avec g : U x V — F de classe C? et
(a,b) € Stel que Dyg(a,b) € Isom(E, F), ot F est un espace de Banach.

Le théoreme 5.0.24, nous donne une condition nécessaire pour qu'une applica-
tion de classe C?, f : U x V — R, présente un extrémum sous la contrainte S au
point a a savoir : il existe L € L(F,R),tel que Df(a,b) = Lo Dg(a,b).

Pour étudier la nature du point (a,b), c-a-d décider si c’est un extrémum local
de f|s, on peut appliquer l'étude faite pour le cas sans contrainte (voir le théoreme
3.0.86 ), ala fonction fohouh : U, — S, x — (x, ¢(x)), est une paramétrisation de
S au voisinage de (a,b). ( voir la démonstration du théoreme 5.0.24 ou la remarque
qui la suit).
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1l faut donc examiner la forme bilinéaire D?(f o h)(a).
Ona D(foh)(x)v=Df(h(x))Dh(x)v pour tout x € Uy, etv € E;.
La différentielle seconde de f o I est la forme bilinéaire :

D(f o) (x)(v,w) = D*f(h(x))(Dh(x)v, Dh(x)w) + Df (h(x)) D*h(x) (v, w)

pour tout x € Uy, eto,w € Ej.
Onnotera que D?h(x)(v,w) € Ey X Ep, d’otu Df (h(x))D?*h(x)(v,w) € R. Comme
h(a) = (a,b) on a, pour tout v, w € Ej.:

D?(f oh)(a)(v,w) = D*f(a,b)(Dh(a)v, Dh(a)w) + Df(a,b)D*h(a) (v, w).
D’autre part, g o h = 0, donc pour tout x € U,, D(g o h)(x) = D(h(x))Dh(x) = 0 et
D?(goh)(v,w) = D?>g(h(x))(Dh(x)v, Dh(x)w) + Dg(h(x))D?h(x)(v,w) = 0. Pour
X = a,ona, pour tout v,w € Ej.

D?¢(a,b)(Dh(a)v, Dh(a)w) = —Dg(a,b)D*h(a)(v, w).
Comme (a,b) est un point critique de f|g, il existe L € L(F,R),tel que Df(a,b) =
Lo Dg(a,b),d ou
D?(f oh)(a)(v,w) = D*f(a,b)(Dh(a)v, Dh(a)w) + L o Dg(a,b)D*h(a)(v, w)
= D*f(a,b)(Dh(a)v, Dh(a)w) — L o Dg(a,b)(Dh(a)v, Dh(a)w).
Finalement
D?(f o h)(a)(v,w) = (D*f(a,b) — Lo D*g(a,b)) (Dh(a)v, Dh(a)w)
pour tout v, w € Ej.
5.0.29 Exercice Montrer que ImDh(a) = KerDg(a,b).
Ceci nous amene a étudier la forme bilinéaire D?f(a,b) — Lo D?¢(a, b) sur KerDg(a, b).

On a donc

5.0.30 THEOREME
On pose B = D?f(a,b) — L o D?>g(a,b), Si la restriction de B a KerDg(a) est :
— définie positive, a4 est un minimum local de f|s.
— définie négative, a est un maximum local de f|s.

En dimension finie on aura

5.0.31 THEOREME
Soit U C R" un ouvert. Soit g : U — R?, x — (g1(x),...,8p(x)) une application
de classe C", r > 2. On suppose que, pour tout x € U, Dg(x) est surjective. Posons
S = ¢~ 1(0). Soit f : U — R une fonction de classe C’.
Soita € S tel queil existe L = (Aq,...,A,) € RP avec: Df(a) = Y1 A;Dgi(a).
On pose Q(v) = D?f(a)(v,v) — Lo D?¢(a)(v,v).
Si la restriction de Q a KerDg(a) est :
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— définie positive c-a-d Q(v) > 0 pour tout v € KerDg(a) — {0}, a est un mini-
mum local de f|s.

— définie négative c-a-d Q(v) < 0 pour tout v € KerDg(a) — {0}), a est un
maximum local de f|s.

EXEMPLE. soient a,b et ¢ trois nombres réels > 0. Déterminer le volume maximal
d’un parallélogramme inscrit dans l’ellipsoide d’équation Z—; + Z—z + 'z—i —-1=0.

On doit déterminer le maximum de la fonction f : U — R,(x,ty,z) — 8xyz,
sur 'ensemble S = ¢71(0) avec ¢ : U — R, g(x,y,2z) = ’;—; + g—; + i—i —1l,oul =
{(x,y,z) € R3|x >0,y >0,z > 0}.

Soit P = (x,y,z) € S un extremum de f|s, la méthode des multiplicateurs de
Lagrange, nous ramene a la résolution du systeme suivant :

8yz = 24¢ A = 12xyz

SXZ_@ JC:% a b 4abc
Sxy—& Aad y:\% ép:(ﬁ,%,%)etA—W.Mam-
a2+b2 _1 Z:%

tenant, on doit montrer que f|s présente un maximumen P = (-% 3 f’ 7) on doit

pour cela étudier la forme bilinéaire D2 f(P) — AD?¢(P), ceci revient a étudier la
forme quadratique ; puisque P = (% Nl \[, 7) etA = 4\“/}5 ona:

Qo) ='v (Hf(p) _ dabe ) 0

8c 8b
S V33 4abc ‘1% 0 0 01
= (v1,v2,03) = 0 = 0 2 0 V2
V3 V3 \@ b
s 8 00 3 v3
V3 V3 c
_ _Babe vj—l—v—%—&—v—é —|—E(cvv + bv1v3 + avyv3)
0 U1 U1
ouv = | vz | € KerDg(P). D’autre part, v = | v2 | € KerDg(P) < Jo(p) | v2 | =
U3 U3 U3
01
(a%, b17, C%) n| =0« Z% + 2 + ”g = 0. En utilisant cette derniére relation on

U3
trouve que la restriction de Q a KerDg(p) a pour expression Q(v) = — % (7% + 4+

qui est bien définie négative, donc f|g présente un maximum au point P = ( NCIANCANG

8abc
qui vaut EWeh



