Chapitre 4

Théorémes des fonctions implicites
et d’'inversion locale

Dans cette partie on va montrer que le comportement local d"une application de
classe C! est qualitativement déterminé par la différentielle en ce point.

4.1 Le théoreme des fonctions implicites

Il arrive souvent qu’une fonction ne soit pas donnée "explicitement" comme y =
f(x) mais "implicitement" comme solution d'une équation de la forme F(x,y) = 0.

Dans cette partie on va donner des conditions sous-lesquelles une équation im-
plicite F(x,y) = 0 a localement pour unique solution une fonction y = y(x) ou
x = x(y), i.e. localement I'ensemble {(x,y) | F(x,y) = 0} est le graphe d’une fonc-
tion.

4.1.1 REMARQUE
y=fx) == Flxy) =00uF(x,y) =y~ f(x).
4.1.2 EXEMPLE. 1) L'ensemble des solutions de F(x,y) = x> +y*> —a = O est
(a) sia > 0, un cercle de centre (0,0) et de rayon +/a.
(b) sia = 0, uniquement le point (0,0).
(c) sia < 0,'ensemble est vide.

2) L'ensemble des solutions de G(x,y) = xy = 0 est est la réunion des axes de
coordonnées.

On va regarder de plus pres :

4.1.3 EXeEmMPLE. 1. Soit (x,y) = (0,0) solution de F(x,y) = 0 (exemple 1))

()

siy # 0, on peut exprimer y en fonction de x pary = va —x2siy > O et
y=—Va—x%siy <O.
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De méme, si x # 0, on peut exprimer x en fonction de y par x = \/a — y?
six>0etx=—y/a—y?six <O0.

Ainsi, localement au voisinage d’un point différent de (0,0) on peut ex-
primer y en fonction de x ou x en fonction de y.

Par contre si , on a uniquement le point (0,0) et donc 1’ensemble
des solutions de F(x,y) = 0 n’est pas un graphe.

Enfin, si , il n’y a pas de point au voisinage duquel on peut consi-
dérer le probléme.

(b) Dans, I'exemple 2) on a, au voisinage de (0,0), deux fonctions solutions
de G(x,y) =0,asavoiry =0oux = 0.

4.1.4 REMARQUE
2. Dans le casa > 0, on VF(x,y) = (2x,2y) # (0,0), et donc F n’a pas de point
critique tel que F(x,y) = 0.
Par contre, pour a = 0 ou dans I'exemple 2) ona VF(0,0) = VG(0,0) = (0,0)
et comme solution un point unique ou pas d’unicité des solutions au voisinage
de (0,0).

Soit un systeme de p-équations a p-inconnues y = (y1,...,¥p) dépendant de
k-parametres x = (xq,..., x)

filxs,. Xy, yp) = 0

fP(x1/-~~/xk,y1,...,yp) = 0

En posant f(x,y) = (fi(x,y), -, fp(x,y)), on définit une fonction a valeurs
dans RR?, et résoudre le systéme revient a trouver les solutions de f(x,y) = 0.

Comme le probléme est nonlinéaire, on doit avoir une solution particuliére pour
s’assurer que l’ensemble des solutions n’est pas vide; soit alors (a,b) € RF x R?
telle que f(a,b) = 0.

On cherche des conditions sous-lesquelles il existe une unique fonction y = g(x),
vérifiant b = g(a) et telle que f(x,g(x)) = 0 pour tous x dans un voisinage de a dans
R¥. On va supposer que f est de classe C! et on cherche une solution g de classe C'.

On suit maintenant I'idée fondamentale du calcul différentiel, qui dit qu'un pro-
bleme local pour une fonction différentiable doit étre posé pour sa meilleure ap-
proximation affine local et que la réponse "quantitative" devrait étre la méme.

On va donc se poser le probleme pour la meilleure approximation affine de f en
(a,b) i.e. I'application affine tangente.

f(x,y) = f(a,b) + Df(a,b).(x —a,y =) + [|(x —a,y = D) .e(x,y) ~ (41)
Ainsi, I'application affine tangente est égale a f(a,b) + Df(a,b).(x —a,y —b) =
Fa,b) + Ty 5E(a,b) (xi — ai) + X0, 5L(a,b) (y; — by).
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et f(x,y) = 0 devient, (puisque f(a,b) = 0)

k P
Y. g (00— )+ X S0y~ y) =0

i=1

ceci s’écrit aussi

Dyf(a,b)(x —a) +Dyf(a,b)(y —b) =0 4.2)
ou

) 3

% (a b) ... Pab) %(ﬂ,b) Wf;(a,b)
pfev)=| ¢ |ebgen=| : i

3 3 F) 3
aﬁ(a b) ... 32(ab) afy‘*l’(a b) ... sz(a,b)
Alors (42) <= Dyf(a,b)(y —b) = —Dxf(a,b)(x — a) maintenant si on veut

avoir une solution unique il faudrait supposer que le systeme est de Cramer i.e.
Dyf(a,b) inversible ( <> det D, f(a,b) # 0) on aura alors :

y=b— [D,f(a,b)] " .Def(a,b)(x —a).

Dong, la condition locale que nous recherchons est "lI'’application D, f(a,b) est
inversible", cette condition est celle qu’on impose dans le cas du théoréme des fonc-
tions implicites linéaire ( voir 4.3.1)

On va montrer qu’elle est suffisante pour entrainer 1’existence d"une unique so-
lution locale pour 1’équation f(x,y) = 0.

Soient Eq, E; et F des espaces de Banach, U C E;, V C E; des ouverts et f :
U x V — F une application de classe C!. On note x la variable dans U et y la variable
dans V. Pour (a,b) € U x V, onnote D, f(a,b) la différentielle de f par rapporta y
— {u}pxVv — F

= @y e fay).
On définit de méme D, f(a, b) la différentielle de f par rapport a x.
On notera que Dy f(a,b) € L(Ez, F) et Dyf(a,b) € L(Ey, F).

en (a,b) de I'application composée {‘;

4.1.5 THEOREME ( LE THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES)

Soient Eq, E; et F des espaces de Banach, U C E;, V C E; des ouverts et
f:U xV — F une application de classe C" (r > 1.)
Soit (a,b) € U x V tel que f(a,b) = 0et D,f(a,b) € Isom(Ey, F).

Alors, il existe un voisinage ouvert de a, U, C U, un voisinage ouvert de b,
V}, C V et une application de classe C!, ¢ : U, — V}, tels que
1) ¢(a) =10

V(x,y) €Uy, x V4, f(x,y) =0& Vx € Ua, y = @(x) ie.
{(xy) e U xVp | f(x,y) =0} = {(x, 9(x)) | x € U}

2.) La différentielle de ¢ en a est donnée par la formule

Dg(a) = — (D,f(a,b)) " o Dof(a,b).
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3.) l'application ¢ est de classe C".

Démonstration: 1.) Commencons la démonstration par une petite digression. Par trans-
lation et composition on va se ramener aucasou F = E;,a =0,b = Oet Dy £(0,0) =
IdE,.

En effet, posons pour tout x € U —a := {u —a;u € U} (le translaté de U par
le vecteur —a)ety € V —b := {v—0b;v € V} (le translaté de V par le vecteur —b),

f(x,y) = (Dyfl(a, b))‘1 (f(x+ ay+ b)) alors f : (U —a) x (V —b) — Ey, (0,0) =
(Dyf(a,b)) " (f(a,b)) = 0 et D,F(0,0) = (Dyf(a,b)) " (Df(a,b)) = Idg,.

Enfin, f(x,y) = 0 dans (U —a) x (V —b), est équivalent a f(x,y) = 0dans U x V.

On est donc ramené a traiter lecas E, = F,a = 0,b = 0 et Dyf(0,0) = Idp, ce
que nous supposerons dans la suite. On notera aussi E; par E.

Posons g(x,y) = y — f(x,y) de sorte que f(x,y) =0 < g(x,y) = yie yestun
point fixe de I'application g, (y) = g(x,y).

D’autre part, comme g est de classe C!, ¢(0,0) = 0et D,g(0,0) = Idr — D, f(0,0) =
0, par continuité de D,g en (0,0), il existe r > 0 et s > 0 tels que B(0,r) C Uet
B(0,s) C Vet |Dg(x,y)| < 3, Vx € B(0,r) C UetVy € B(0,s) C V D'apres le
théoréme des accroissements finis, on aura ||g(x,y) — g(x,9/)|| < 3|y — /||, pour
tout x € B(0,r) ety € B(0,s).

Quitte a prendre r plus petit, par continuité de f en (0,0), on peut supposer que
|f(x,0)[] < § pour tout x € B(0,r). D'ow, pour tout x € B(0,7) ety € B(0,s)
ona [g(x, )|l < llg(xy) —g(x0)[ + llg(x,0)| < 3llyl +§ = s Ainsi, pour tout
x € B(0,r), I'application gy : B(0,s) — B(0,s) définie par g.(y) = g(x,y) vérifie
lgx(v) — &) < 31y = /Il )

Donc, gx est une application strictement contractante de la boule fermée B(0, s)
dans elle méme; et d’apres le théoreme du point fixe 4.3.13, gx @ un unique point
fixe ¢(x) € B(0,s),i.e. que y = ¢(x). De plus (voir 4.3.15) l'application ¢ : B(0,7) —
B(0,s) telle que x — y = @(x) est continue et vérifie y = ¢(x) < g(x, ¢(x)) =
p(x) & fx,0(x) = Oie. {(x,y) € Uy x Vi | f(xy) = 0} = {(x,0(x)) | x € U}
avec U, = B(0,r) et V}, = B(0, s).

2.) Pour x x + h éléments de U,, posons k = ¢(x +h) — ¢(x)

Alors0 = f(x+h, p(x+h)) = F(x+h, 9(x) +K) = Dyf(x, @(x))i+ Dy f (x, @(x))k+ (|l K]
d’ouk = — (Dyf(x, ¢(x))) oDy f(x, 9(x)).i+0(||h]]), ce qui entraine (x + h) — ¢(x) =

-1
— (Dyf(x,9(x))) o Duf (x, p(x)).1t + ([ 1n]]).
Ainsi, Dp(x) = — (Dyf(x, qo(x)))f1 o Dyf(x, ¢(x)) pour tout x € U, ceci montre,
d’apres la continuité de (D, f(x, ¢(x))) et Dyf(x, ¢(x)), que @ est de classe C1.
3.) On montre que ¢ est de classe C" en utilisant 2.) et une récurrence sur 'entier
r>1et4.3.11. ]



4. Théorémes des fonctions implicites et d’inversion locale: Le théoreme des
fonctions implicites 68

Etude pratique

4.1.7 THEOREME (THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES EN DIMENSION FINIE)
Soit U x V C RF x RP unouvertet f : Ux V = R, f(x,y) = (fi(x,y),..., fr(x,y))
une application de classe C?.
Soit (a,b) € U tel que f(a,b) =0et D,f(a,b) € Isom(R?) c-a-d

iab) ... %(a,b)

det #0
°) d
Poa,b) ... %(a,b)

Alors, il existe un voisinage ouvert de a, U, C U, un voisinage ouvert de b,
V}, C V et une application de classe C!, g : U, — V}, tels que

1. g(a) =b
2. ¥(x,y) € Uy X Vp, f(x,y) =0y = g(x)
3. La différentielle de g en a est donnée par la formule

Dg(a) = — (Dyf(a,b)) " o Dyf(a,b).

) 9 -1
" @by o @b (L) . P
]ga = — “ . “ e P PR PP “e.
) e) e) °)
P@b) ... Fab) (a,b) ... §2(ab)

Si f est de classe C", r > 1, il en est de méme pour g.

4.1.8 REMARQUE. On peut appliquer le théoreme des fonctions implicites dés que le dé-

SHab) ... §ab)

terminant du mineur p X p, e e - est non nul.
) 9
Poa,p) ... %(u,b)

Alors, d’apres le théoréme il existe des voisinage ouvert U, de a et V}, de b et une
application ¢ : U, =V, ¢(x) = (¢1(x),...,¢p(x)) telle que

1. ¢(a) =0
2. pour tout (x,y) € U, X V, ona

fAxy, . xy,-.,yp) =0 vi=¢1(x1,...,x) =0
: = !

fo(xt, .o X0, y1,.00,yp) =0 Yp = ¢p(x1,...,x¢) = 0.
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EXEMPLE. On veut montrer que pour un choix convenable d"un intervalle I centré
en 0 € R, I'équation y?x1 + ¢* + x, = 0 a une solution unique y € I si x = (x1,x)
est dans un certain voisinage V de (1, —1) dans R?.

On commence par définir f : R> x R — R par f(x,y) = y>x1 + % + x,, puis
comme f(1,-1;0) = 0, Dyf(x,y) = 2x1y + 2¢% d’ou D,f(1,-1,0) = 2 # 0, le
théoreme des fonctions implicites, assure 1’existence d’un voisinage I de 0 dans RR,
V de (1,—1) dans R? et une application C® ¢ : U — V tels que ¢(1,—1) = 0 et
y = ¢(x). D'autre part: Dy f(x,y) = (y2,1) d’ou
Dp(1,~1) = = (Dyf(1,~1;0)) ' 0 Duf(1,~1;0) = =3(0,1) = (0, ~}).

)

EXEMPLE. Soit f : R® — IR? définie par f(x,y,z) = (x* —y*, x* — z2), et (xo0,Y0,20)
2xg —2 0
tel que f(xo,Y0,20) = 0. Ona J¢(xo,Y0,20) = <2x2 Oyo _220> .

Siyg # 0 etzg # 0, alors la matrice extraite d’ordre 2,
—2yo 0
D(y,z)f(x(h yO/ZO) = ( Oy —22
tions implicites, I’équation f(x,y,z) = 0 a une solution locale unique de classe C*
au voisinage de xo, de la forme (y,z) = (¢1(x), ¢2(x))
Sixg # 0 etyp # 0, alors la matrice extraite d’ordre 2,

Dy f(x0,Y0,20) = <§§8 —%)]/ O) estinversible et d’apres le théoreme des fonctions

> est inversible et d’apres le théoreme des fonc-

implicites, I’équation f(x,y,z) = 0 a une solution locale unique de classe C* au
voisinage de zo, de la forme (x,y) = (1(z), P2(2))

4.2 Le théoréme d’inversion

4.2.1 Difféomorphisme (ou changement de variables)

DEFINITION
Soient E et F deux evn. Soient U C E etV C F des ouvertset f : U — V une
bijection.
1. On dit que f est homéomorphisme si, f et f~! sont continues.
2. Soitr € IN*. On dit que f est un difféomorphisme de classe C" si, f et f ~! sont
de classe C'.

4.2.2 REMARQUE. Si f est un difféomorphisme alors :

1. f est un homéomorphisme
2. Les différentielles de f et f~! en un point a € U sont liées par :

D £ (f(a)) o Df (a) = Idg
Df(a) oD f\(f(a)) = Ids

ceci entraine que D f~1(f(a)) = (Df(a))"". Ainsi, si f est un difféomor-
phisme Df(a) : E — F est un isomorphisme linéaire.
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On notera par Isom(E, F) le sous-ensemble de L(E, F) des isomorphisme de E
dans F i.e. des applications linéaires inversibles : T € Isom(E, F), entraine que T €
L(E,F)etT-! € L(F,E).

On notera simplement Isom(E) si E = F.

REMARQUE. Deux mises en gardes

i) f est un homémorphisme de classe C" n’entraine pas que f ! est différentiable.

Par exemple: f : R — R, x — x°.

ii) Contrairement, au cas d’une fonction d’une variable réelle a valeurs dans R,
qui est injective sur un intervalle dés que sa dérivée ne s’y annule pas; une
application d’un ouvert de R"” dans R”, pour n > 2, n’est pas nécessairement
injective méme si sa jacobienne est inversible en tout point de cet ouvert.

Par exemple :si f : R? — R?, f(x,y) = (¢*cosy,e*siny) ona
__ [efcosy —e*siny oy

o) = (Gomy o) et det () = € £ 0.

Mais, f(0,0) = f(0,27), montre que f n’est pas injective.

4.2.2 Le théoréme d’inversion locale

Cette section est consacré au probléeme suivant : comment peut-on reconnaitre
qu’une application est un difféomorphisme et quelle régularité a 'application réci-
proque?

On a déja vu qu’avoir une différentielle inversible est une condition nécessaire.

Le théoreme d’inversion locale dit que cette condition est suffisante pour inver-
ser localement.

THEOREME (LE THEOREME D’INVERSION LOCALE)
Soient E et F deux espaces de Banach. Soient U C E un ouvert et a € U. Soit
f : U — F une application de classe C" (r € IN¥), telle que Df(a) € Isom(E,F). 1l
existe alors un ouvert U, de U contenant a et un ouvert Vy(, de F contenant f(a)
tels que :

la restriction fy, : Us — V() = f(Ua) est un difféomorphisme de classe C'.

Démonstration: On pose pour tout (y,x) € F x U, g(y,x) = y — f(x). Alors, g ainsi
définie est une application de classe C" de F x U sur F telle que ¢(y,x) =0 < y =
f(x) et Dyg(f(a),a) = —Df(a) € Isom(E,F).

D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert V¢ (a)
de f(a) dans F et un voisinage ouvert U, de a dans U et une application de classe
C’, ¢ : Vg(a) — Uy, telle que x = ¢(y) et pour touty € V¢(a) onag(y, ¢(y)) = Oi.e.
f(¢(y)) = y.D'out la restriction de f a U, est inversible et (f ) =9,

ainsi f|y, : U, — Vy(a) est un difféomorphisme de classe C'.
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4.2.6 THEOREME (LE THEOREME D'INVERSION LOCALE)
.Soient U C R" un ouvert et f : U — R" une application de classe C!. Soita € U tel
que Df(a) € Isom(IR") i.e. det J¢(a) # 0.1l existe alors un ouvert U, de U contenant
a et un voisinage ouvert V de f(a) tels que :
L. V= f(ua)
2. La restriction f|y, : U, — V = f(U,) est un difféomorphisme de classe C'.

3. Si de plus, f est de classe C’, 'application inverse f 1 : V — U, est de classe
C7, i.e. f induit un difféomorphisme de classe C" de U, sur V = f(U,).

4.2.7 REMARQUE. On ne peut pas se passer de '’hypothese f de classe C", » > 1 dans le
théoreme d’inversion locale.
En effet, si on considere la fonction f(x) = x + 2x?sin (1) si x # O et f(0) = 0.
Alors, f'(0) =1 # 0ie. Df(0) : R — R est l'application identité, mais il n’existe
pas de voisinage Uy de 0 tel que f|y, : U, — V = f(Up) soit bijective. En effet,
’équation f(x) = y a au moins 2 solutions pour tout y assez petit, f n’est injective
dans aucun voisinage de 0.
On ne peut pas appliquer le théoreme d’inversion locale dans ce cas, car f n’est
pas de classe C!. En effet, f'(x) = 1+ 4xsin (1) —2cos (1) ainsi f' (5) = -1 —

—1 # 0 = f/(0) lorsque k — 400, n’est donc pas continue.

4.2.8 COROLLAIRE (THEOREME D’INVERSION GLOBALE)
Soient E et F deux espaces de Banach.
Soit U C E un ouvertet f : U — F une application de classe C".
On suppose que f est injective et que Va € U, Df (a) € Isom(E, F).
Alors f : U — f(U) est un difféomorphisme de classe C".

Démonstration: D’apres le théoréme d’inversion locale f est un difféomorphisme local
de classe C".

Ceci implique en particulier que V = f(U) est voisinage de tout ses points, donc
un ouvert de F.

I'hypothjese d’injectivité de f c-a-d la bijectivité de f : U — f(U), permet de
définir un inverse f 1.

Comme localement, I'inverse de f coicident avec f~!, f~! est alors de classe C'.

Donc f est un difféomorphisme "global" de classe C". g

4.2.10 EXEMPLE (LES COORDONEES POLAIRES). .
Soit ® : U — V, définie par ®(r,0) = (rcos b, rsinb)
oul={(r0);reRiet —mt<6<m}letV=R>\{(x0),x<0}
Alors

1. ® est de classe C*.
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2. @ est injective. En effet si ®(r,0) = P(r/,0') alors | ®(r,0)|| = r = ¥ =
®(r',0") d’out cosf = cost et sinf = sinb et donc & = 6. Finalement
(r,0) = (r,0).

3. pour tout (r,0) € U, det Jo(r,0) # 0.

en effet, Jo(r,0) = (COSG —rem 9) et donc det Jo(7,0) = r # 0.

sinff rcosf
Le théoréme d’inversion globale, nous affirme alors que ® est difféomorphisme
de classe C*.
On pourrait faire mieux et déterminer explicitement l'inverse de ®.
Linverse de @, ¥ : V. — U qui a (x,y) € U associe ses "coordonées polaires"
(r,0) € U est définie par

¥ = (Il arg (257 ) ) = (Iewl 2arctan (%))

ouarg : '\ {(=1,0)} —] — 7, [ est la fonction argument, inverse de la fonction
0 e et S! = {u € R?; ||u|| = 1} le cercle unité.
En effet, pour u = (x,y) € S'\ {(=1,0)}:

arg(u) = 0 sietseulementsi u = (cos#f,sin@).

o0 s 0 0
g _ sinyg Zsmicosz _ sinf __ Y 7 _ y
4.2.11 REMARQUE. tanz = cost = 2col  — Trcosd — —Hx,douﬂ = 2 arctan el

4.3 Annexe

4.3.1 Théoreme des fonctions implicites linéaire

4.3.1 THEOREME
1. version algébrique : un systeme de p équations linéairement indépendantes
en k + p variables définit p des ces variables comme fonctions linéaires des k
variables restantes.

2. version géométrique : le noyau d’une application linéaire L : RF? — RP

de rang p (i.e. surjective) est le graphe d’une application I : R¥ — R? i.e.
ker(L) = {(x,1(x)) | x € RF}.

Démonstration: L : R¥P — RP derang p, d’apres le théoréme du rang : dim Ker (L) =
k.Si A = (aj;) € M, ), estlamatrice représentative de L dans les bases canoniques,
alors I'équation L(z) = 0 se traduit par un systéeme de p équations linéaires a p + k
inconnues z = (21, ..., 2k, Zk41/ - - - Zk+p)

anzi + ..o+ a2k + 0 k412641 - Ak pZitp = 0
12121 + .. + Ao Zk + A2k 41Zk+1 T - - F A2k pZkrp = O

ap121 + ...+ AppZk + Apk+1Zk41 + - -+ Ap i pZkrp = 0
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Pour résoudre ce systéme d’équations, comme le rang de A est p, la matrice A
a p vecteurs colonnes indépendant, et quitte a réordonner les colonnes de A ( et
avec les variables z;), on peut supposer que les p derniéres colonnes forment un
systéme linéairement indépendant et donc une matrice carrée inversible d’ordre p
qu’on notera C. On a alors en posant x = (z1,...,2) ety = (Zxp1,- -+, Zktp)

21
22
0 ailz ... a1k ﬂ1,k+1 al,k+p :
0 Azl ... A2k A2k41 ... O2)+ : x
= T T - =<B,C)(>
: oo : : : : - Yy
k+1
0 Apl oo Apk Apki1l --- Apkip .
B C Zktp
i.e. Bx + Cy = 0. Comme C est inversible, on peut résoudre et obtenir y = —C~'Bx
AinsiL(x,y) = 0 si et seulement si y = y = —C~!Bx. Soit [ : RF — R” définie par
I(x) = —C !Bx.

Alors ker(L) = {(x,1(x)) | x € RF}.

4.3.2 Résultats préliminaires utilisés dans la démonstration du
théoreme des fonctions implicites

4.3.3 PROPOSITION
On note par GL,(RR) le groupe des matrices inversible c-a-d

GL(R) = {A € M,(R);det A # 0}

Soit I'application inv : GL,(R) — GL,(R) définie par inv(A) = A~ Alors
1. GL,(R) est un ouvert de M, (R).

inv: GL,(R) — GL,(R)
A = Al
l'application H — Dinv(A).H = —A"'HA™L.

2. I'application est de classe C*® et de différentielle

Démonstration: 1. On a vu que le déterminant est une forme n-linéaire, donc de
classe C*®, en particulier continue, alors det ({0} ) est un fermé, image réci-
proque du fermé {0} par une application continue, d’ott GL,, (R) = M,,(R) \ det"*({0})
est un ouvert.

2. On voit directement de 1’expression de A1, si A € GL,(IR), que I'application
inv est de classe C*.

Eneffet, A~! = ;lcom(A)

o1 la comatrice com(A) = ((—1)""/ det A;})

1<ij<n avec
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Ajjlamatrice d’ordre (n — 1) obtenue a partir de A en supprimant la i ligne

et la j*" colonne.
. . -1 (*l)iJrjdetAij 00 .. s
Les coefficients de A" sont de la forme ~—g; 51— donc de classe C*, ainsi
inv est de classe C* car ses n*> composantes le sont. m
DEFINITION
1. Un espace métrique (E, d) est dit complet si toute suite de cauchy est conver-
gente.
2. Un espace vectioriel normé complet est appelé espace de Banach.
EXEMPLE. Un espace vectoriel de dimension finie est un espace de Banach pour

toute norme.

PROPOSITION

(a) Montrer que pour T, H € L(E),ona ||T o H|| < ||T||.||H|| En particulier, || T"| <
IIT||", pour tout n € IN.

(b) Soit F un espace de Banach. Soit {x,} une suite de F. Montrer que si la série
Y >0 ||xn|| converge dans R, alors la série }_,~ x, converge dans F, c-a-d qu’il
existe un vecteur S € F tel que lim,,_, 1 ||Sy — S|| = 0,011 S, = Y xx.

(c) Montrer que si F est un espace de Banach, il en est de méme de L(E, F).
Démonstration: Exercice m

Le lemme suivant concerne la structure des isomorphismes d'un espace de Ba-
nach.

PROPOSITION
Soit E un espace de Banach. Alors
1. Isom(E) est un ouvert de L(E, F).
2. L'application inv : Isom(E) — Isom(E), définie par inv(T) = T~! est de classe
C®. De plus, la différentielle de inv en un point T € Isom(E), est 'application
L(E) — L(E),Hws —T-'HT1,
Démonstration: (1) Soit Soit H € L(E) tel que || H|| < HTlle
Comme L(E) est de Banach, la série },5o(—1)"(HT!)" converge dans L(E),
car la série Y, ||(HT1)"|| converge dans R, en effet cette derniére converge car,
par hypothese || H|.|| T~ < 1.
Yo [(HT DK < s [[H T M = W
On note par S la somme de la série T~'Y,5o(—1)"(HT )"
On va vérifier que S(T+ H) = (T + H)S = IdE.

(T+H)S=(T+H) lim S, = lim (T + H)S,

n—r+00 n—r—+o0
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n—+00

= lim (T+H).T™! (Zn;

n—-4o00

= lim (Idg + HT™1) (i(—l)"(HTl)k)

= lim (i(—l)k(HT_l)k+(_1)k(HT—1)k+l>

n——+oo k=0

= lim (Zn:(—l)k(HT_l)k—(_1)’<+1(HT—1)k+1>

n——+oo k=0

— lim (IdE - (—1)”+1(HT—1)"+1) = Idp = S(T + H).
n——+00
On a montrer que pour tout T € Iso(E), la boule ouverte de centre T et de rayon
ﬁ est contenue dans Isom(E), par suite Isom(E) est un voisinage de tous ses
points, donc un ouvert de L(E).
(2) Montrons maintenant que inv est différentiable. On a

ino(T+H) —ino(T) = (T+H) ' =T '=T"'Y (-1)"(HT )" - T}

n>0

=T'Y (-1)"(HT )" =-T'"HT '+ T 'Y (-1)"(HT )"
n>1 n>2
=T 'HT! + || H|.e(H)
Tﬁl):nzz(‘—lﬁn(HTfl)" -0
[H o
Donc inv est différentiable et pour tout T € Isom(E), sa différentielle au point T
est I'application Dinv : L(E) — L(E), H —~ —T 'HT L.
De plus, pour Ty, T € Isomet H € L(E) ona

et limy g S(H) = limy_g

(Dino(T) — Dino(Ty)) (H) = —T 'HT ' + T, 'HT,
= (-17'"HT - T HT ) + (-TT'HT; ! - Ty TG
= (=T H(T - Ty h) + (T = T )HT )
D’ou
| (Dino(T) — Dinv(To)) (H)|| <= [T IHINT =T I+ 11T AT =T, 1l

= (I I+ 0T ) ATt = T ]

ceci entraine que

| (Dino(T) — Dinv(Ty)) || < (||T0—1|| + |yT—1||) T =T
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Maintenant si T tends Ty, par continuité de inv on aura [T~ — T, !|| qui tends
vers 0, d’ott la continuité de Dinv c-a-d que inv est de classe C.
On montre de la méme manieére que inv est de classe C*.g

PROPOSITION
Soient E et F deux espaces de Banach. Soient U C E et V C F deux ouverts et
f : U — V une bijection.

Soit r > 1.Si f et de classe C" et f~! est différentiable alors f ! est de classe C’,
c-a-d que f est un difféomorphisme de classe C".

Démonstration: L'application y — Df 1(y) = (Df(f '(v))) ! est continue car, elle
est la composition des trois applications continues suivantes : y € V — f~1(y) € U
,x€ U~ Df(x) € L(E,F)etT € Isom(E,F) — T~! € Isom(F,E). Donc f ! est de
classe C.

Par dérivation des applications composées dans la formule de Df 1, on voit que
si f~! est de classe C pour k < r — 1, alors Df ! est de classe C*. Par suite f~! est
de classe C’". On a donc montrer par récurrence que f ! est de classe C'.m

On aura aussi besoin du théoreme du point fixe (aussi connu comme le théoréme
de Picard) et de sa version a parameétre.

THEOREME (LE THEOREME DU POINT FIXE)
Soit (E,d) un espace métrique complet. et ¢ : E — E une application strictement
contractante c-a-d qu’il existe une constante 0 < k < 1 telle que Vx,y € Eon a
d(¢(x), ¢(y)) < kd(x,y).

Alors l'application ¢ admet un point fixe unique, c-a-d il existe un unique point
z € E tel que ¢(z) = z. De plus, pour tout a € E, la suite récurrente définie par
xo = aetx, 1 = $(x,) (n € IN), converge vers le point fixe z et on a 'estimation
suivante :

ki’l
<
d(2,%,) < 1 d(a,9(a))
en particulier (pour n = 0) on a : pour touta € E

d(z,0) < ffkd(w(a)).

Démonstration: Comme ¢ est une application de E dans E, la suite récurrente xo = a
et X,+1 = ¢(x,) est bien définie pour tout n € IN. par récurrence sur 7 on a :

d(xp, Xp41) = A(P(xn—1), P(xn)) < k(xy—1,xn) < ... <k"d(x9,x1)

Une application répétée de l'inégalité triangulaire donne, pour tout p € IN :

d(Xn, Xntp) < d(Xn, Xp11) + oo+ A(Xnsp-1, Xntp)
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n

<A+ DK (o, x) < %d(a@(a)).

En d’autres termes la suite (x,),en est une suite de Cauchy dans E. Comme E
est complet, il existe z € E tel que lim;, 1 Xy = z.
La continuité de ¢, nous donne alors

—o( 1 -1 — i —
(P(Z) 4)(11_1}_‘1:100 xn) nl}rfooﬁb(xn) nl}r_{_lw Xpt1 = Z
c-a-d que z est un point fixe de ¢. On a aussi l'unicité du point fixe z, en effet, si z’
est un autre point fixe de ¢, on aura

0<d(z,z)=d(p(z),¢(z)) <kd(z,Z') <d(z,2)

ce qui est absurde.
Finalement, en faisant tendre p vers 4-co dans I'inégalité d(x,,, X1 ) < 7—¢d(a, ¢(a))

on a
n

d(v2) < Trl(a,p(a)

on obtient ainsi I’estimation désirée. g

4.3.15 COROLLAIRE (CONTINUITE DU POINT FIXE EN FONCTION D’UN PARAMETRE)
Soit (E,d) un espace métrique complet et (T,d’) un espace métrique.
Soit F: T x E — E, (t,x) — F(t, x) une application continue.
On suppose qu’il existe une constante 0 < k < 1 telle que pour tout t € T, I’ap-
plication F; : E — E, x — F(t,x) soit strictement contractante de rapport k i.e.
d(F(t,x),F(t,x")) < kd(x,x") pour tout x, x" € E.
On note par x(t), I'unique point fixe de F;.
Alors l'application T — E, t — x(t) est continue.

Démonstration: Soit tyg € T, d’apres le théoreme du point fixe, appliqué a ¢ = F,

z=x(t)eta=x(tp) ona:

d(x(to), x(t)) < 2d(x(to), B(x(t0))) = 1% (F(to, x(t0)), F(t, x(to))) et par conti-
t

nuité de F on aura lim;_¢, d(x (o), x(t)) = 0 i.e. la continuité de x(t) en t. n



