3.0.77

3.0.78

3.0.79

Chapitre 3

Extrema locaux (ou relatifs)

DEFINITION
Soit f : U — R une fonction, U ouvert d"un espace vectoriel normé E et a € U.

On dit que f présente un minimum local (respectivement un maximum local)
aupointasi f(a) < f(x) (respectivement f(a) > f(x)) dans un voisinage de a.

On dit que f présente un extremum local au point 4, si elle présente soit un
minimum local, soit un maximum local en ce point.

L’extremum local est dit strict il existe un voisinage de a ol1 cet extremum n’est
réalisé qu’au point a.

On dit que f présente un extremum global (ou absolu) au point g, si 'inégalité
est vrai pour tout x € U.

REMARQUE

f a un extremum local en 4 si et seulement si f(x) — f(a) a un signe constant au
voisinage de a. Le signe est positif si 2 est un minimum local et négatif si c’est un
maximum local.

DEFINITION
Soit f : U — R une fonction différentiable, U ouvert d'un espace vectoriel normé E.
On dit qu'un point a € U est un point critique de f si Df (a) = 0.

3.0.8 Une condition nécessaire

Soit un entier p > 2. Soit f : U — R, une fonction p fois différentiables au point
a e U.
On suppose que D" f(a) = 0 pour tout 1 < m < p et que D f(a) # 0.
D’apres la formule de Taylor-Young a 'ordre p enaon a

fla+h)—f(a) = ;!Dpf(a).h” + [|h||Pe(h) avec limy,_,g e(h) = 0. Comme, D? f(a) #
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0,1l existe h € E telle que D?f(a).h” # 0. Pouruntelhett € R,ona
1 1 t
Flatth) — f(a) = ;Dpfw).(th)'w \thPe(th) = £ (p,DPﬂ o (’ ‘) thps(th)) .

Comme, lim <;Df’f( ) hP + (‘”) Hhupe(th)) _ ;'D”f(a).hp £ 0, il existe § >
— . .

0 tel que pour tout t € [—6,0], le signe de f(a + th) — f(a) est égal a celui de
t”%Dpf(a).hp. Alors

1. Sipestimpair, tp%D”f(a).hp change de signe et avec t¥, et par suite f(a+th) — f(a)
change de signe au voisinage de a, donc f n’a pas d’extremum en a.

2. Si p est pair, le signe de D? f(a).h? est celui de f(a + th) — f(a) etdoncsi f a
un minimum local en a (resp. un maximum local en a) D? f(a).h? > 0 (resp.
DPf(a).h? <0)

On a donc montré

THEOREME (UNE CONDITION NECESSAIRE)

Soit un entier p > 2. Soit f : U — IR, une fonction p fois différentiables au point
a€ U

On suppose que D" f(a) = 0 pour tout 1 < m < p et que D f(a) # 0

Alors pour que f admette un minimum local en a (resp. un maximum local en a),
il faut que le polyndéme DF f(a).h? soit positif (resp. le polyndme D? f(a).h” négatif)
i.e pour tout h € E, D? f(a).h? > 0 (resp. pour tout h € E, D? f(a).h? < 0.)

REMARQUE

La condition précédente n’est pas suffisante ; par exemple si f(x,y) = x* —® alors
p =4etpourh = (x,y), D*f(0,0).h* = x* > 0, mais f n’admet pas de minimum en
(0,0) car f(x,0) = x* et £(0,y) = —y®, et donc f(x,y) — £(0,0) change de signe au
voisinage de (0,0).

Cette condition, comme nous ’avons constaté, entraine que l’entier p est pair d’ou

COROLLAIRE ( LA CONDITION NECESSAIRE SUR LA DIFFERENTIELLE)
Soit f : U — R une fonction, U ouvert d"un espace vectoriel normé E eta € U.
Si f est différentiable et présente un extremum local en 4, alors a est un point critique

ie.Df(a) =

REMARQUE. 1. Le corollaire précédent permet de limiter la recherche des ex-
trema locaux aux points critiques.

2. La réciproque est fausse, un point peut étre critique sans présenter d’extre-
mum local : par exemple

f : R? - R, définie par f(x,y) = x> —y? a (0,0) comme point critique sans
étre un extremum. En effet, f(x,0) > f(0,0) > f(0,y) si xy # 0.
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DEFINITION
Un point critique de f qui n’est pas un extremum local est dit point selle (ou col).

3.0.9 Un condition suffisante

DEFINITION
Soit p € IN*. Soit ¢ : E — R un polynéme p-homogene.
On dit que ¢ est défini positif s’il existe une constante A > 0 telle que :
¢(h) > Allh||? pour tout h € E.
On dit que ¢ est semi-défini positif si :
¢(h) > 0 pour touth € E.
On dit que ¢ est défini négatif s’il existe une constante A > 0 telle que :
¢(h) < —Alh||? pour tout h € E.
On dit que ¢ est semi-défini négatif si :
¢(h) < 0pourtouth € E.
On dit que ¢ est indéfini s’il existe v et win E \ {0} tels que :
$(v) < 0etgp(w) > 0.
Notons que si ¢ est défini-positif ou défini-négatif, alors p est pair.

THEOREME (UNE CONDITION SUFFISANTE)
Soit un entier pair p > 2. Soit f : U — R, une fonction p fois différentiables au point
a € U
On suppose que D" f(a) = 0 pour tout 1 < m < p et que D?f(a) # 0.
On pose, pour tout 1 € E, ¢p(h) = DP f(a).hP.
(i) Sile polyndme p-homogene ¢ est défini positif, f présente un minimum local
strict en a.
(ii) Sile polyndme p-homogene ¢ est défini négatif, f présente un maximum local
strict en a.
(iii) Sile polynome p-homogene ¢ est indéfini alors f ne présente pas d’extremum
enai.e. f aun point selle en a.

Démonstration: La formule de Taylor-Young a 1’ordre p au point 4, nous donne
1 .
fla+h)—f(a) = ﬁDpf(a).hp + ||1||Pe(h) avec limy,_,ge(h) = 0.

(i) Si¢ estdéfini positif, il existe une constante A > 0 telle que : D f(a)h? > A||h||P
pour tout h € E. D’autre part lim;,_,oe(h) = 0 entraine 1’existence d'un réel
d>0telque ||h]| < 6= |e(h)] < %pr
Dot f(a+h) = fa) = SAllk|P + [[1][Pe(h) = (A +e(h) I[P > 5117
pour ||h]| < 6. Ce qui montre que f(x) — f(a) > 0 pour x # a dans la boule
B(a,?).
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(ii) On applique (i)a —f.
(iii) Par hypothese il existe v etw in E \ {0} tels que :
DPf(a).vP < 0et DPf(a).w? > 0.
Pour t assez petit, la formule de Taylor-Young nous donne :

fla+tv) = f(a) = ;D”f(a)-v” + t[|o|[Pe(o)

d'onn LM — 1D2¢ () (v,0) + ||0]%e(to) > 0
1
et f(a+tw)— f(a) = ?Dpf(a).wp + tP||w||Pe(w)
d'on L) —fla) _ L DP f(a).wP + |[w][Pe(tw) < 0.
Ainsi f(x) — f(a) change de signe au voisinage de a donc ne présente pas d’ex-
tremumena. g

REMARQUE. Si ¢(h) = DFf(a).hP est semi-défini positif (resp. semi-défini négatif)
le résultat précédent ne permet pas de conclure.

Exemples, pour f(x,y) = x* ¢(h) = D*£(0,0).h* = x* > 0 est semi-défini posi-
tif et (0,0) est un minimum, alors que pour g(x,y) = x* — y°, ¢(h) = D*¢(0,0).h* =
x* > 0 est semi-défini positif et (0,0) est un point selle.

On a la condition nécéssaire suivante :
PROPOSITION
Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable, U ouvert d"un espace vectoriel
normé E et a € U un point critique de f (c-a-d Df(a) = 0).
1. Si f présente un minimum local en 4, alors la forme bilinéaire D?f(a) est semi-
définie positive.
2. Si f présente un maximum local en a alors la forme bilinéaire D?f (a) est semi-
définie négative.

Cas de la dimension finie :

THEOREME

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et ¢ : E — R un polynéome p-
homogéne (voir 2.0.51).

Alors, ¢ est défini positif si et seulement si Vi € E — {0}, ¢(h) > 0.

(resp. ¢ est défini négatif si et seulement si Vi € E — {0}, ¢(h) > 0).

Démonstration: On se limitera au cas ot Vi € E, ¢p(h) > 0. le cas ¢(h) > 0 s’obtient
en changeant ¢ par —¢.

Comme la dimension de E est finie, sa spheére unité S := {h € E||h|| = 1} est
compacte. Alors, la restriction de ¢ a S atteint sa borne inférieure A : il existe hp € S
tel que ¢(ho) = A.Onahy #0d’ou A = ¢(hy) > 0.

Ainsi, pour tout h € E — {0}, alors ¢(h) = ||h||P¢ (ﬁ) > Allh||P. n
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Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable, U un ouvert de R" eta € U.
La forme bilinéaire bilinéaire D?f (a) est réprésentée dans la base canonique par
la matrice hessienne

La) ... 2L (a)

0x? 0x,,0X1 a
H¢(a) =
(a) - -

@ ... M@

la forme quadratique (i.e. le polyndme 2-homogene) ¢(h) = D?f(a).h* = Hy(a)h.
Comme Hy(a) est une matrice symétrique réelle, elle est diagonalisable sur R dans
une base orthonormée. La conditions D?f () définie positive (respectivement défi-
nie négative) est équivalente a H¢(a) a toutes ses valeurs propres > 0 (respective-
ment Hy(a) a toutes ses valeurs propres < 0)

3.0.92 Exercice Montrer cette équivalence

Le théoéme 3.0.86 devient :

3.0.93 THEOREME
Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable, U ouvert de R" et a € U un
point critique de f (c-a-d Df (a) = 0). Alors

1. Casdet Hs(a) #0

(a) Si Hy(a) a toutes ses valeurs propres > 0, f présente un minimum strict
en a.

(b) Si Hf(a) a toutes ses valeurs propres < 0, f présente un maximum strict
en a.

(c) Si Hf(a) a au moins une valeur propre > 0 et une valeur propre < 0, f ne
présente pas d’extrémum en a.

2. CasdetHy(a) =0

(a) Si Hf(a) aau moins une valeur propre > 0 et une valeur propre < 0, f ne
présente pas d’extrémum en a.

(b) Si Hy(a) a toutes ses valeurs propres > 0, (resp. Si Hf(a) a toutes ses
valeurs propres < 0) la condition nécessaire est remplie, mais la condition
suffisante ne I’est pas : on ne peut rien conclure a priori, il faut utiliser les
différentielles d’ordre supérieur (si elles existent) pour étudier la nature
de ce point.

3.0.94 REMARQUE. Soit A € M,(R) une matrice symétrique. Alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
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1. A atoutes ses valeurs propres strictement positives
(resp. A a toutes ses valeurs popres strictement négatives)

2. La forme quadratique x — (x, Ax) est définie positive
(resp. La forme quadratique x — (x, Ax) est définie négative)

3. Tous les mineurs principaus de A sont strictement positives c-a-d
pour touti € {1,...,n},detA; >0

air ... ai;
(resp. pour touti € {1,...,n}, (—1)'det A; > 0) ott A;; =
ai ... aj
3.0.95 REMARQUE. 1. Les conditions du théoréme sont seulement suffisantes. En ef-

fet, f(x,y,z) = x* + y* + z* présente au point critique 2 = (0,0,0) un mini-
mum strict ( global) mais la matrice Hy(a) n’est méme pas définie en ce point
(det Hy(a) = 0).

2. 1l se peut qu'une fonction présente en un point un minimum en restriction a

toute droite passant par ce point, bien qu’elle ne présente pas de minimum en
ce point :
Par exemple, pour f(x,y) = (y — x?)(y — 3x?) on a le long de toute droite
vectoriel ax + by =0, f(x,y) > 0 = f(0,0) dans un certain voisinage de (0,0)
(qui dépend de a et b), mais le long de la parabole y = 2x2, f(x,2x%) = —x* <
0, donc (0,0) n’est pas un extremum.

Cas particulier n = 2

pour f : U — R, (x,y) — f(x,y) deux fois différentiable en (a,b), On suppose

que (a,b) est un point critique i.e. % (a,b) = % (a,b) =0.
2 2 2
on utilise la notation r = %(a, b),s = aax—gy(a,b) ett = %(a, b).

la discussion du théoréme 3.0.93 se traduit par :

3.0.96 COROLLAIRE
1. Sirt —s?> > 0etr > 0alors f présente un minimum strict en (a, b).

2. Sirt —s? > 0etr < 0alors f présente un maximum strict en (a,b).

3.Sirt—s*<0fna pas d’extremum (a un point selle) en (4, b).

3.0.97 EXEMPLE. On se propose de déterminer les extréma de f(x,y) = xye(xzﬂz).

of (x _ 2\, (¥2+y?)
S : X y) =y(1+2x7)e =0
1. Les points critiques de f sont les solutions du systeme { ajﬁ 2\ (2412
— ¥) —
(0 y) = x(142y%)e 0

I"'unique solutionest x =y = 0.
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azf(x,y) =2xy(3 + 2x2)e("2+y2),

x2
2. Le calcul des dérivées secondes donne ;;—afy (x,y) = (1+2x2)(1 + 2y2)e*+¥*),

2L (x,y) = 2xy(3 + 2p2)el ).

ay?
0 1
1 O) . Comme

det H¢(0,0) = —1, Hf(0,0) a des valeurs propres non nulles et de signes op-
posés. Le point (0,0) est un point selle.

Au point (x,y) = (0,0), la matrice hessiene H(0,0) = <

3. Onalimy 4o f(x,1) = limy 400 xe¥ = +ooet limys o f(x,1) = limy, oo xe¥ =
—oo donc f admet des valeurs arbitrairement grandes (vers +o0) et arbitraire-
ment petites (vers —o0). Elle n"admet donc ni maximum ni minimum global
sur R2.

3.0.98 REMARQUE. Pour une fonction f : A — R ott A n’est pas un ouvert de R”, le critere
précédent ne permet de détecter que les extréma locaux de l'intérieur de A, mais f

— o
pourrait avoir des extrema sur la frontiere 0A = A\ A .
Dans le chapitre suivant, on va traiter par "la méthode des multiplicateurs de
lagrange” ce type de probléme.

3.0.99 Exercice Déterminer les extrema de la fonction f(x,y) = x? +y? sur la boule fermée
B(0,1) = {(x,y) € R, x> +y2 < 1}.



