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1.8 Le théoréme des accroissements finis

Rappelons le résultat classique pour les fonctions d'une variable réelle a valeurs
dans R.

THEOREME (THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS SUR IR)
Soit f une fonction continue sur un intervalle [, b], a valeurs dans R, dérivable sur

la, b].
Alors, il existe ¢ €]a, b] tel que

f(0) = f(a) = f'(c)(b—a).

(ot il existe 6 €]0,1] tel que

f(0) = f(a) = f'(a+06(b—a))(b—a).

Une autre version ( plus faible) de ce résultat est 'inégalité des accroissements finis :

THEOREME (L'INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS )

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], a valeurs dans R, dérivable sur
Ja, bl. Soit M > 0 telle que |f'(x)| < M, pour tout x € [a,b], alors |f(y) — f(x)] <
M|y — x| pour tout x,y € [a,b].

On en déduit une premiere extension du théoréme des accroissements finis pour
les fonctions définies sur un ouvert d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans RR.

DEFINITION
1) Soit E un espace vectoriel, a,b € E. Le segment [a,b] est le sous-ensemble de E
défini par

[a,b] = {x € E;ilexistet € [0,1]tel quex =a+t(b—a)}

2) Un sous-ensemble U C E est dit convexe si pour tout a,b € U le segment
[a,b] C U.

THEOREME (THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS A VALEURS DANS IR)
Soit f : U — R une fonction différentiable dans l'ouvert U C E. Soita,b € U, sile
segment [a, b] est contenu dans U, il existe 6 €]0, 1] telle que

f(b) = f(a) = Df(a+0(b—a)).(b—a)

ce qui est équivalent a dire qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = Df(c).(b — a).
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FIGURE 1.1 — convexe

FIGURE 1.2 — non convexe

Démonstration: On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction g :
0,1] - R, t+— g(t) = f(a+t(b—a)). Alors, g = foAou A : [0,1] — R" est
'application définie par A(t) = a + t(b —a).

g est différentiable sur [0, 1], comme composée de fonctions différentiables et

§'(t) = Df(A(t))(DA(t)) = Df (a+ t(b—a)).(b—a)

Il existe donc 6 €]0,1[ tel que g(1) — g(0) = ¢'(6),
qui se traduit par : il existe 6 €]0, 1] tel que

f(b) = f(a) = Df(a+0(b—a)).(b —a).

REMARQUE. L'exemple suivant montre que ce résultat est faux si f est a valeurs
dans un espace vectoriel de dimension > 2.

EXEMPLE. Soit f : R — R2%x — f(x) = (x2,x%). Sa différentielle au point x est
Df(x) = (2x,3x%). D'autre part, f(1) — f(0) = (1,1) et pour tout c € R, Df(c) =
(2¢,3¢?) # (1,1) on montre ainsi, le théoréme précédent ne s’applique pas a f.

On a néanmoins, le corollaire suivant : si on n‘impose pas aux différentielles des
composantes de f soient évaluées en un méme point c :

COROLLAIRE

Soit f : U — R™, x — (f1(x),..., fm(x)) une fonction différentiable. Soit a,b € U,
si le segment [a, b] est contenu dans U, il existe m points ¢y, ..., ¢, €]a, b[ telle que
pour toutj € {1,...,m} ona

fi(b) = fj(a) = Df(¢j).(b — a)
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Démonstration: On applique 1.8.4 a chaque composante f; de f.

Une autre variante du théoreme des accroissement finis ot1 1’égalité est rempla-
cée par une inégalité sur les normes.

1.8.10 THEOREME (L'INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS)
Soit f : U — R™ une application différentiable. U ouvert de R".
Pour touta, b € R" tels que le segment [a,b] C U, ona:

1£(8) = fla)|l < <Sup IIDf(X)H> [[b — all

x€lab|

Démonstration: On suppose f(b) — f(a) # 0, sinon I'inégalité est évidente. On pose

v = % On considére la forme linéaire continue ¥ , définie par : pour tout

y€F, y(y) =<y,v>ou<..> estleproduit scalaire standard sur R".

D’apres 1.8.4, il existe 0 €]0,1] telle que ¢ (f(b) — f(a)) = ¢ (f(b)) — ¢ (f(a)) =
Dyof(a+6(b—a)).(b—a)=1 (Df(a+0y(b—a))(b—a)) sécrit aussi
< f(b) — f(a),v >=< Df(a+6(b—a))(b—a),v > ouencore

1f(0) = f(@)|| =< Df(a+6(b—a))(b—a),v>
et une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :
| <Df(a+0b—a))(b—a),o>|<|Df(a+6(b—a))(b-a)lo| <[Df(a+6(b—a))(b—a)
d'ott [[f(b) = f(a)|| < [IDf(a+6(b—a))(b—a)ll < [[Df(a+6(b—a))|l®—a)l,
finalement [ f(b) — ()| < (sup,cj,y IDFC]) (0~ ) m

1.8.12 LEMME
Soit g : [0,1] — F une application différentiable telle que il existe M > 0 tel que,
pour tout t €]0,1[ on ait || Dg(t)|| < M. Alors ||g(1) — g(0)|| < M.

Démonstration: Soit € > 0 fixé.

onpose Se = {t € [0,1]|Vs € [0,1], ||g(s) —g(0)|| < (M + ¢€).s}. Comme S, est
une partie non vide et bornée de IR, elle admet une borne supérieure, qu’on notera
to.

On veut montrer que to = 1.

Sitg < 1, alors par définition de la borne supérieure, il existe une suite /,, > 0
telle que nl—i>Too h, = 0et ||g(to + hn) — g(0)]] > (M + €).(to + hy). D’otr par conti-

nuité de g et passage a la limite, on aura ||g(to) — g(0)|| > (M + €).to. Alors

18 (to + 1) — ()|l = llg(to +1n) —g(0)|| = llg(t0) =& (0)[| > (M +e€).(to+hn) — (M +e).to =
(M + €).hy, ainsi HMH > M + € et par passage a la limite on obtient

|IDg(to0)|| > M +e€ > M, ceci contredit I'hypothese ||Dg(t)|| < M pour tout t €

[0,1]. Donc ty = 1. Par suite, pour tout € > 0, ||g(1) — g(0)|| < (M + €) ce qui

signifie ||g(1) — g(0)]] < M.
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1.8.14 THEOREME (L'INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS (CAS GENERAL))
Soient E et F deux evn et f : U — F une application différentiable. U ouvert de E.
Soient x,y € U tels que le segment [x,y] C U. On suppose qu’il existe M > 0
telle que |[Df(x + t(y — x))|| < M pour tout ¢ €]0, 1], alors

1f(y) = f()] < Ml[x =yl (1.3)

Démonstration: Soient x,y € U tels que le segment [x,y] C U.On définitg : [0,1] — F,
t—g(t) = f(x+t(y—x)). Alors, pour tout t € [0,1],onaura Dg(t) = Df(x+t(y —x)).(y — x)
et par suite | Dg(t)]] < [[Df(x + £y — ) Iy — x| < M.lly — x].

On applique le lemme précédent a ¢ pour obtenir le résultat

1) = fF)ll = llg(1) = g0)] < Mlly — x|

1.8.1 Quelques applications du théoréme des accroissements finis

1.8.16 COROLLAIRE
Soient E et F deux evn. f : U — F une application différentiable. U ouvert de E.
Soit T € L(E, F). Pour tout a,b € E tels que le segment [2,b] C U, on a:

1£(b) = f(a) = T(b—a)|| <b—al (Sup IDf(x) = TH) - (1.4)

x€lab|

En particulier, si T = Df(a) on aura

1£(b) = f(a) = Df(a)(b —a)[| < [|b— al (Sup IDf (x) —Df(a)||> - (19

x€lab|

Démonstration: Résulte de 1'inégalité des accroissement finis appliquée a f — T et de
la linéarité de T qui entraine DT (x) = T. n

Soient E = Eq X ... x E, et F des espaces vectoriels normés , U C E un ouvert et
f : U — F une application.

On a vu précédemment que si f est différentiable en tout point a € U, alors
Df(a) = (D1f(a),...,Dnf(a)) et chaque composante D; f (a) € L(E, F), mais que la
réciproque est en générale fausse.

Le résultat suivant donne le lien entre continuité des dérivées partielles et conti-
nuité de la différentielle.
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1.8.18 THEOREME
Soient E = E; X ... X E, et F des espaces vectoriels normés , U C E un ouvert et
f : U — F une application.
Alors f est de classe C? si et seulement si pour tout j € {1,...,n}, D;f existe et
est continue.

Démonstration: ” == " Si D f est continue il en est de méme de ses composantes D;f,
donc les dérivées partielles sont continues.

” <= " Supposons que pour tout j € {1,...,n}, D;f existe et est continue.

Pour alléger les notatiosn on prendra n = 2, la méme technique marche pour
n > 3.

Soita = (a1,a2) € U et (hy,hy) € E = E; X Ep, on écrit

fla+h) = f(a) = far + i a2 + o) — f(ar, a2)
= f(ar +hy, a2 + h) — f(a1 + hy,a2) + f(a1 + 1, a2) — f(ay, a2)
Soit ¢ > 0. Par hypothese, il existe 6 > 0 tel que pour ||l1]| < d et ||hz|| < dona

||D1f(a1 +hy,a +h2) — le(al, 112)H <e et ||D2f(a1 +hy,a +h2) — sz(lll,EIZ)H < &.

D’apreés le corollaire 1.8.16, on a

||f(ll1 + hy, a0 + hz) — f(ﬂll + hl,ﬂz) — sz(a1,a2)h2||
<|lh2ll  sup  [|D2f(a1+hi,s) — Daf (a1, a2)||.

s€lag,ap+hy|
et
|f(a1 + M1, a2) — f(a1,a2) — D1 f (a1, a2) |
<|[m| sup [[Dif(t,a2) — D1f(a1,a2)||.
t€lay, a1 +hy|
D’ou

|fa+h) = f(a) = (D1f(a), Daf (@) () | < eCllmll + 1]

Ainsi f est différentiable et de différentielle Df(a) = (D1f(a), D2f (a)), comme D; f
et D, f sont continues, il en est de méme de Df.u

1.8.20 DEFINITION (APPLICATION LIPSCHITZIENNE)
Soient E et F deux espaces vectoriels normés et K > 0.
Une application f : U — F est dite K-lipschitzienne (ou lipschitzienne de rapport
K) si pour tout x,y € U ona

1£(x) = fFWI < Kljx = yll.
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COROLLAIRE
Soient E et F deux des espaces vectoriels normés, U ouvert convexe de E.

Soit f : U — F une application différentiable, on suppose qu’il existe K > 0 tel
que [|[Df(x)|| < K pour tout x € U. Alors f est K-lipschitzienne .

REMARQUE. @Dams le résultat précédent I’hypothese de convexité est essentielle.
L’exemple suivant montre que le résultat n’est pas nécessairement vrai méme si on
suppose que U est connexe.

En effet, si U = {(x,y) € R%x > 0et1 < x?> + y? < 4} une demi-couronne ouverte
et f : U — R définie par: (x,y) — f(x,y) = arctan(¥).

Alors Df(x,y) = ( ) .Si on munit R?, de la norme |||, on aura

_ 1
IDf(x,y)|l = PR <1
T 1 1 _ 1 1 _ ,
Mais, nngrrloJf(ﬁ,l) —f(;,—1)| = met](5,1) = (;,—1)|| = 2, montre que f n’est

pas 1-lipschitzienne dans I"ouvert connexe U bien que sup , ,; | Df (x,y)|| < 1.

DEFINITION

1) Soit U C E un ouvert. Une application f : U — F est dite localement constante
si pour tout a € U, il existe r > 0 tel que B(a,7) C U et f(x) = f(a), pour tout
x € B(a,r).

2) Un ouvert U C E est dit connexe si on ne peut pas l’écrire comme réunion de
deux ouverts non vides et disjoints i.e.

sil = U; U U, avec Uy et U, ouverts tels que Uy N Uy = @ alors nécessairement
U1 =@ou UZ = Q.

Exercice Montrer que si U est un ouvert , alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1. U est connexe
2. Toute fonction f : U — F localement constante est nécessairement constante.

Indication : Soit a4 € U, montrer que A, := {x € U| f(x) = f(a)} est un ouvert et
un fermé non vide de U.

Exercice Montrer que tout ouvert convexe est connexe.
Donner un exemple d’ouvert connexe qui ne soit pas convexe.
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REMARQUE. La connexité de U est essentielle. En effet f :]0,1[U]2,3[— R définie
par f(x) = 0six €]0,1] et f(x) = 1six €]2,3], est localement constante mais n’est
pas constante.

COROLLAIRE
Soient E et F deux evn, U ouvert connexe de E.

Soit f : U — F une application différentiable telle que Df(x) = 0 pour tout
x € U. Alors f est constante.

Démonstration: Soit a € U. Il existe r > 0 tel que B(a,r) C U. d’apres le corollaire
précédent, appliqué au convexe B(a,r),ona || f(x) — f(a)|| = 0 pour tout x € B(a,r).
Donc la restriction de f a toute boule contenue dans U est constante autrement dit
f est localement constante dans U.

Comme U est un ouvert connexe, f y est alors constante, d’apres ’exercice pré-
cédent. -



