3.1.1

3.1.3

Chapitre 3

Théoréme des résidus et
applications

3.1 Développement en série de Laurent

Soitr,R € Ry U {400}, 0 <r <R.
L'ouvert C(a;7;R) = {z € C;r < |z —a| < R} est appelé couronne de centre a, de
rayon intérieur r et de rayon extérieur R. Puisque C(a;r; R) n’est pas un domaine
simplement connexe, la formule de Cauchy n’est pas valable pour tout lacet I" de Q.
En particulier elle n’est pas valable pour le lacet I' = C(a;s), le cercle de centre a et
de rayons, avecr < s < R.

PROPOSITION
Soit f une fonction holomorphe sur la couronne C(a;r;R). Pour tout n € Z, les
intégrales

1 f(¢)
37 -t = a1
ne dépendent pas de s, (r < s < R).

Démonstration: Soit ¥ < s < s’ < R . Soit  un segment qui relie C(a;s) a C(a;s’).
Alors, le lacet T’ = C(a;s") V BV —C(a;s) V —B, a un indice nul en zg i.e. Indr(zp) =
0. On applique alors le théoreme de Cauchy-Goursat au lacet I' et a la fonction

f(2)

CEGE holomorphe dans C(a;7;R) . m

THEOREME

Toute fonction holomorphe dans une couronne C(a;r; R) est développable en série
delaforme f(z) = Y2 a,(z — a)" dite série de Laurent, qui converge normalement
sur tout compact K C C(a;1; R).

De plus pour toutn € Z ets €|r,R[ona, a, = 5 fC(a's) (gf(a%d(f.

56
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3.1.4 REMARQUE
Le développement en série de Laurent est unique.

Démonstration: Fixonsz € C(a;r;R) ets, s’ telsquer < s < |z —a| < s’ < R.Soit f un
segment qui relie C(a;s) a C(a;s"). On définitle lacet T := C(a;s") VBV —C(a;s) V —B.
Comme l'indice de z par rapporta I est égal alla formule de Cauchy nous donne

N T £ 1
z) =5z Jr = d (E—z)

= 2in fC(a;s’) - 217'( fC (a;5)
 (z—a)" 1 v (E—a)"
Z W (avec convergence normale dans C(4; ")), et -2 - — Z m
n=0\v o n=0 \~ "
( convergence normale dans C(a;s)). On a ainsi
&

1 2 (z—a)" 1 =
f(z) = M/C(a;s’)f(g) Z de'f- Zﬁf/c(a;s)f(g)n;)

n=0

flz) = :Z_OZ <2117T /c(m @{(,31“%) (z—a)" +,§ (21171 /C(a;s)

d’ot1 le résultat. g

e
f

1
o)

3.1.6 DEFINITION +oo
Soit f(z) Z a,(z —a)" le développement en série de Laurent de f dans la cou-

ronne C(a;r; R).
-1
Y a,(z — a)" estla partie principale du développement et
+oo
) a,(z —a)" sa partie réguliére.
0

3.1.7 EXeMPLE. (1) f(z) = Zzlﬁ est holomorphe dans C \ {+i}. Soita un pointde H*{z €
C;Jm(z) > 0}, alors |[a —i| < |[a+i].Onposer = |a—i| et R = |a+i|. f est
holomorphe dans la couronne C(g;7; R) et donc y admet un développement en
série de Laurent, que nous allons déterminer.

f@)= = = L L L
2241 (z—i)(z+41i) 2iz—i Zzz—l—z
Si]z—a|>r,or1azl_i—zia1 1;22221 ) 2(52__%'
Silz—a|<r, onazil:lial = Jrzo:o z(afi—_a)zn)“
D’ott pour tout z € C(a;7;R), f 21;0 z—an)H zli;jzozm
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. 1" (z—a)" 1 (a—2z2)"
La partie principale est % g (=1 etla partie réguliéere est —2— 2 W
En particulier sia = i et C(a;7;R) = C(i;0;2),

1 1 18 @GE—2)" 1 1 © (-1 (z =)
fE) =5 "% ((2i)n+)1 =5is it L ( )(Zi)iﬂ :

n=0 n=0
(2) f(z) = exp(l) est holomorphe dans C \ {0} = C(0;0; +o0). Le développement
g =11 -z o
en série de Laurent de f(z) = 1;) i 1+ go (&l sa partie réguliere est 1
—1 n

et sa partie principale est Z

= (—n)!

3.1.8 COROLLAIRE
Pour toute fonction f holomorphe dans la couronne C(g; 7; R), I'intégrale - |, Clas) f(z)dz

pour tout r < s < R, est égale au coefficient a_; du terme - du développement en
série de Laurent de f.

3.1.9 COROLLAIRE (INEGALITES DE CAUCHY)
Soit f une fonction holomorphe dans la couronne C(a; 7; R). Alors, f(z) = Y % a,(z —a)"
et pour toutn € Zets €|r,R[:

M (s)
an| = —5
ou Mg(s) = max |f(z)].
|z—a|=s
Démonstration: Comme a, = f Class n+1 dg = f2 f(ijfleia)e’i”@ de.
max; s |f( M() M¢(s)
d'ott || < 57 ‘Sn'iﬂ (C ( )) Ao 2ms = ~42

3.1.11 COROLLAIRE (THEOREME DE PROLONGEMENT DE RIEMANN)
Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert () sauf peut étre en un point zg € ()
telle que

lim (z —zp)f(z) = 0.

zZ—Zp

Alors f admet un prolongement (unique) en une fonction holomorphe sur Q).
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Démonstration: Comme, Q) est ouvert il existe un disque D(zp; R) C Q, f étant holo-
morphe dans la couronne C(z¢;0; R) = D(zo; R) — {zo} elle y admet un développe-
ment en série de Laurent Y "% a,(z — zo)".

Les inégalités de Cauchy nous donnent, pour tout n € Z ets €]0, R]

maxi;_zy|=s |f(Z)| o maxX|;_zy|=s |Sf(Z)|
S" - gh+l1

|a,| <

Comme par hypotheése lim max |sf(z)| =0, ona pour toutn < —1,a, = 0.
Z—20 |z—zg|=s

Par conséquent f(z) se réduit a une série entiere Y g a,(z — z9)", et le prolongement
holomorphe dans (), f de f, s’obtient en posant

2\ Jao siz = zg
f”‘{ﬂz) iz # 20

3.1.1 Singularités isolées

DEFINITION
On dit qu'une fonction f a une singularité isolée en un point z s’il existe r > 0 tel
que f soit holomorphe dans le disque épointé D*(zp; ) = D(zo;t) — {z0}-

Comme D*(zp;r) est une couronne, f(z) y admet un développement en série de
—+o0
Laurent ) _ a,(z — z9)".

—00

DEFINITION Too 1
. Soit f(z) Z an(z —zo)" Z an(z —z0)" + Z an(z — z9)" le développement en
série de Laurent de f dans la couronne D*(zo; r )
~1
f-(z) =) _an(z —z)" est appelée partie principale et

—00

z) = ) an(z — 29)" est appelée parie réguliere du développement de f en z.

On va maintenant classifier les singularités isolées. Il y a 3 types de singularités :
(1) Singularité superficielle (ou singularité apparente)
f a une singularité apparente en zy si pour tout n < 0, les coefficients a, = 0 (i.e. sa
partie principale est nulle.)
Dans ce cas f admet un prolongement holomorphe au disque D(z; r) (Théoréme de
prolongement de Riemann.)
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(2) Pole d’ordre m

f a un pole d’ordre m > 1 en zj si pour tout n < —m, les coefficients a, = 0 et
a_m # 0. Dans ce cas f(z) = Y% a,(z — z9)". On dit aussi que f est méromorphe
en zo.

(3) Singularité essentielle

f a une singularité essentielle en zg si pour une infinité de n < 0, les coefficients

a, # 0.

3.1.15 EXEMPLE. (1) f(z) = # a deux singularités isolées i et —i. On a vu que dans le
"'H(Z—i)”

disque épointé D*(i;2) = C(i;0;2), f(z) = 75 + L% % Donc f a un

1
pole d’ordre 1 en i. De méme f a un pole d’ordre 1 en —i. (pour voir cela développer

f en série de Laurent dans D*(—i;2) = C(—i;0;2).)
(2) f(z) = exp(}) a une singularité isolée en z = 0. On a vu que dans C \ {0} =
C(0;0; +00) = D*(0; +-0), le développement en série de Laurentde f(z) = 1+ Y "L (_Z:l)!

d’oua, = (%n), # 0 pour tout n < 0, et donc f a une singularié essentielle en z = 0.

3.1.16 Exercice Montrer que
(i) f a une singularité apparente en z si et seulement si lim,_,,, f(z) existe.
(ii) f aunpdleen z si et seulement silim,_ ., |f(z)| = +oo existe.

(iii) f a une singularité essentielle en zg si et seulement si lim,_,,, | f(z)| n’existe
pas.

3.1.2 Calcul pratique des résidus

3.1.17 DEFINITION
On appelle résidu de f au point zp, noté Res(f, zp), le coefficient a_; du développe-
ment en série de Laurent de f dans un disque épointé D*(zo; r).

Soit () un domaine et f(z) = % tels que g et h sont holomorphes dans () et h
non identiquement nulle. Alors les zéros de h sont isolés dans (2. Comme chaque
zéro a de h est de multiplicité finie, f est méromorphe en ce point. On va calculer le
résidus de f au point 4, distinguons deux cas :

(1 ’ a est un pdle simple
épointé D*(a,r), f(z) = F=L + Y an(z—20)". Alors (z—a) f(z) = a_1+ L5 an(z —z0)"
et donc liLn (z—a)f(z) =a_1 = Res(f,a).

Dans le cas f(z) = % avec g¢(a) #0,h(a) =0eth’(a) #0ona

. g(z) _ .. z—a _ gla) ., . g \ _ gla)
Jim (2 @)} o5 = Jim g(2) 55 = ey D'ou | Res (1a) = o5

(2)‘ a est un pdle d’ordre m > 2 ‘ Sia est un pole d’ordre m > 2, on a dans un disque
épointé D*(a,7),f(z) = oim + -+ + =5 + Lo " an(z — 20)".

i.e. d’ordre 1. Si a est un pdle simple, on a dans un disque
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Alors, (z—a)"f(z) =a_m+ - +a_1(z—a)" 1+ Y % a,(z — z9)" " et d’'oux
- [(z=a)"f(z)) (D
Res(f,a) =a_1 = lim {7}

z—a (m—1)!

3.2 Théoréme des résidus

3.2.1 PROPOSITION
Soit f une fonction holomorphe dans D*(z; R).
Alors pour tout lacet v contenu dans D*(zy; R), on a

Zir[yf(z) dz = Res(f,zo)Ind.,(zo) G.1)

Démonstration: Comme f est holomorphe dans la couronne C(zp;0; R) = D*(zo; R)
+o00

elle y admet un développement en série de Laurent ) a,(z — z0)", qui converge
—00

uniformément sur tout compact K C D*(zg; R), d’oux

1 | .
21,7_[/7f(z)dz— Zan(zm/y(z—zo) dz).
1
D’autre part, i A(z —z0)"dz = {

0 sin # —1
Ind,(z9) sin= -1
Ainsi 5 fvf(z) dz = a_1Ind,(z9) = Res(f,zo)Ind,(2o). m

3.2.3 THEOREME (LE THEOREME DES RESIDUS)
Soit ) un domaine de C. Soit A un sous-ensemble discret de () et 7y un lacet contenu
dans Q) \ A tel que Int(y) C Q.
Alors pour toute fonction f holomorphe sur Q) \ A, on a la formule des résidus
suivante :

2117'[/7f(z) dz =) Res(f,a)Ind,(a). (3.2)

acA

Démonstration: Soit B = {a € A;Ind,(a) # 0}. B est alors contenu dans le complé-
mentaire W de la composante non bornée de C \ v*, qui est compact.

Montrons que B est fini.

Sinon, il existe une suite {a,} de points de B, deux a deux disjoints, qui converge
vers un point a € W. Comme B est discret dans (), a & (), et par suite a ¢ *, par
conséquent l'indice de a par rapport a 7y est bien défini et Ind. (a) = lim,_, o Ind, (a,),
par continuité de la fonction indice. D’ott Ind, (a) # 0, mais ceci contredit ’hypo-
these Int(7y) est contenu dans Q. Donc la somme ), 4 Res(f,a)Ind, (a) se réduit a
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la somme finie ), Res(f,a)Ind, (a).
Notons B = {ay,...,a,} et n; = Ind, (a;).

En chaque a; € B, f admet un développement en série de Laurent f(z) = },cz 2 (z— a;)

dans un disque D(a;,7;) — {a;} C Q\ 7" U A. On peut choisir les rayons r; assez pe-

tit, pour que les disques D(a;, t;) soient disjoints.
On remarquera que chaque partie principale définit une fonction holomorphe P; sur

J 1
€ — {47} B(z) = Tuen oy et que 5~ / Pi(z) dz = Res(f, a;)Inds (a;).
Y

m

La fonction g(z) = f(z) — ) Pi(z) admet un prolongement en une fonction holo-
j=1

morphe sur Q) (en effet, en a;, f(z) — Pj(z) = Y a(z —a;)" dans D(aj,rj) et Y Py

neN 7
est holomorphe sur D(aj, 7;)) et comme Int(y) C ), le théoréme de Cauchy-Goursat
2.2.1 nous donne :

1

Ozszyg(z)dz:%Af(z)dz—i(z;/ypj(z)d%

i=1

= g1 ] F(2) 2= 1 Restf ) Inds )

3.2.1 Application au calcul intégral

I s’agit de calculer une intégrale définie d"une fonction d’une variable réelle sans
expliciter de primitive. L'idée est de trouver une fonction holomorphe convenable
et un cycle convenable qui permettent de calculer 'intégrale cherchée. En pratique
les cycles choisit sont des lacets simples i.e. divise le plan complexe en deux compo-
santes connexes, une bornée d’indice 1 et I’autre non bornée d’indice 0. Dans ce cas
la formule des résidus ne tient compte que des points intérieurs. La méthode de cal-
cul des intégrales par la méthode des résidus utilise souvent 1'idée de limite sur des

n
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cycles, et celle-ci est mise en évidence par les lemmes suivants (souvent attribués a

C.Jordan).
3.2.5 LEMME (LEMME A)

1) Soit f une fonction continue sur I’ensemble
S1={z2€C0< |z—a|<ru <arg(z—a) <ap} aceC,r>0,a1 <an.

Soit 1y, I’arc de cercle de centre a de rayon p contenu dans S;.

La condition lim (z — a) f(z) = 0 entraine que lim / f(z)dz=0.
Zzgla p—0J,
2) Soit f une fonction continue sur 1’ensemble

Sy ={z€C;lz—a| >R,u <arg(z—a) <ap} ae€C,R>0,a1 <ar.

Soit 7y, l'arc de cercle de centre a de rayon p contenu dans S,. La condition

lim (2 — — 0 entrad lim [ f(z)dz=o0.
\z\l—?w (z—a)f(z) entraine que lim . f(z)dz
z€Sy

Démonstration: Dans les deux cas la longueur de 7, est égales a (a2 — a2)p. Alors

| J,, F2)dz| < (a2 — ar)psup.c., |f(2)] = (a2 — 1) sup.c., (2 — @) f(2)], et hypo-
these assure le résultat. g

3.2.7 LEMME (LEMME B)
Soit ¢ une fonction continue dans le demi-plan supérieur H* = {z € C;Im(z) > 0}
tendant vers 0 lorsque |z| — +oco dans H .
Soit C, le demi-cercle de centre 0 et de rayon p contenu dans H*. Alors pour tout

a > 0fixé,ona lim e ¢(z)dz =0
p—r+e0 Jc,

Démonstration: Ceciva dépendre de l'inégalité suivante 2 < sin(f) pour 0< 6 <
Z On écrit z = pe'?, 0 < 6 < 7. L'intégrale devient

I, = fc,, eig(z)dz = [ eelcos®)+isin()) g(pei®)ipet® 4. Soit M, le maximum de
|g(z)]| sur Cnp, alors |I,| < p [, |g(pe®)|e=esin®) dg < pM, [, e sin(®) g

< ZPMP foi e—:xpsin(e) do < ZpMplf

e
2
xpz

< TM, On termine la preuve en utilisant

I’hypothese limy—, 1o Mp = 0. m

3.2.9 LEMME (LEMME C)
Soit a un pole simple de la fonction f, 7, un arc de cercle de centre a et de rayon p

(orienté dans le sens positif), d’ouverture angulaire «, 0 < a < 277. Alors lim f(z)dz =
Yo

p—0
iaRes(f,a).
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Démonstration: Comme a est un pole simple, le développement de Laurent de f dans

une couronnne D*(a,¢€) donne, f(z) = w + ¢(z) et une constante M > 0 telle

que |g(z)| < M pourtoutz € D*(a, €). Alors f% f(z)dz = Res(f,a) f% ﬁdz%—f% ¢(z)dz

Un calcul direct donne | " -Ldz = inx D'autre part ‘ /. " 2(z) dz‘ < MA(7y,) =
Maxp — 0 lorsque p — O.m

Intégrale de fractions rationnelles de fonctions trigonométriques

Soit R = g ou P,Q € CJx,y], telle que Q ne s’annule en aucun point du cercle

27
unité {(x,y) € R% x?+y* = 1}. On considére l'intégrale:| [ = / R(sint,cost)dt|.
0

Pour t € Ronposez = e alors dt = %, sint = L(z — 1) etcost = 1(z+ 1). Soit F

z
la fraction rationnelle en z défine par

1 1\ 1 1\\ 1
FE =R(5(-2) (4 2))z
Soit vy le cercle unité orienté dans le sens positif et A 1’ensemble des poles de F dans
le disque unité, alors

I= / F(z)dz = 2im Y Res(F,z)Ind,(z) =2imr ).  Res(F,z)
Y

z€EA ze AND(0;1)
3.2.11 EXEMPLE. Soit a Calculer I = 027'( ﬁ dt,aveca > 1.
_ 1 _1_ 1 1_ __ 2
Dans ce cas R(x,y) = ;75 etalors F(z) = T LoDz — P

D’autre part z2 + 2aiz — 1 = (z — (—ia +iva2 — 1)) (z — (—ia — iv/a? — 1)), d’otr
le seul pole de F dans D(0;1) est zg = —ia +iva? — 1.
Ce pole est simple et le résidu en ce point se calcule par
2 1

Res(F20) = Jim (2 = 200G = S s Ve =D v 2ia  iar=1

1 2
iva2—1 a2—-1

Doul = 2ir

Intégrale de fractions rationnelles d’une variable réelle

Soit f: R — R une continue telle que lim,|_,  , xf(x) = 0; alors f est inté-

+o00
grable sur IR. On veut alors calculer | I = / f(x)dx.

P(x)
Qx)

3.2.12 EXEMPLE. f(x) =
x €R.

ou P,Q € Rix], degQ > degP + 2 et Q(x) # 0 pour tout
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On suppose que la fonction f admet une extension holomorphe F a C \ A ou A est
un sous-ensemble fini disjoint de C \ IR, et telle que lim,|_, , ,, zF(z) = 0.

Soit r > 0 assez grand, tel que le disque de centre 0 et de rayon r contient A. On
pose U, = {z € C;Im(z) > Oet|z| < r} et 7y, le demi-cercle de centre 0 et de rayon
r contenu dans U,.

D’apres le théoreme des résidus appliqué a F et au lacet [—7, 7] U 7y, (orienté dans
le sens positif), on a

+rf(x)dx—k/ F(z)dz:/a F(z)dz =2im Y Res(F,a)

r Uy acAnU,
D’apres le Lemme A, pour a1 = Oetay = 7r,ona lim F(z)dz =0,
r—r+o00 Yr

+r
de plus lim / f(x)dx = I car f estintégrale sur R, d’out
r—r+oo J_¢
—+o0
I = / f(x)dx = 2im'} {les résidus de F dans le demi-plan supérieur}

fL N [t dx

EXEMPLE. Soit a calculer I = [ e

Dans ce cas F(z) = # est une extension de f holomorphe dans
3ir 5ir 7ir

C\{e%,e, T, e'F et lim zF(z)=0.

‘Z‘*Hroo

Les poles de F sont simples et seulement e'% ete’f sont dans le demi-plan supé-

rieur. D'ou I = on: S = 2int(Res( kg, e%) + Res(h,e %))
; in 3in . .
= 2ir( — e — 1) :2171(_72\1@) — \%

Intégrales de fonctions ayant ¢™* en facteur

I) Soit f une fonction de la variable réelle x admettant une extension holomorphe
FaQO\A ou Q est un voisinage ouvert du demi-plan supérieur Ht = {z €
C;Im(z) > 0} et A un ensemble fini disjoint de R telle que

+oo .
‘ ‘lim F(z) = 0. Soit « > 0 un réel fixé. On veut calculer] I = / f(x)e™* dx|.
z|—>+o00 —®

Soit r > 0 assez grand, tel que le disque de centre 0 et de rayon r contient A. On
pose U, = {z € C;Im(z) > Oet|z| < r} et 7, le demi-cercle de centre 0 et de rayon
r contenu dans U,.

Le théoréme des résidus appliqué a F(z)e™®* et au lacet [—r, 7] U 7, (orienté dans
le sens positif), nous donne

+r , , , ,
f(x)e™*dx+ | F(z)e**dz = / F(z)e'*dz =2im ) Res(Fe"*,a)
—r

Yr ouy a€ANU,

D’aprés le Lemme B, lim / F(z)e™*dz = 0, d’ot
Tr

r—>+00
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r—+oo J_

+r ‘ .
lim / f(x)e™* dx = 2im ) _{ résidus de F(z)e"** dans le demi-plan supérieur}
r
Si de plus f(x)e* est intégrable on a :
+r X .
I = lim / f(x)e™* dx = 2im ) _{ résidus de F(z)e"** dans le demi-plan supérieur}
r

r—+oo J_

3.2.14 REMARQUE
Si a < 0 on obtient en prenant les résidus dans le demi-plan inférieur H~ = {z €
C;Im(z) < 0}.

Fr , ,
I= lim / f(x)e™* dx = —2im) _{ résidus de F(z)e'** dans le demi-plan inférieur}
r

r—r+too J_
s T cosx
3.2.15 EXEMPLE. Soit a calculer pour b > 0, I = / ——— dx.
0 x2 + b2 _
Comme f(x) = ;f’j;‘z est une fonction paireona I = 5 LT i dx = 19%( e %ﬁbz dx).
Le seul pole de F(z) = 74 +b2 dans H* est ib et ce poOle est simple, d’out

1 too pl¥ 1 e’ 1 e7? me?
=% dx ) = 3%e (2inRes(——,ib) | = =M (2in5— ) = .
2 e(/w 2 x) 2 e( mRes( ! )> 2 e( mzw) 2b

IT) On examine maintenant le cas ott F(z) a des singularités sur ’axe des réels i.e.
ANR # @.Soitx; < - -+ < x, les points singuliers de F dans R. On suppose que les
x; sont des poles simples. Dans ce cas il convient de modifier le chemin d’intégration
afin de contourner les points x;.

Soit r > 0 assez grand, tel que le disque de centre 0 et de rayon r contient A. Soit
7, le demi-cercle de centre 0 et de rayon r contenu dans H " et 7.(j) le demi-cercle
de centre x; et de rayon e contenu dans H*.

D’apres le théoreme des résidus appliqué a F(z)e' et au lacet
YrU =701 — €] U (UL 7e(f)) U (U?;ll [xj+€ xj:1—€]) Ure(n) U[x, +¢, 7] (orienté
dans le sens positif), on a

inz

f% F(z)eiaz dz + fflrie ) o dx + Z] 1 f laz dz+ Z f[x/-&-e,x/'ﬂ—e] f(x)gi“x dx
e ()€™ dx = 27 Fe prys Res(Fo 0 > | |
Le Lemme C nous donne lim._ f'Ye(j) F(z)e"*dz = —imRes(F(z)e'"*, x;), et le
Lemme B, lim,_, ; f% F(z)e* dz = 0, d’otx
: e inx = AN iox ’ inx _
lim flx)e™dx+ ) fx)e™ dx + f(x)e™ dx =
Tt J—r j=1 Jxjte Xn+e

2imt)_{ résidus de F(z)e"™* dans le demi-plan supérieur ouvert} +ir ) { résidus de F(z)e* dans R}
Si de plus f(x)e'™* est intégrable on a :

I= / fx)e™ dx = 2im ) {résidusde F (z)e"™* dans le demi-plan supérieur ouvert}
+im) { résidus de F(z)e™** dans R}

3.2.16 EXEMPLE. Soit a calculer [ = f+°° sinx gy
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+00 sinx _ 1 [+ sinx T —€ ol 00 pi¥
Jo S dx =5 [ S dx = g lime o “ Fdx+ ], *dx}

—00 X € X
D’apres ce qui précede

1 ) —€ eix +00 eix 1 . eiz 1 .
— lim [/ —dx + de} = Z(anes(?,O)) = —(in) =

2i e—0 —c0 X €

et de l'intégrabilité de 2% sur R, on obtient | = Z.

Intégrales de fonctions ayant x~* en facteur, & €]0,1]

Soit f une fonction holomorphe dans C \ A, A fini contenu dans de C \ R, telle
que lim;_, . f(z) = 0, alors x~* f(x) est intégrale sur R .

—+00
Il s’agit de calculer| I = / x “f(x)dx | On prend la détermination du logarithme
0

sur C \ R définie par
Ln(z) = Ln|z| +iarg(z) avec 0 < arg(z) < 2rm.

Soit r > 0 assez grand, tel que le disque de centre 0 et de rayon r contient A ete > 0
assez petit, tel que le disque fermé de centre 0 et de rayon € ne rencontre pas A.
Soit 7,(17) I’arc de cercle de centre 0 et de rayon r et d’ouverture angulaire
n <0 <2m—1,v(n) l'arc de cercle de centre 0 et de rayon € et d’ouverture angu-
laire 7 < 6 < 271 — 17, [re, ee™] et [ee! 1), e 27=1)] des segments. Soit T'(e, 7, 7)
le lacet (orienté positivement) obtenu en joignant tous ces chemin. On choisit 7 > 0
assez petit pour que A soit a 'intérieur de I'(e, 7, 17).
D’apres le théoreme des résidus

/( )z”"f(z) dz =2in) { résidusdez "f(z) dans C \ Ry }
I'(ermy

Soit g(z) = z~*f(z). Comme |zg(z)| = [z'7*f(z)| = |z|'""*|f(2)], a €]0, 1],
lim,|_, o f(z) = 0 et f holomorphe en 0 on alors lim|zl\‘_>+(;,o zg(z) = 0 et d’apres le

Lemme A
lim/ z7%f(z)dz = lim z7%f(z)dz = 0.
10 Jye(n) /) A0 S () Us

D’autre part lim

z”‘f(z)dz:/o x *f(x)dx et

=0 J[re et +00
e—0
r—r+oo
+o0 2
lim _ _ z7%f(z)dz = / x %e M f(x) dx
;]Hg [681(271—71)/,,61(271—11)] 0
€—

r—+oo

Alors, lorsquey — 0,6 — 0 etr — +o0

lim : z7%f(z)dz = /OJFOO x % f(x)dx — /0+oo X% 2T f(x) dx

n—0
—0 1"(6,7‘,17
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=(1—e2m)] = 2isin{ar) sm(zxn) I. Finalement
elD(T(
) d neiM}:"dd“" dans C \ R
—/0 x “f(x) x—m { résidus de z7*f(z) dans C \ R }.

~+o0 a—1 o T
EXEMPLE. Montrons que pour 1 < a <2, [, g dx = Zsm(Z) "
Les poles de ;;:1 sont Xi et sont simples, alors
a-1 ia— a— . —j)a-1 2 N
Res(%, i) = % Res(ﬁ, —i) = —% et leur somme est égale a
iuil (—i)ail 1 (a 1)i7r (a 1)31’71 1, un 3aint ; ar
— — —— = ("7 Uy = (e 4672 ) = —e" cos(—
2i 2i 21( ) 2( ) ( 2 )
too ya—l e T ar 7T cos (%5t T
D’oa/ s dx = — e cos (—) = — &) = S amy
o x2+1 sin(ar) 2 sin(arr)  2sin (%)

Intégrale de fonctions ayant Ln(x) en facteur

Soit f une fonction holomorphe dans C \ A, A fini disjoint de R, telle que
lim;_,,zf(z) = 0, alors f(x)Ln(x) est intégrale sur R;; Il s’agit de calculer

—+o0
I= / f(x)Ln(x)dx
0
On prend la détermination sur C \ R définie par Ln(z) = Ln|z| + iarg(z) avec
0 < arg(z) < 27m.

Le théoreme des résidus appliqué a f(z) (Ln(x))2 et au lacet I'(e,7,17) , nous
donne lorsque 7 — 0,6 — 0 etr — 400

/(:Oof(x)(Ln(x))zdx — /()+Oof(x) (Ln(x) +2i7t)2dx

= —4ir O+oof(x)Ln(x) dx — 47(27t/0+00f(x) dx (33)

=2in ) { residus de f(z) (Ln(z))2 }
Sil’on sait calculer | = 0+°° 0

Dans le cas ot f(x) est a valeurs réelles, par séparation des parties réelle et ima-
ginaire dans la formule précédente on obtient I et |.

EXEMPLE. On veut calculer I = O+°° (ﬁ(;))z dx
La fonction ((Ll”ﬁ))f a un podle de multiplicité 2 en z = —1 d’out Res( ((Ll”ﬁ)));, -1) =

lim, 4 ((1 +z)2%)/ = —2im. Ainsi | = —I9Re(—2im) = 0.

f(x) dx la formule précédente fournit I = [ f(x)Ln(x) dx.



