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1.6 Le théoréme des accroissements finis

Rappelons le résultat classique pour les fonctions d’une variable réelle a valeurs
dans R.

Théoreme 1.36 (Théoreme des accroissements finis sur R) Soit f une fonction conti-
nue sur un intervalle [a, b|, a valeurs dans R, dérivable sur |a, b|.
Alors, il existe ¢ €]a, b| tel que

f®) = fa) = f'(c)(b - a).
(ou il existe 6 €]0, 1] tel que
f®) = fla) = f'(a+0(b—a))(b—a).
Une autre version ( plus faible) de ce résultat est I’'inégalité des accroissements finis :

Théoreme 1.37 (I’inégalité des accroissements finis ) Soir f une fonction continue
sur un intervalle [a,b], a valeurs dans R, dérivable sur |a,b[. Soit M > 0 telle que
[f'(x)] < M, pour tout x € [a,b], alors |f(y) — f(z)] < M|y — x| pour tout
z,y € [a,b].

On en déduit une premiere extension du théoreme des accroissements finis pour les
fonctions définies sur un ouvert d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans R.

Définition 1.6.1 1) Soit E un espace vectoriel, a,b € E. Le segment |a, b] est le sous-
ensemble de E défini par

[a,b] = {x € E; il existet € [0,1]tel quex = a+t(b—a)}

2) Un sous-ensemble U C E est dit convexe si pour tout a,b € U le segment
[a,b] C U.

FIGURE 1 — convexe

FIGURE 2 — non convexe
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Théoréme 1.38 (Théoréme des accroissements finis a valeurs dans R) .
Soit f : U — R une fonction différentiable dans ’ouvert U C E. Soit a,b € U,
si le segment [a, b] est contenu dans U, il existe 0 €]0, 1] telle que

f(b) = f(a) = Df(a+0(b—a)).(b—a)
ce qui est équivalent a : il existe ¢ €|a, b[ tel que f(b) — f(a) = Df(c).(b— a).

Démonstration 1.39 On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction
g:[0,1] —m R t+—g(t) = fla+t(b—a)).Alors,g= foAouA:[0,1] — R
est I'application définie par A(t) = a + t(b — a).

g est différentiable sur [0, 1], comme composée de fonctions différentiables et

g'(t) = DJ(A(D))(DA(Y)) = Df(a -+ t(b - a)).(b - a)

1l existe donc 6 €]0, 1] tel que g(1) — g(0) = ¢'(6),
qui se traduit par, il existe 0 €0, 1 tel que

f(0) = f(a) = Df(a+0(b—a)).(b—a).

Remarque : L’exemple suivant montre que ce résultat est faux si f est a valeurs dans
un espace vectoriel de dimension > 2.

Exemple 1.6.2 Soit f : R — R%t s f(t) = (cos(t),sin(t)). Sa différentielle au
point t est D f(t) = (—sin(t), cos(t)),

Par contre, f(2m) — f(0) est le vecteur nulle et ne peut étre égal a aucun des
vecteurs de norme 2m, (2m — 0)D f(0), avec § € R.

On va donner deux variantes du théoréme précédent valables pour des fonctions a
valeurs dans un espace vectoriel de dimension > 2.

Théoréme 1.40 (Théoréme des accroissements finis a valeurs dans R™) .

Soit f : U — R™, ¢ — (fi(z),..., fm(x)) une fonction différentiable. Soit
a,b € U, si le segment [a, b] est contenu dans U, il existe m points c1,. .., Cn €]a,b]
telle que pour tout j € {1,...,m} ona

[i(b) = fi(a) = Df(c;).(b — a)
Démonstration 1.41 On applique 1.38 a chaque composante f; de f.
Une autre variante ou I’égalité est remplacée par une inégalité sur les normes.

Théoreme 1.42 (L’inégalité des accroissements finis) .
Soit f : U — R™ une application différentiable. U ouvert de R™.
Pour tout a,b € R" tels que le segment [a,b] C U,ona :

1£(6) = fla)ll < b=« < sup IDf(:v)H) :

z€Ja,b|
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Démonstration 1.43 On suppose f(b) — f(a) # 0, sinon ’inégalité est évidente. On

pose v = %. On considére la forme linéaire continue 1 , définie par : pour

touty € F, Y(y) =< y,v > o < .,. > est le produit scalaire standard sur R™.
D’apres 1.38, il existe 0 €]0, 1] telle que ¢ (f(b) — f(a)) =¥ (f(b))—¢ (f(a)) =

Dyo fla+60(b—a)).(b—a)=¢(Df(a+0y(b—a))(b—a))s’écrit aussi

< f(b) = f(a),v >=< Df(a+0(b—a))(b—a),v > ou encore

[£(b) = f(a)| =< Df(a+6(b—a))(b—a),v>
et une application de ’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :
| <Dfla+0b—a)b—a)v>]<|Df(a+0(0b—a))b—a)llv] <|Df(a+
0(b—a))(b—a)ll doi [[f(b) = fa)| < [|Df(a+0(b—a)(b—a)ll <[|Df(a+
0(b—a))|lll(b— a)l, finalement || f(b) — f(a)|| < [|(b—a)]| (Supxe]a,b[ IIDf(ff)II) ~
)

IN

Complément : Le cas général

Proposition 1.44 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f : U — F une application différentiable. U ouvert
de E.

Soient a, b € E, tels que le segment [a, b] C U.

Alors, pour toute forme linéaire 1) € F' = L(F,R), il existe 0, €0, 1[ tel que

Yo f(b) —vo fla) =10 Df(a+0y(b—a))(b—a)
ou encore  (f(b) — f(a)) =9 (Df(a+0y(b—a))(b—a)).

Démonstration 1.45 Soit 1y € F'. On défini gy : [0,1] — R, t +— gy (t) = ¥ o f(a + th).
Comme composée d’une application linéaire et d’une application différentiable, g, est différentiable, et d’aprés 1.38,
il existe donc 0, €]0, 1[ tel que g, (1) — gy (0) = gy, (0y), c-a-d

Yo f(b) —vofla) =1poDf(a+0y(b—a))(b—a)k
Comme conséquence on obtient :

Corollaire 1.46 (L’inégalité des accroissements finis a valeurs dans un espace euclidien) .
Soit E un evn et F' un espace euclidien munit du produit scalaire < ., . >.
Soit f : U — F une application différentiable. U ouvert de E .
Pour tout a, b € E tels que le segment [a,b] C U,ona:

1£(0) = f(a)l < 16— all ( sup IIDf(I)H) :

z€]a,b[

Démonstration 1.47 On suppose f(b) — f(a) # 0, sinon I'inégalité est évidente. On pose v = %. On
considére la forme linéaire continue v , définie par : pour tout y € F, (y) =< y,v > on < .,. > est le produit
scalaire.

Alors, I'équation ¢ (f(b) — f(a)) = ¥ (Df(a+ 0y(b—a))(b—a)) sécrit < f(b) — f(a),v >=<
Df(a+ 6y(b—a))(b—a),v > ouencore

1£(6) = f(a)| =< Df(a+ 0y(b—a))(b—a)v>
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne | < Df(a 4 04 (b — a))(b —a),v > | < [|[Df(a + 04(b —
a))(b — a)l[[v]l < | Df(a+ 0y (b—a))(b—a)| doi
l£(B)=f(a)ll < [IDf(a+0y(b—a))(b—a)|l < ||Df(a+0y(b—a))llll(b—a)ll, afortiori|| f(b)—f(a)|l <
16 = a)ll (supsejau IDF @) - &

et le cas général

Théoréme 1.48 (L’inégalité des accroissements finis (cas général)) .
Soient E et F' deux evn et f : U — F une application différentiable. U ouvert de E .
Pour tout a, b € E tels que le segment [a,b] C U, ona:

17(6) = fF(a)|| < [Ib— all ( sup ||Df(l)|\> . (1.5)
x€la,b|
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Démonstration 1.49 Soit a,b € E, a # b, tels que le segment [a, b] C U. Onpose M = sup || Df(z)|. Onpeut
[

z€la,b
supposer M < +oo sinon il n’y a rien a démontrer.
On va montrer que pour tout € > 0 on a
lf () = f(a)ll < (M +&)ll(b—a)ll- (1.6)

Comme ¢ est arbitraire, on obtient I'inégalité 1.5, en faisant tendre € vers 0.
On pose

E ={6€0,1], pourtour 0 <t <0, [[f(a+t(b—a)) - fla)] < t(M+e)[I(b—a)}.

L’ensemble E n’est pas vide, puisqu’il contient 0, donc admet un plus grand élément. On note ¢ = sup E.

Comme f est continue, £ € E d’on E = [0, £].

On doit maintenant montrer que § = 1.

On suppose §& < 1. D’apres la définition de la différentiabilité de f au point a + £(b — a), il existe § > 0, avec
&+ 0 < letpourtourt € [€,€ + 5[

lfla+tb—a)) = flat+&(b—a))—=Dfla+&(b—a))(t=&0—a)l
it =& —all

<e (1.7)

ceci entraine

lfla+t(—a) = fla+ &b —a)ll < IDf(a+E0b—a)llt -0 —a)ll+ellt -0 —a).

ou encore

lf(a+t(b—a)— fla+&b—a)ll < (M+e)t - - a)
D’on
If(a+t(b—a)) - fla)| <I[f(a+t(d—a)) = fla+&b—a)l+I[fla+E0b—a))— fla)ll

S (=W +e)|[(b—a)ll +&(M + 2)[I(b — a)|l
=t(M +e)[|(b —a)-

Comme t > &, ceci contredit la définitionde §. Donc £ = 1. &

Remarque : Pour terminer signalons une autre démonstration de ce théoréme : D’apres la proposition 1.44, pour tout
1 € F'ilexiste 0y, €]0, 1] tel :
Y (f(0) = f(a)) =¥ (Df(a+0y(b—a))(b—a)),dou

[ (£(b) = f(@) | = |¥ (Df(a+0y(b—a))(b—a)) | < [PIIIDf(a+ 0y —a))(b—a)
SNNNIDF(a+ 0y (b — a)llli(b — a)ll

< 1l = a)ll ( sup HDf(w)H> .
x€la,b|
Une conséquence du théoreme de Hahn-Banach (hors programme du cours), dit que
I1£() = fa)ll = sup{le (£(b) — f(a)) Il < 1}
D’ou

1£(®) = fF@)l < N6 —a)ll ( S]upb[llDf(m)H) -

z€la,
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1.7 Quelques applications du Théoreme des accroissements finis

Corollaire 1.50 Soient E et F deux evn. f : U — F une application différentiable.
U ouvertde E.
Soit T € L(E, F). Pour tout a,b € E tels que le segment [a,b] CU,ona:

z€la,b]

1£(b) = f(a) =T (b —a)[ < [|b—a < sup ||Df(x) Tll) - (1.8)

En particulier, si T = D f(a) on aura

1£(b) = f(a) = Df(a)(b = a)|| < [[b—all ( sup [|Df(x) — Df(@)l) - 19

z€la,b]

Démonstration 1.51 Résulte de I’inégalité des accroissement finis appliquée a f — T
et de la linéarité de T qui entraine DT (x) = T.

Définition 1.7.1 (application lipschitzienne) Soient E et F' deux espaces vectoriels
normés et K > 0.

Une application f : U — F est dite K-lipschitzienne (ou lipschitzienne de rap-
port K) si pour tout x,y € U on a

1f(2) = F)]l < Kllz = yl|

Corollaire 1.52 Soient E et F' deux des espaces vectoriels normés, U ouvert convexe
de E.

Soit f : U — F une application différentiable, on suppose qu’il existe K > 0 tel
que | D f(x)|| < K pour tout x € U. Alors | est K-lipschitzienne .

Remarque : Dans le résultat précédent I’hypothese de convexité est essentielle. I’exemple
suivant montre que le résultat n’est pas nécessairement vrai méme si on suppose que U
est connexe.

En effet, si U = {(z,y) € R%; 2 > 0et1 < 22 + y? < 2} une demi-couronne ouverte
et f: U — R définie par : (z,y) — f(x,y) = arctan(¥).

Alors Df(z,y) = (ﬁ, ﬁ) ,donc | Df(z,y)|| = \/:cz‘lTy? < 1. Mais,

lim [f(£,1) = f(L,=1)]=met|(,1) = (£, -1)| = 2, montre que f n’est pas

n—-+00
L-lipschitzienne dans I’ouvert connexe U bien que sup(,, ,.cv [|1Df(z,y)|| < 1.

Définition 1.7.2 Une application f : U — F est dite localement constante si pour
tout a € U, il existe r > 0 tel que B(a,r) C U et f(x) = f(a), pour tout x € B(a,r).

Exercice 1.7.3 .
Montrer que si U est un ouvert connexe, alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1. f est localement constante
2. f est constante

Indication : Soit a € U fixé, montrer que A := {x € U; f(x) = f(a)} est un ouvert,
fermé non vide de U.
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Remarque : La connexité de U est essentielle. En effet f :]0, 1{U]2, 3[— R définie
par f(z) = 0siz €]0,1[ et f(z) = 1siz €]2, 3], est localement constante mais n’est
pas constante.

Corollaire 1.53 Soient E et F' deux evn, U ouvert connexe de E.
Soit f : U — F une application différentiable telle que D f(x) = 0 pour tout
x € U. Alors f est constante .

Démonstration 1.54 Soit a € U. Il existe v > 0 tel que B(a,r) C U. d’aprés le
corollaire précédent, appliqué au convexe B(a,r), on a ||f(x) — f(a)|| = 0 pour tout
x € B(a,r). Donc la restriction de | a toute boule contenue dans U est constante
autrement dit f est localement constante dans U.

Comme U est un ouvert connexe, |y est alors constante, d’apres [’exercice précé-
dent.

1.8 Un critere de Différentiabilité (condition suffisante)

Théoréme 1.55 Soir f : U — R™, & — (f1(2),..., fm(x)), U ouvert de R™ et
acU.

Si les dérivées partielles de f existent et sont continues en a, sauf eventuellement
une qui n’existe qu’en a. Alors, f est différentiable en a.

Démonstration 1.56 On va supposer, pour éviter des notations encombrantes, ( et ceci
sans perdre de généralité) que n = 2 et m = 1.

On suppose R?, munit de la norme ||(x1,%2) |00 = max{|z1|, |z2|}.

On a par hypothese : 887301 est une fonction continue en a = (a1, a2) et {?TJ;(G)
existe.

On doit montrer :

i (a1 + b, a3 + ho) — f(ar,a2) — $L (a1, a9).hn — FL (a1, a2).hol
1

=0
(h1,ha)—0 ([ (R, ha)l

On écrit
flai+hi, az+h2)—f(ar,a2) = (f(a1 + b1, a2 + h2) — f(a1, a2 + h2))+(f (a1, a2 + h2) — f(a1, az))
En utilisant I'inégalité triangulaire on obtient

|f(a1 + h1, a2 + ha) = f(a1, az) = (a1, az).ha — (a1, az).he|

[[(h1, ho)l

_ (et hisas 4 ho) - flar 0z + he) — g (a1, a2)-m | |f(ar; a2 + he) — f(a1, 02 + h2) = 535 (a1, a2)-ha
+

- [h1] [hz|

Alors :

1. d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ €lay, a; + hi| tel que

flai+hy, as+ha)—f(a1,ax+hs) = %(07 az).hy etlim,, p,)—o0 %(07 az) =
L (a4, az) par continuité de aanl en a, d’onl

ZT1
|f(a1 + h1,a2 + h2) — f(a1,a2 + ha) — if’_—f(al,az).hl\

T

or
69;1

(¢, a2)

lim = im
(()hl,hQ)fﬂO |h1] (h1,hg)——0

of
af . L. 1 |f(a1,a2+h2)—f(a1,aa+h2)— 55> (a1,a2).ha|
2. 5. (a) existe est équivalent a limp,, .o ol 2 =

_ O e an) =

6901
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e . ‘f((l1+h17a2+h2)—f(a1702)—§Tf(a17a2)-h1—aT (a1,a2).ha|
Ainsi, im g, py)—0 ”(hhh;)” 2 =0.

Corollaire 1.57 Soit f : U — R™, z — (f1(z),..., fm(2)), U ouvert de R™ et
acU.

Si les dérivées partielles de f existent et sont continues en a alors, f est différen-
tiable en a.

Exemple 1.8.1 Soit f : R? — R définie par :
4
v T 1 ) 07 0
f(x,y) — (IQ +yz) Y St (‘/E y) # ( )
0 si (z,y) = (0,0)

on veut montrer que | est différentiable en (0,0).
On commence par vérifier que les dérivées partielles existent en ce point.

1. lim, o {&OIO0 — iy, 2% — 0 dvo 9L(0,0) = 0.

: f0,y)=£(0,0) _ _ of _
2. limy,__o e = lim, o ¥ v = 1don a—y(O, 0) =1.
Maintenant, il suffit de montrer que ’'une des dérivées partielles est continue en

(0,0).

On a pour (z, y) (0,0), 8—5( y) = (x y) = (30_217;2)2 + 1. On doit montrer
que hm(z y)—(0,0) dy (I y) %(O 0)
x4 . 4
Ona hm(% y)—(0,0) 7(7"24-3/ ) < llm(w7y)_,(070) ‘2:{/7(%2_"_3/2)2 < 2|y| =0.

. — I4
Ainsi lim ;) (0,0 Ty(x,y) = lim(, ) (0,0) (:vi%)"‘ +1=1= 2—5(070). )

Remarque : ; La différentiabilité n’entraine pas n’entraine la continuité d’aucune
dérivée partielle. Un exemple est donné par 1’exercice suivant

Exercice 1.8.2 La fonction f : R? — R définie par :

2 24 1 )
f(z,y) = (z* 4 y7) sin (M) si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

est différentiable en (0,0), mais gi et ne sont pas continues en (0, 0).

Exercice 1.8.3 La fonction f : R> — R définie par :

1
2 . .
r7sin (| — sixz#0
flay) =4 Y (x2> 7
0 siz=20

Soit yo # 0.
of

of of
Montrer que

n’est pas continue en (0,yo) mais que 5 est continue en (0, ).

Soit U un ouvert de R™ et f : U — R™ une application. On dit que f est de
classe C' ( ou continiiment différentiable ) sur U si elle est différentiable en tout
point de U et si I’application :Df : U — L(R™;R™), a — D f(a) est continue.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une appli-
cation soit de classe C'!.
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Théoreme 1.58 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R™ une application.
Alors f est de classe C" si et seulement si ses dérivées partielles sont continues i.e.
pourtout j € {1,...,n}, % existe et est continue.
J

Demonstratlon 1.59 “ ="' Soita € U. Si f estde classe C*, alorslim,__, D f(x)—
DJ(0) = 0.ains lm,—, (&) ~ 1£(0) = Diw)e; = Difale; = (DF(o) -
Df(a))e; = 0.e; = 0, d’oit la continuiteé de 2 6 en a.

“ <" Si toutes les dérivées partielles sont contlnues en a alors, d’apreés le corol-
. e pps . n o n 9
laire 1.57, f est différentiable et D f(x).h = > ., 8; (@)hj = > ﬁfj(x)wj (h),
onr;:R" — Restla projection mj(h) = h;.
Ainsi Df =" =1 a o 7; est une somme finie d’applications continues, donc est

continue, c-a-d que f est Cl.&

Complément : Soient E = E4 X ...x E,, et F des espaces vectoriels normés, U C E unouvertet f : U — F
une application.

On a vu précédemment que si f est différentiable en tout point a € U, alors D f(a) = (D1 f(a),..., Dy f(a))
et chaque composante D; f(a) € L(E, F'), mais que la réciproque est en générale fausse.

Le résultat suivant donne le lien entre continuité des dérivées partielles et continuité de la différentielle.

Théoréme 1.60 Soient E = E1 X ... X E, et F des espaces vectoriels normés, U C E un ouvertet f : U — F
une application.
Alors f est de classe C* si et seulement si et j € {1,...,n}, D, f existe et est continue.

Démonstration 1.61 ” — ” Si D f est continue il en est de méme de ses composantes D; f, donc les dérivées partielles
sont continues.

7 <=7 Supposons que pour tout j € {1,...,n}, Dj f existe et est continue.

Pour alléger les notatiosn on prendra n. = 2, la méme technique marche pour n > 3.

Soita = (a1,a2) € Uet (h1,hs) € E = Ey X Ea, onécrit

fla+h) = f(a) = f(a1 + h1,a2 + h2) — f(a1, a2)
= f(a1 + h1,a2 + h2) — f(ar + h1,a2) + f(a1 + hi1,a2) — f(a1,az2)
Soit € > 0. Par hypothese, il existe § > O tel que pour ||h1|| < & et ||h2|| < §ona
[|D1f(ar + hi,a2 + ha) — Dif(a1,a2)|| <e et ||Daf(ar + hi,az + h2) — Daf(a1,a2)| <e.
D’apreés le corollaire 1.50, on a

[[f(a1 + h1, a2 + h2) — f(a1 + h1,a2) — D2 f(a1,az)hz||

< [[ha|| sup D2 f(a1 + hi,s) — Daf(a1,az2)|-
s€lag,agthal

et
[[f(a1 + h1,a2) — f(a1,a2) — D1 f(a1,az)h||
< lhall sup [|D1f(t,a2) — D1f(a1,az2)ll.
t€lay,a;+hq|
D’ou

1f(a+h) = f(a) = (D1 f(a), Daf (@) (11 ) Il < eClltnll + I ])

Ainsi f est différentiable et de différentielle D f(a) = (D1 f(a), D2 f(a)), comme D1 f et Dy f sont continues, il en
estde méme de D f.&
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2 Différentielles d’ordre supérieur et formule de Taylor

Partant d’une application f : U — F de classe C'!, on considere 1’application

continue
Df:U— L(E,F)
z+— Df(z)

Définition 2.0.4 1. Ondit que f est de classe C?, si I'application D f est de classe
C!. La différentielle seconde au point a € U, notée D? f(a) est un élément de
L(E,L(E,F)).

2. Par induction sur I’entier naturel r, on définit une application f est de classe
C" si sa différentielle D f est de classe C"~'. On note D" f(a) la différentielle
d’ordre r de f en un point a € U.

3. Ondit que f est de classe C° si f est de classe C" pour tout r € N.

Exemple 2.0.5 (a) Si f € L(E, F), onavu que Df = f est constante, d’oi D f =
0, ceci entraine que pour tout v > 2, D" f = 0. Donc f est de classe C*°.

(b) Si B : Ey x Ey — F est bilinéaire continue, alors en tout point (a,b) € Ey X Es,
DB(a,b) est une application linéaire, par suite D"B = D""'DB = 0 sir > 3.
Donc B est de classe C°.

(c) Plus généralement, pour tout entier n > 1, toute application n-ilinéaire continue
est de classe C™ et ses différentielles d’ordre > n + 1 sont nulles.

2.1 Différentielles secondes

On va commencer par voir la différentielle seconde comme une application bili-
néaire.

Soit f : U — F de classe C.

La différentielle seconde en un point a € U, D?f(a) € L(E,L(E,F)) c-a-d
que pour tout h € E, D*f(a)h € L(E,F) ou encore que pour tout h,k € E,
(D*f(a)h) k € F

On voit alors que I'application (h, k) — (D?f(a)h) k est bilinéaire.

On va donc, en utilisant cette manipulation, identifier L(E, L(E, F')) avec I’espace
des applications bilinéaires de £ x E — F, noté Ly(E, F').

Théoréme 2.1 L’application ® : L(E,L(E,F)) — Lyo(E,F), p— ®(¢) =B,
telle que pour tout (h, k) € ExE, B,(h, k) = @(h)k, estun isomorphisme isométrique.

Démonstration 2.2 L’application ® est évidemment linéaire, on va montrons d’abord
qu’elle est surjective. Soit B € Lo(E, F'), Ondéfinit o : E — L(E, F), par pp(h)
B(h,.), alors on a bien ®(pp) = B. Pour Uinjectivité, il suffit de remarquer que si
B, = 0, alors pour tout (h,k) € E x E, o(h)k = By,(h,k) = 0, donc pour tout
h € E, p(h) =0, par suite ¢ = 0. Donc ® est un isomorphisme linéaire.

De plus on a,

s ()| |B(h, )| | B(h, k)|
Bl = sup === = sup — "= = supsup ——————— = || B|
nzo 0l nzo bl nzo k=0 ||kl

Donc, I’application ® est une isométrie.
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Maintenant, la différentielle seconde D? f(a) vue comme une application bilinéaire,

est I’application
ExE—F
(h, k) — D*f(a)(h, k) = Dn (Di[) (a)

ou Dy, f est la dérivée directionnelle dans la direction h.

Remarque : [et notations] Si E = R™ et (eq, ..., e,) sa base canonique, alors

D?f(a)(c;.ex) = D, (Dev f) (a) = Dy (Dif) (a) = 2 (af) (@)= 27

- 6737] oxy, - O0x 0z, @

Définition 2.1.1 Une application bilinéaire u € Lo(E, F) est dite symétrique si pour
tout (h,k) € Ex Eona:
u(h, k) = u(k, h).

Le résultat suivant exprime le symétrie de la différentielle seconde.

Théoreme 2.3 (Théoreme de symétrie de Schwarz) Soient f : U — F une ap-
plication différentiable. Si f est deux fois différentiable en a € U, D?f(a) est une
application bilinéaire symétrique c-a-d pour tout (h, k) € E x E

D?f(a)(h, k) = D*f(a)(k, ).

Démonstration 2.4 Soit (h, k) € E X E fixé.

Puisque U est un ouvert, il existe v > 0 tel que pour tout \, i € R,
@) <ronait:a+ Mh+pkeU.

Posons pour tout t € [—r, 7],

A < ret

A(t,hk) = fla+t(h+k)) — fla+th) — fla+tk)+ f(a)
et g(v) = fla+tlv+k)) — fla+tv) — fla+ tk)
Alors A = g(h) — ¢(0)

A
Supposons que I’on ait pu montrer que tlimo 2= D?f(a)(h, k), comme A(t, h, k) =

A(t, k, h), on aurait prouvé la symétrie de D*f (a). On doit alors montrer que tlimo i
D*f(a)(h, k).
On a d’apres 1.50

1A, h, k) = 2D°f (a)(h, k)| = lg(h) — 9(0) — > D*f (a)(h, k)|

2.1
g||h|<sup ||Dg<x>t2D2f<a><.,k>||>. @D

z€]0,h[

car Uapplication h — t2D?f (a)(h, k) est linéaire.En différentiant g, on trouve Dg(x) =
tDf(a+t(x+k)) —tDf(a+tx) doi

1A, b k)=£2Df (a) (h, k)| < ||A] < ;

2.2)

s%ph[ |tDf(a +t(x + k)) — tDf(a + tx) — t>D*f(a)(., k)|> .
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D’autre part, f deux fois différentiable en a, entraine que D f (a+t(x+k)) = D f(a)+
tD?f(a)(.,x+k)+|[t(z+k)|e1(t(x+k)) et Df (a+tx) = Df(a)+tD?*f(a)(., 2)+
ltz||ea(tx) avec la limite quand t tends vers O de €, et e égale a 0. 2.2 devient

IA(t, b, k) = £2D?f (a)(h, k)| < R ( sup [t [Df(a) +tD*f(a)(.,x + k) + [t + k) |lex (t(z + k)]

z€]0,h

—t [Df(a) +tD*f(a)(., ) + |[tzllez(tz)] — *Df (a)(., K)|))

< £2|R] ( s ¢z + E)llex (t(z + k) — IIIlfz(tx)H)
2.3)

Finalement,

A(t,h, k)
t2

z€]0,

—D?f(a)(h, k)| < ||l < sup ||z + F)|lllex(t(z + K))[| + ||$||52(tff)||>

s A
d’on th_rr)lot—Q = D*f(a)(h,k).d

Cas particulier £ = R" et F' = R.
Soit f : U — F deux fois différentiable en a € U, alors D? f(a) est une forme
bilinéaire symétrique.
Comme une forme bilinéaire symétrique B sur R" est représentée, dans la base
canonique de R™, par une matrice symétrique A € M, (R) c-a-d
Y1 n
B(z,y) =< Az,y >=<x,Ay >= (r1,...,2,)A | = Zan‘xin-Q Z aijT;yY;,
Un i=1 1<i<j<n
pour tout z,y € R™.

Définition 2.1.2 (matrice hessienne) La matrice symétrique qui représente D f(a),
dans la base canonique de R", est appelée matrice hessienne de f au point a et est
notée Hy(a).

2
Les coefficients de la matrice H ¢(a) sont les dérivées partielles secondes o°f (a),

szc’)zk
1<k, j<n,
8% f 9% f
877'%(01) e 7611(9%" (a)
Hf(a): 2... 2...

F) )

&cnale (a’) T 8:1:% (a)

0% f 0% f

t toutl <k, j< =
et pourtout 1 < k,j < n, D008 (a) Dard;

Remarque :

1. Si f n’est pas deux fois différentiable, la matrice hessienne n’est pas nécessaire-
ment symétrique.

- f(0
Par exemple, si f(z,y) = zy.g(z,y), alors D1 f(0,y) = hmo M —
) limog(a;,y), de méme Dy f(x,0) = x limog(x,y), d’ott DyD;1f(0,0) =
xr— y
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D, f(0,y) — D1 £(0,0
lim 1/(0.) 1/(0,0) = lim (lim g(:uy)) de méme D; D5 f(0,0) =
y—=0 Yy y—0 \z—0

mhino (thHO 9z, y)) '

Pour obtenir Dy D1 £(0,0) # D1 D f(0,0),il suffit de choisir g telle que lim_ ( lim_g(, y)) ”;
y— T—

lim0 ( limog(a:,y)) . Par exemple g(z,y) = % si (z,y) # (0,0) et
r— y—
9(0,0) = 1 convient.
2. D’autre part, la symétrie de la hessienne n’entraine pas que f est deux fois dif-
férentiable. En effet, la fonction f : R? — R définie par f(z,y) = 23sin(2)
si () # (0,0) et £(0,0) = 0
satisfait Dy D1 f(0,0) = D1D5f(0,0) = 0, mais n’est pas deux fois différen-
tiable. (a vérifier !)

2.2 Généralisation a I’ordre » > 2

On va commencer par voir la différentielle d’ordre » comme une application 7-
linéaire.

Soit f : U — F de classe C" 1.

La différentielle d’ordre r enunpointa € U, D" f(a) € L(E,...,(L(E,L(E,F))...)

—_———

d’ot pour tout (hy,...,h,) € E, (D" f(a)h1)hs)...)h, € F.

On voit alors que I’application (hy, ..., k) — (D" f(a)h1)hs) .. .)h, estr-linéaire.

On va donc, en utilisant une généralisation de 4.3, identifier £ (E, ..., (L(E,L(E, F))...)

————

avec I’espace des applications r-linéaires de E” — F', noté L,.(E, F).

Théoreme 2.5 L’application® : L(E,...,(L(E,L(E,F))...) — L.(E,F), ¢ — ®(¢) = By
—_——
telle que pour tout (hy,...,h,) € Ex ... X E, By(h1,...,h;) = ¢(h1)...)h,, est

un isomorphisme isométrique.

Définition 2.2.1 Une application r-linéaire u € L,.(E, F) est dite symétrique si pour
tout (hy,...,h,) € E" et toute bijectiono : {1,...,r} — {1,...,7}ona

u(hg(l) ey ha’(r)) = u(h17 R h'r)
Le résultat suivant exprime le symétrie de la différentielle d’ordre r.

Théoreme 2.6 (Théoréme de symétrie de Schwarz) Soient f : U — F une appli-
cation r différentiable . Alors D" f(a) est une application r-linéaire symétrique i.e.pour

tout (hy,...,h.) € E"

Drf(a)(hg(l) ey ha(r)) == Drf(a)(hl, ceey hr)

Exemple 2.2.2 Si f : R? — R, (z,y) — f(x,y) est 3 fois différentiable en un point
a € R?, alors :

83 63 83
az2£y (a) = axayfam (a) = aya];2 (a)

et dx0y? (a) — Oydxdy (Cl) — Oy20x (a’)
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Exemple 2.2.3 Soit f : E — F une application telle que pour tout x € E f(z) = g(z,...,x) o g est une
application k-linéaire symétrique.
k! .
e~ S S K <r<k
(k,r)yg(rv s Ty ) si0<r<
Alors, D" f(z) = h,c_r r
0 sir >k
On sait déja voir 2.0.5, que f est de classe C°° et que D" f = OsirT > k.
On va démontrer par induction sur v la formule pour 1 < r < k.
Sir=0,0ona D" f(a) = f(a) =g(a,...,a).

Supposons que D" f est I'application r-linéaire, telle que D" f(x) = ﬁg(z, T, )
—— N
k—r ”
Soit h € E, alors Dr+lf(w) (hy...,h) =limy__.o w
—_——
1
g@+th,...,c+th, ... )—g@x, ..., T, ...)
—_——— N S
. k—r " k—r "

=lim;__,o (kﬁ!r)! 7

Par multilinéarité de g on a

D" f(x +th) — D" f(z) = (kii‘r)‘ gz +th,...,z+th, . )—g(gc,“.,gc7 L)
—_— = —— N
k—r r k—r r
= (kii'v)'t (Zlgigkfrg(x,...,w,h,x“.,x,.“)) + O(t%))
D’WDT_Hf(I)h:ﬁ(21gi§k_rg($w~a$x h x...,z,...)).
i€ place

Par symétriede gona g(x,...,x,h,x,...,z,...) =g(z,...,xz, h, ...),

Y gonag( ) =9( )

k—r—1 r
par suite Z g(z,...,z,h,z...,z,...) = (k—7)g(z,...,x,h, ...).
Finalement, D7'+1f(a)h = (ki%!ﬂ!(k—r)g(wp .,z hy ) = ﬁl,l),g(l, sy myhy -)DU”CDTJrlf(a) =
k!
mg(zv"'s‘f: S )

k—r—1 7+1

2.3 Formules de Taylor

Théoreme 2.7 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient U un ouvert de R™,
f : U — R une application de classe C**1, a € U et h € R" tels que le seg-
ment [a,a + h] C U. Alors

1 1
f(a+h) = +Z k,Dk )(h, . ,h)+ﬁ/0 (1—t)? D! f(a+th)(h, ..., h)dt

Démonstration 2.8 On applique le lemme suivant a la fonction g : [0,1] — R,
t—g(t) = fla+th).

Lemme 2.3.1 Soit I un intervalle ouvert de R, contenant [0,1] et g : I — R une
fonction de classe CPT1. Alors :

P 1
g(1) Z l k) l (1-— t)pg(p“)(t)dt
Ak p! 0 '

Démonstration 2.9 (du lemme) On utilise une recurrence sur l’entier p. Le lemme est
vrai pourp = 0, par le "théoréme fondamentale de I’analyse" a savoir g(1) — g(0) =

fo t)dt. Supposons le lemme vrai a I’ordre p — 1, donc g(1) = Zz (1) kl,g(k)( )+

=1 1)| fO (1 —t)P— 1g(p)( )dt. En utilisant (%) = (=t

W et une intégration

par parties on obtient
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1 ! 1 1!
— [ 1=t)P P ()t = =¢gP (0 +—/ 1 —t)PgP+D(¢)dt.
(p—l)!/o( )PTg (1) Pl (0) k!o( )PgPTH(t)

D’on

7l(k) # ' _ \p—1_(p)
kzz:"f (p—1)!/0(1 t)P~ g\ (t)dt

p—1 1 1 /1
=3 Lg00) + Lg®(0) + = [ (1 —1rg® D (1)t
2 Kl A

Théoréme 2.10 (Formule de Taylor-Lagrange) .
Soient U un ouvert de R", f : U — R une application p + 1 fois différentiable,
a € U et h € R™ tels que le segment [a,a + h] C U. Alors il existe 6 €0, 1] tel que :

oy 1
flath)=fla)+ > =D f(a)(h,....h) + CEm

k=1

;D" fa+ 0h)

Démonstration 2.11 On applique le lemme suivant a la fonction g : [0,1] — R,
t— g(t) = f(a+th).

Lemme 2.3.2 Soit I un intervalle ouvert de R, contenant [0,1] et g : I — R une
fonction p 4+ 1 dérivable. Alors il existe 6 €0, 1] tel que

o1 =0+ 1

k=1

1

mg(zﬂrl)(g)_

W“H

Remarque : Ce théoréme n’est pas vrai pour les fonctions vectorielles c-ad a valeurs
dans R™, m > 2 ( voir la remarque 1.6)

Complément :

Définition 2.3.3 (polyndme généralisé) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et k € N.
Une application P : E — F est dite polynomiale de degré k, si elle s’écrit : P(xz) = Y-, <) ar(x,...,x),
oi pour tout v € {0, ..., k}, a, est une une application r-linéaire symétrique de E™ — F et a), # 0.

Théoreéme 2.12 Soient E, F deux espaces vectoriels normés et P de E dans F une application polynomiale de degré n.
Alors, P(x) = Y°1_ %DkP(O)(I, Lo,

Démonstration 2.13 Comme P(x) = >, ax(z, ..., x) et qued’aprés 2.0.5 pourtoutk € {0,...,n}, D"ay(z,...,z) =
k! ;
(kir)!ak(&..,:v, o) sio<r<k
k—r T

0 sir >k
onaalors D¥ P(0) = klay. D’oi P(z) = S0 ak(z,...,x) = S.0_, WD PO)(z,...,x).&
Corollaire 2.14 Soient P = Y " ar et Q = > I'_ b, deux applications polynomiales de E dans F de degré n.
Alors P = Q si et seulement si pour tout v € {0,...,n}, ar = by.
Démonstration 2.15 P = Q < P — Q = 0 < pourtoutr € {0,...,n},

D" (P — Q)(0) =0 < pourtoutr € {0,...,n},a, =b,..
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Théoreme 2.16 (Formule de Taylor-Young) Soient E, F’ deux espaces vectoriels nor-
més, U un ouvert de E, f une application de U dans F' et a,b deux points de U tels
que le segment [a,b] C U.

Si f est p fois différentiables dans U, alors elle admet un développement de Taylor-
Young a I’ordre p en tout point a € U c-a-d : pour tout a € U, il existe une fonction
e: E — F, avec limy,__ge(h) = 0 tels que :

fla+h)=fla)+) ,i! D*f(a)(h,....h) + ||h|[P=(h)

Démonstration 2.17 Pour simplifier les notation , on suppose que a = 0. On va prou-
ver ce théoreme par récurrence sur p.

Notons par P(h) le polynome ", _, & D* f(a)(h, ..., h).

Pour p = 0, le théoréme est vrai par définition de la continuité de f en 0. (Pourp =1,
le théoreme est vrai par définition de la différentiabilité de f en 0.) Supposons, le théo-
reme est vrai jusqu’a ’ordre p — 1 et montrons le pour ’ordre p. Comme f est p fois
différentiable en 0, D f est p — 1 différentiable en 0, et par hypothése de récurrence
Df(h) = DP(h) + ||h||P~te1(h) avec limy,__.ge1(h) = 0. On peut appliquer I'in-
égalité des accroissements finis a f — P sur [0, h], pour obtenir

1F(h) = P(R)I| < IRl ( z%ph[llDf(w) - DP(SU)) <A@ @4

(h) = 0. &

oit [[e(h)|| < supejo,n ller (@)l

Remarque :

1. Ce théoreme est une généralisation du développement de Taylor-Lagrange pour
les fonctions d’une variable réelle, comme 1’inégalité des accroissements finis
est une généralisation du théoréme des accroissements finis.

2. Laréciproque de ce théoréme est fausse pour n > 2.

2¥sin(L) siz#£0

0 sizx =0
admet un développement de Taylor-Young a I’ordre 2 en 0, avec P = 0, mais
n’y est pas 2 fois différentiable. (a vérifier !)

En effet, la fonction f : R — R définie par f(z) = {

sin(v/1+z—+/T+y
Exemple 2.3.4 Soit f : B((0,0),1) — R définie par f(z,y) = (24»9,’—7)

On se propose de déterminer le développement de Taylor-Young de f a I’ ordre 2en
(0,0).

) = 100+ 5500 (3 )+ 3eami0.0 (3 )+ 6+ el

avec lim, ), 0,0y €(x,y) = 0.

af (.’I) ) _ 1 cos(\/m \/ﬁ) sin(VIfe—vI+y) esin(VIFTz—vIty)
e\ Y Vitz(2+z—y) (2tz—y)?
9 (a,y) =3 03(\/@—\/@)6“1'(@7“@) esin(VIFE—VTTy)
dy 2 VI+y(2+z—y) (2+z—y)?
£(0,0) = 3, 5£(0,0) = 0, §£(0,0) = 0
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or _ofr
£(0,0) = lim,__ 20"E 00 g

61

0% f G2 (0,9)— 31 (0,0)

6$6y(0 O)_llmy Od’( yya :—%

21(0,0) = iy —o BOV-500 _ 4

dou fle,y) =35 — fxy + 8y —|—( +y2)€(x,y)
Remarque :

1. Soit f : U — F une application r différentiable en a € U. On suppose [a, a +
h] C U eton définit g : [0,1] — F par g(t) = f(a + th).
a I’aide de la reégle de composition et d’une récurrence sur r on obtient
Formule : | ¢ (t) = 24(t) = D" f(a + th)(h,...,h), 1<k<r

En effet, si "~V (t) = D"~'f(a + th) (h,...,h) alors,
————

r—1
9" () = (¢ V) (1) = (D" fla+th)(h, ..., h)) = D(D"! f(a+th)(h,...
=D"f(a+th)(h,....h).
%/—’
En particulier ¢ (0) = D" f(a)(h,...,h), 1<k<r.
2. Formule développée : £ = R" et F' = R.
Si (e1,...,e,) estune base de R™. Alors h = Y7, hje; et
o f
D" . = i .. hy
fla)(h,....h) > hiehi ——(a)

. . 11...T;
1<iy, . ir<n L

r

ol la somme est étendue a toutes les suites (41 ...,4,) de {1,...,n}.
Cette écriture ne tient pas compte des symétries ( Théoréme de schwarz).

Ce qui importe est le nombre de fois ot I’indice ¢4 apparait.

Pour chaque suite (i1, ...,%), on note «; le nombre d’indices is = 4, pour tout
1 < i < n. On associe alors le multi-indice o = (o, ...,ap) € N et sa longueur
ol =20 o =

Notations : On note o! := a1!... ;! pour o = (aq, ..., ap) € N

h® = h{* .. k& pour h = (hy,...,h,) € R" et D* := D" ... Din.

Pour un multi-indice donné o = (v, ..., a,) € N”, on note m(«) le nombre de
suites (i1, ..., 4,) qui lui sont associées. Alors m(a) = Zt.

En effet, m(«) est déterminé par I’identité

dSom@h® = > hiy.hio=(hat ot )

| =r 1<i,.onyin<n

Alors, m(«) est égal au choix de o éléments parmis 7, puis de ap parmis r — a,
., etenfin de v, parmis r — (o + ... + ap_1).

D’otl m(a) _ (;’1) (r;;}q) . (rf(alJr&;Jranfﬂ) _ allr — = *
Remarque : Avec cette notation ona : D" f(a)(h,..., h) = Em\_r o “D*f(a)
1 h“
et par suite P(h) = D" f(a)(h,....h) = > — Do)
=0 "" 0<|al<n

Cette derniere formule tient compte des symétries.



