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1. Différentielles d’ordre supérieur

Exercice 1.1. On définit f : R? — R? par

r?arctan £ — y*arctan 2 si xy # 0
= x y
f.y) { 0 si zy =0
0 f 0 f
Montrer que pe 8y(0) # o 8x< )

Exercice 1.2. Soit B : R" x R®™ — R™ une application bilinéaire. Montrer que B
est de classe C™ et déterminer les différentielles D* B.

Exercice 1.3. Soit U un ouvert de R". L’opérateur laplacien A dans U est

82.1'1' ’

I’application qui associe 2 f € C?(U,R) la fonction continue A f :=
=1

1. Monter que pour f,g € C*(U,R)ona: A(fg) = gAf+2(Vf,Vg)+ fAg.
2. Montrer que pour f € C*(R",R)et A € O(n) ie. 'A.A=1,0na

A(fod)=(Af)oA

3. Une fonction f € C*(U, R) est dite harmonique si A f = 0.
Montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques

(i) f(z,y) = (cos(x) — sin(z))e”.
In|z| sin=2

i) g, : R" — {0} — R définie par g, (x) =

Exercice 1.4. Soit f : R" — {0} — R une fonction différentiable.



a) Soita € R™ — {0} fixé. On définit g : R, — R, par ¢g(¢) = f(ta). Montrer
g'(t) = Df(ta)a.

b) Soit & € R. On dit que f est positivement homogéne de degré « si f(tx) =
t* f(z) pour tout x € R" — {0} et t € R
Montrer, 1’identité d’Euler suivante: pour tout z € R™ — {0}

Z :E, 8@ af(x).

¢) Montrer la réciproque: si pour tout = € R" — {0}, Df(z)x = a.f(x), alors
f est positivement homogene de degré a.

Exercice 1.5. Soit f : R® — R™ une application de classe C2.

1. Soith € R™ et ), : R" — R™ I’application définie par ¢y, (x) = D f(z)(h).
Justifier que

D?f(a)(k,h) = Dyy(a)(k) pourtout k€ R" .

2. Supposons que, pour tous t € Ret z € R™, f(tx) = t*f(x). Montrer que
D%f(0)(z,z) = 2f(z) pour tout z € R™.

3. Soita, h,k € R"etsoit U : R? — R™ définie par ¥ (¢, s) = f(a+th+ sk).

o
Calculer 2X(0,0).

Exercice 1.6.
1. Trouver les applications G : R? — R de classe C? telles que g gy = 0.
2. Trouver les applications F' : R? — R de classe C? solutions de
PE_OF
ox?  0y?
(Indication: poser ¢(u,v) = s(u+v,u —v) et G = F o).

Exercice 1.7. Soit f : R" — R" de classe C? telle que, pour tout x € R",
I’application linéaire D f(x) est un automorphisme orthogonal, i.e. D f(x) est
bijective et conserve le produit scalaire c-a-d

(Df(z)(h), Df(x)(k)) = (h,k) pourtout h,k € R".

Montrer que I’application [ est elle méme un automorphisme orthogonal c-a-d
une application affine dont I’application linéaire associée est un automorphisme
orthogonal .



1. Déterminer la différentielle de x — (D f(z)(h), Df(x)(k)).

2. Vérifier que A(h, k,1) = (Df(x)(h), D*f(z)(k,l)) est antisymétrique par
rapport aux deux premieres variables et symétrique par rapport aux deux
dernieres variables.

3. Montrer que A(h, k,l) = 0 pour tous h, k,[ € R™.

4. En déduire que I’application f est un automorphisme orthogonal c-a-d qu’il
existe un automorphisme linéaire orthogonal L : R" — R" et un vecteur
A € R™ tels que f(z) = Lz + A pour tout z € R™.

2. Formules de Taylor

Exercice 2.1. Déterminer le dévelopement de Taylor a I’ordre 2 au point (1, 1) de
la fonction

r—-Yy

T4y

RT x Rt —» R, (x,y) —

Exercice 2.2. Déterminer approximativement la valeur de 1,05%? avec une

erreur d’au plus € < 1072 (Indication: Appliquer une formule de Taylor 2 la
fonction f(x,y) = zV).

Exercice 2.3. Montrer que siz = 1,32+10"2 ety = 0,4541072, alors f(z,y) =
e (") = 0,14 + 1072

Exercice 2.4. Ecrire le développement de Taylor a I’ordre 2 au voisinage de (0,0)

pour la fonction f(z,y) = -©-. En déduire la limite ©552Y quand (z, )
tend vers (0,0).

cosy "’ (z2+y?) cosy

Exercice 2.5. Soit f(x,y) une fonction de classe C? au voisinage du cercle 2% +
y> = 1. On pose g—i(l,O) = a et giy{(l, 0) = b. Pour tout nombre réel 6, soit
F(0) = f(cosf,sinf). Calculez F"(0) en fonction de a et b.

Exercice 2.6.

1. Soit f : R — R une application C*® et soit n > 1. Etablir I’équivalence des
propriétés suivantes:

a) f(0) = f(0) =...= f"7V(0) = 0.
b) f(z) =2a"g(x) avec g € C™.
2. Soit 2 un ouvert convexe de R™ contenant 0 et soit f € C*>°(2,R). On

suppose f(0) = Df(0) = 0. Montrer qu’il existe g; ; € C*°(£2, R) telles
que f(z) =37, 279 (x).



Exercice 2.7. Déterminer les extremums (locaux et globaux) des fonctions suiv-
ante défines sur R?:

L f(z,y) =2 -y
2. flx,y) =a° —y°
3. falz,y) = 2° + y* — azy, (0 € R)

4. f(z,y) =2*> +y? — 22y + 1.

Exercice 2.8. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 2 + y* + cos(z? + y?).
1. Montrer que f est de classe C*.
2. Déterminer les points critiques de f.

3. Montrer que f a un minimum absolu en (0, 0).

Exercice 2.9. Montrer que f : R? — R définie par f(z,y) = cos(z? + y*) aun
maximum local strict en (0, 0).



