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1. Applications différentiables

Exercice 1.1. Soit U un ouvert de R2 et f W U ! R: Montrer que f est différentiable
en .a; b/ 2 U si et seulement si il existe deux réels � et � et une fonction "� .�/,
vérifiant sup�2R j"� .�/j ! 0 lorsque �! 0, tels que:

f .aC � cos �; b C � sin �/ D f .a; b/C .�� cos � C �� sin �/C �"� .�/:

Exercice 1.2.
Déterminer la plus grande partie de R2 sur laquelle la fonction f W R2 ! R,

.x;y/ 7! sup.x2;y2/ est continue, différentiable, de classe C 1:

Exercice 1.3. Soit f W R2 ! R définie par

f .x;y/ D .x C y/

q
x2 C y2 sin

 
1p

x2 C y2

!
si .x;y/ ¤ .0; 0/

et f .0; 0/ D 0. Etudier la différentiabilité de f: Est-elle de classe C 1?

Exercice 1.4. Déterminer les matrices jacobiennes de
f W R3 ! R, f .x;y; z/ D 3x2y C exz2

C 4z3 au point .0;�1; 1/ ,
g W R3 ! R3; g.x;y; z/ D .ln.1C x2 C y2/;x2 C y2 � z2; cos.xz// et h D f ı g

au point .0; 0; 1/:

Exercice 1.5. Soit a; b 2 N�. On considère l’application f W R2 ! R définie par

f .0; 0/ D 0 et f .x;y/ D
xayb

x2 � xy C y2
si .x;y/ ¤ .0; 0/ :Déterminer les valeurs

de a et b pour lesquelles f est respectivement continue, différentiable, de classe C 1:

Exercice 1.6.

(i) Soit f WMp.R/! R l’application qui associe à une matrice A son déterminant
f .A/ D det.A/. Montrer qu’elle est de classe C 1:

(ii) Soit H 2 Mp.R/. Montrer que l’application � W R ! Mp.R/ définie par
�.t/ D det.I C tH / est un polynôme en t de degré au plus n, dont on donnera
les 2 termes de plus haut et plus bas degré. En déduire �0.0/ et Df .I/.H /:

(iii) Etendre la formule trouver en (ii) à Df .A/.H / pour A inversible, puis pour A

quelconque.
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(iv) Montrer que l’application de Mp.R/ dans lui-même définie par: A 7! tAA est
de classe C 1 et calculer sa différentielle.

2. Théorème des accroissements finis

Exercice 2.1. Soit f W f.x;y/ 2 R2 jxy 6D 1g ! R, définie par

f .x;y/ D arctan.x/C arctan.y/ � arctan
�

x C y

1 � xy

�
:

Montrer que f est C 1, calculer Df: En déduire les valeurs de f:

Exercice 2.2.

1. Soit f une application réelle continue et dérivable sur �a; bŒ telle que f 0.x/ ait
une limite quand x!bC; alors f se prolonge en une fonction continue et dériv-
able à gauche au point b.

2. Soit f une application continue et dérivable sur un intervalle I � R, et de
dérivée croissante; montrer que f est convexe sur I i.e. f ..1 � t/x C ty/ �

.1 � t/f .x/C tf .y/ pour tous x < y de I et t 2 Œ0; 1�.
(Poser z D .1� t/xC ty et appliquer le théorème des accroissement finis à Œx; z�
puis Œz;y�.)

Exercice 2.3.

1. Montrer que l’identité des accroissements finis n’est pas valable pour les fonc-
tions vectorielles en considérant f .x/ D eix .

2. Si f est une fonction continue sur Œa; b� et dérivable sur �a; bŒ, Montrer que
f 0.�a; bŒ/ est connexe. Montrer que ceci est faux pour les fonctions vectorielles
en considérant f .x/ D .x2 cos. 1

x
/;x2 sin. 1

x
//.

Exercice 2.4. ( Lemme de Gronwall) Soient u W�a; bŒ! R et v W�a; bŒ! R, v positive
vérifiant: pour tout t 2�a; bŒ on a u.t/ � AC

R t

a
u.s/v.s/ ds où A > 0:

Montrer que pour tout t 2�a; bŒ, on a u.t/ � A:exp
�R t

a
v.s/ ds

�
:

indication: étudier la fonction t 7!
AC

R t
a u.s/v.s/ds

A:exp
�R t

a v.s/ds
� :

Exercice 2.5. Soit f une application différentiable de �a; bŒ� R dans Rn; on suppose
qu’il existe k � 0 tel que jjDf .x/jj � kjjf .x/jj; 8x 2�a; bŒ:

1. Montrer que tout x0;x1 2�a; bŒ on a kf .x1/k � ekjx1�x0j kf .x0/k:

(indcation: on pourra utiliser le lemme de Gronwall)

2. Soit x0 2�a; bŒ tel que f .x0/ D 0. Montrer que f est identiquement nulle.
(Indication : on pourra montrer que E D fx 2�a; bŒ I f .x/ D 0g est ouvert).

Exercice 2.6. Soit U un ouvert de Rn et f une application différentiable de U dans R
telle que l’on ait jjf 0.x/jj � kjf .x/j; 8x 2 U .
Montrer que pour x assez voisin de a 2 U , jf .x/j � ekjjx�ajj jf .a/j:

(Indication : considérer l’application t 2 Œ0; 1�! f .aC t.x � a//).

Exercice 2.7. Soit f W R2 ! R2 définie par f .x;y/ D .x2�y;x2Cy2/ et g D f ıf .
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1. Montrer que f et g sont de classe C 1.

2. Calculer en tout point .x;y/ 2 R2 la matrice jacobienne de f notée Jf .x;y/;
calculer la matrice jacobienne de g au point .0; 0/ notée Jg.0; 0/.

3. Montrer qu’il existe � > 0 tel que pour tout .x;y/ 2 B�..0; 0// (la boule fermée
de centre .0; 0/ et de rayon �) on a jjDg.x;y/jj � 1

2
.

4. Montrer que la fonction g admet un unique point fixe dans B�..0; 0//.

Exercice 2.8. On considère l’application F W R2 ! R2 définie par
F.x;y/ D .cos x� cos y; sin x� sin y/; on note Fk l’application F composée k-fois

1. Montrer que jjDF.x;y/jj �
p

2 pour tout .x;y/.

2. En déduire que la suite récurrente définie par x0;y0 et pour n � 1

xnC1 D
1

2
.cos xn � cos yn/; ynC1 D

1

2
.sin xn � sin yn/

converge pour tout .x0;y0/. Quelle est sa limite ?

Exercice 2.9. On considère l’application F W R2 ! R2 définie par

F.x;y/ D .x2
C y2;y2/ :

Soit ˝ D f.x;y/ 2 R2 I limk!1 Fk.x;y/ D .0; 0/g.

1. Vérifier que .x;y/ 2 ˝ si et seulement si F.x;y/ 2 ˝.

2. Montrer qu’il existe ı > 0 tel que jj.x;y/jj < ı H) jjF 0.x;y/jj � 1
2

. En
déduire que .0; 0/ est dans l’intérieur de ˝ puis que ˝ est un ouvert.

3. Utiliser l’homogénéité de F pour montrer que ˝ est connexe.

Exercice 2.10. Soient E;F des espaces normés,˝ un ouvert de E et f W ˝ ! F une
application continue.

1. Soit a un point de ˝. Si f est différentiable dans ˝ n fag et si l’application
x 2 ˝ n fag 7! Df .x/ admet une limite T 2 L.E;F / quand x tend vers a dans
˝, montrer que f est différentiable au point a et que Df .a/ D T (appliquer le
théorème des accroissements finis à la fonction g W x 7! f .x/ � T .x/).

2. Supposons f différentiable dans ˝. Montrer que Df W ˝ ! L.E;F / est con-
tinue en a 2 ˝ si et seulement si, pour tout � > 0, il existe ı > 0 tel que
kf .aCh/�f .aCk/�Df .a/.h�k/k � �kh�kk si khk < ı et kkk < ı :

3. Supposons maintenant qu’il existe une application continue x 2 ˝ 7! Tx 2

L.E;F / telle que pour tout x 2 ˝ et tout h 2 E

lim
t!0
t¤0

f .x C th/ � f .x/

t
D Tx.h/ :

Montrer que f est de classe C1 et que Df .x/ D Tx pour tout x 2 ˝. (On pourra
considérer la fonction g.t/ D f .x C th/ � tTx.h/.)
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