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TD Fonctions Holomorphes

1. séries entiéres |

Exercice 1.1. Décrire (géométriquement) les sous-ensembles de déterminés par:
|z —i|=|z+ 1]

b) [Re(2)] = |z =2

Olz+i|l+|z—-1]=2

Dz—z1|=|z—2z2|, 21,22 € C

Exercice 1.2.
a) Déterminer les parties réelle et imaginaire de f(z) = le .
b)Est-ce que la limite de f existe, quand z tend vers 0 ?

Exercice 1.3. )
zZ+1

Déterminer les images parZh dés domaines suivants :
Dy ={zeC;|z| <1}
D, = {z € C;Ne(z) > 0,3Im(z) > 0}
D; ={ze€C;0<3Im(z) <1}

Soit I’application /(z) =

Exercice 1.4.
az + b

Soit la transformation homographique /4(z) = d
z

h(z) =Z.

Calculer ZZ — 1 en fonctionde z et de Z .

Déterminer les transformations homographiques qui transforment 1’axe des réels
Sm(z) = 0 en le cercle unité |Z| = 1 et le demi-plan Im(z) > 0 en le disque
ouvert |Z]| < 1.

,a,b,cetd € C. On pose

Exercice 1.5. Trouver le domaine maximal de convergence des séries entieres

suivantes :
o0 N 0 o0 5
1 ~. @ 2z)" 9., (3 n
()2}1 ();)(Z)""S” ()%z



Exercice 1.6. Développer en série entiere les fonctions suivantes et préciser le
domaine maximal de convergence (a,b # 0):

zsina

h(z) = .
@ z2 —2(cosa)z + 1

1
f(z) = m g(z) = m,

Exercice 1.7. Trouver les solutions de I’équation différentielle : (14+x2)y"—2y =
0 en commengant par chercher des solutions développables en série enticre.

Exercice 1.8. Soit (¢,),>0 et (v,)s>0 deux suites de réels. Etablir les propositions
suivantes :

limsup (4, + v,) < limsupu, + limsup vy, ;
n—oo n—oo n—o0

(Yn > ng,u, < v,) = limsupu, < limsup vy,.
n—>o0 n—>o0

Donner I’exemple de deux suites pour lesquelles la premiere inégalité est stricte.

Exercice 1.9. Déterminer le rayon de convergence des séries )., a"z" (a € C)

. n.n . n . 2n . n!
2 D n>0 ez Donz0 2" /MY 02" 5 Dopz0 2
Comparer le rayon de convergence des séries )5 cnz" €t Y=o Caz>".
Si le rayon de convergence de ) ., c,z" est strictement positif et fini, quel

. 2
estceluide )~ o cnz™ ?

Exercice 1.10. Montrer que le rayon de convergence de lasérie ), (a, + b,) 2"
est supérieur ou égal au plus petit des rayons de convergence des séries ) - @,z"
et Y > bnz". Montrer par un exemple que I’inégalité peut étre stricte.

Exercice 1.11.

1. Déterminer a I’aide de la formule de Hadamard le rayon de convergence des
séries suivantes :

[e%e} s 0 s 0 (—1)” n2
1 n_n ! n ( ) n.
(D) Y e"z" (@) nz" (3 ) (1+ . z
n=0 n=0 n=1
2. Trouver le rayon de convergence de la série ) a,z" ou

an=q"(ql <1): an=Cl: an=e"(0<a<1).

2. Conditions de Cauchy-Riemann

Exercice 2.1. La fonction f(z) = Z est-elle continue ? holomorphe dans C ?



Exercice 2.2. En quels points la fonction f(z) = zez est-elle C-différentiable ?
Méme question pour f(z) = expz.

Exercice 2.3. Soit f/ une fonction holomorphe d’un ouvert connexe (non vide),
§2 de C dans C.

Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes

a) / est constante.

b)Re( f) est constante.

c) Im( f') est constante.

d)| | est constante.

En déduire que la fonction g(z) = |z| n’est pas holomorphe .

Exercice 2.4.

Soit f une fonction holomorphe d’un ouvert connexe, £2, de C dans C .

On pose pour tout €lément z = x + iy de C, f(z) = P(x,y) +iQ(x, ).

On suppose qu’il existe des nombres réels a, b et ¢ non tous nuls tels que a P(x, y)+
bQ(x,y) =cpourtoutz =x +iy € 2

Montrer que f est constante.

Exercice 2.5. Soient W un ouvert de C et f une fonction holomorphe dans W .
Onpose W* ={zeC;ze W}.

Montrer que la fonction g de W* dans C, définie par g(z) = f(Z) est une fonction
holomorphe dans W*.

Exercice 2.6. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert connexe W de C.
Montrer que A(| f]?) = 4| f(2)|>.

En déduire que | f(z)| est une fonction holomorphe si et seulement si f est con-
stante.

Exercice 2.7. Montrer que les équations de Cauchy-Riemann en coordonnées
polaires s’écrivent

i
fit—Jg=0
Exercice 2.8. Soit f la fonction définie sur C par

{ f)y=eY §iz£0
f(©0)=0

Montrer que [ vérifie les équations de Cauchy-Riemann en tout point de C mais
n’est pas holomorphe dans C.

Exercice 2.9. Déterminer les zéros de sin(z) .

Exercice 2.10. Dans quelle région de C , In(z?2) est-elle une fonction holomorphe?



Exercice 2.11. Montrer les inégalités suivantes, pour tout z € C :
lexp(z) — 1| = exp(|z]) — 1 = [z[exp(]|z])

Exercice 2.12.
1. Pourz = x + iy, x,y € R, on pose f(z) = x + iy?. Montrer que f est

R-différentiable sur C et calculer sa différentielle. Existe-t-il un ouvert U
de Ctelle que fiy € H(U) ?

2. Méme question avec f(z) = |sinz|.

Exercice 2.13.

. SoitU ={z=x+4+iyeC; —m <x <m y € R} Soit P(x,y) =

% pour z € U. Montrer qu’il existe f € H(U) unique telle que

f(0)=0et P =Ref.

2. Soita,b,c € R. On pose P(x,y) = ax?> + 2bxy + c¢y? pour x, y € R.

Donner une CNS pour qu’il existe / € H(C) telle que P = Re f. Sous
cette condition trouver alors toutes les applications f € H(C) telles que
P =Ref.

Exercice 2.14. On dit que deux fonctions réelles u(x, y) et v(x, y) sont con-
juguées harmoniques si elles vérifient les équations de Cauchy-Riemann.

1. Montrer que si u et v sont conjuguées harmoniques, alors u et v sont har-
moniques.

2. Trouver les conjuguées harmoniques des fonctions harmoniques suivantes
dans les ouverts indiqués :
(@) u(x,y) =x>—yp*+xsurC
(b) u(x,y) = XZL-"-yZ sur C \ {0}
(©) u(x,y) = 3In(x*+ p?) sur
i. C\{x+iyly=0,x <0}
ii. C\ {0}

Exercice 2.15. Trouver des domaines de définition §2 (le plus grand possible) et
des fonctions holomorphes f = u + iv sur £2 étant donné la partie réelle u ou la
partie imaginaire v.

Lu=x>—y"+5x+y— i



2. u=e*(xcosy—ysiny)+2sinxshy + x> —3xy? +y

3. v=In(x2+y?)+x -2y

Exercice 2.16. Soit f(z) = u + iv une fonction holomorphe dans un ouvert
connexe §2. Montrer que les familles de courbes u(x, y) = ¢y et v(x,y) = ¢
sont orthogonales ; plus précisément, montrer qu’en tout point d’intersection zy =
Xo + iyo de deux de ces courbes tel que f”(z9) # 0, leurs tangentes respectives
sont perpendiculaires.

Exercice 2.17. Montrer que si f(z) est holomorphe dans un ouvert connexe §2 et
si f'(z) # 0 en tout point de £2, alors la transformation w = f(z) conserve les
angles.

Exercice 2.18. Montrer qu’il n’existe pas de détermination holomorphe du log-
arithme de z sur C\{0} tout entier. (On raisonnera par I’absurde et on exhibera
ainsi une application continue injective du cercle unité dans R).

Exercice 2.19. On rappelle qu’une fonction complexe f a une racine nieéme holo-
morphe dans un ouvert connexe 2 s’il existe g € H(£2) telle que g"(z) = f(2).

1. Montrer que si f admet un logarithme holomorphe dans £2, elle y admet des
racines de tous ordres; montrer, sur un exemple, qu’une fonction holomor-
phe f peut admettre une racine sans admettre de logarithme (holomorphe).

2. Si gy, g> sont deux fonctions continues de £2 connexe dans C\{0}, telles
que g§ = g5 pour un entier n > 1, montrer que g; = et gz ou k est un
entier et g = g, des que les fonctions coincident en un point.

Exercice 2.20.

1. Montrer que Re(cosz) > 0 si [Rez| < 7. En déduire une détermination
holomorphe du logarithme de cos z dans {| Re z| < 7}.

1+iz
1-iz

2. Montrer que 1’on peut définir une fonction holomorphe f(z) = Log—=
surPouvert U = C\S ou S = {ix; |x| > 1}.

Exercice 2.21. Montrer que

arctan ( six >0
Arg(x +iy) = { 3 —arctan (f) siy>0
—7 — arctan (f) siy <0



En déduire que la fonction Arg est R-différentiable sur I’ouvert 2
2 =R\ {(x,»)]y=0,x <0}

et calculer sa différentielle.

Exercice 2.22. Si z = x + iy avec x et y réels, montrer que I’on a

|sinz|> = sin*x +sh®y
|cosz|> = cos?x +sh?y

En déduire les zéros de sin z et cos z dans C.

Exercice 2.23. Résoudre les équations e = —3,cosz = 2,sinz = 2,tanz = 21,
chz = 1/2 de la manigre suivante :

1. en identifiant les parties réelles et imaginaires

2. en utilisant le logarithme

Exercice 2.24.

1. En utilisant la détermination principale du logarithme, on définit les fonc-
tions z > 212, z > (1—2)'/3, z > ((1 — 2i)z)*/*. Donner leur domaine
de définition.

2. Soit n € N. Soit f une détermination continue de z'/”. Montrer que
f(2)" = z sur son domaine de définition.

Exercice 2.25. On considere f(z) = +/z2 = (z%)'/? définie a I’aide de la déter-
mination principale du logarithme.

1. Trouver le domaine de définition et donner une expression explicite de f.
2. Peut-on prolonger f par continuité sur un ouvert plus grand ?

3. Mémes questions en prenant la détermination logz = Inz + 2ix.

3. Formule de Cauchy

Exercice 3.1. Calculer fy(z —a)'dz pour tout n € Z , ot y(t) = a + €' et
t €[0,2n].

Exercice 3.2. Calculer fy e’dz ,ouy(t) =e'"ett €[0,Z%].

z
Exercice 3.3. Soit y(¢) = e'’ , ¢ € [0, 7] . Montrer que fy e—dz < me.
z




<7T

— 3

Exercice 3.4. Soit y (1) = 2¢'" ,t € [0, Z] . Montrer que

Jy

Exercice 3.5. Montrer qu’il n’existe pas de fonction holomorphe f dans C — {0}

z2 4+ 1

dz‘

1
telle que f'(z) = —.
z

Exercice 3.6. a) Soit y un chemin fermé de C.

dt
Onpose Ind,(z) = 5= [, ——, pour tout z € C\y(¢)* (ot * est le support

2iw Jy t—z
dey). d
Montrer que /nd,(a) = Ind,(b) = fy Wé—b) =0

b) En déduire que [¢q ,) % =0.

Exercice 3.7. a) Soient a,b € Rt — {0}. On pose y(¢t) = acos(t) + ibsin(t)

pour ¢ € [0, 2x].
dt

a? cos?(t) + b2 sin®(¢)

d n
Calculer les intégrales : [ = [ ety = s
z

Exercice 3.8. Soient f une fonction holomorphe dans un ouvert £2 et a,b €
D(O,R) C 2.
f(2)

Evaluer ——dz.
fC(O’R) (z—a)(z—Db)
En déduire le théoreme de Liouville i.e. toute fonction holomorphe et bornée
sur C, est constante .

Exercice 3.9. Soient f une fonction holomorphe dans C, et R, 4, B,a € R™ tels
que: | f(z)] < A + B|z|* pour tout z de module plus grand que R . Montrer que
f est un polyndme.

Exercice 3.10. Soit f(z) = ) ,.,a,z" la somme d’une série entiére de rayon
infini. Montrer que pourr > Oetn > 0

1 2

f(reit) e—int dt

a, =
2™ Jo

En déduire que s’il existe des réels k > 0 R > 0 tel que | f(z)| < 4 + B|z|*

pour tout z de module > R, alors f est un polynome.

Exercice 3.11. On se propose de calculer / = ffn In|re?® —aldf,on0 <r <
|al.

1. Vérifier que I est bien définie.



2. On considere / la fonction définie sur 2 = C\R™ par f(z) = 1 Ln(1—2),
ou Ln est la détermination principale du logarithme sur £2. Montrer que f
est holomorphe sur un ouvert contenant le cercle {z = re’?}.

3. En déduire I = 27 Inal.

cos(nb) db
—2Acosf +1°

2w
Exercice 3.12. Soit A € C de module # 0,1, et I = / .
0

1. Vérifier que I est bien définie.

Zl’l

2. Onconsidere f* définie par f(z) = (z=M)(z—-2A7")
z— z =

de f sur le cercle unité, trouver la valeur de I (distinguer les deux cas
Al > 1, |A] < 1).

; en calculant I’intégrale

Exercice 3.13. Soit U un ouvert de C contenant D et / € H(U). On note y le
paramétrage de 9D par ¢ € [0, 2] — e'’.

1
1. Calculer I} = /(2+ + f( ) zetl, = /(2— — —)f(Z)
y
2m ) 0 2m ) 2]
2. En déduire la valeur de 1) cosz(z) do et £ sinz(z) do.
0 0

1
3. Pour |a| # 1, évaluer I(a) = — /@) d
2ir ),z —a

Exercice 3.14.

1. Soit £2 un ouvert de C, F et G deux fonctions holomorphes dans 2 et
y:[a, b] — Cun chemin tel que y* C §2. Montrer que

/F(Z)G’(Z) dz = F(V(b))G(V(b))—F()/(a))G(J/(a))—/ F'(2)G(z) dz
Y Y

/2
2. Calculer f (z+2)e’? dz, ou y est’arc de parabole y (1) = t—l—z > joignant

(0,0)a (s, 1).

Exercice 3.15. En évaluant |, c €7 dz sur le cercle unité, montrer que
2w 2w
/ e*? cos (0 + sinb) d = / ¢®?sin (6 + sin@) dO = 0
0 0

8



Exercice 3.16. Calculer

[+

ot y(t) = €' (1 € [0,2n]) et n € N. En déduire la valeur de fozn cos"t dt.

Exercice 3.17. Calculer les intégrales suivantes.

1. /COSZ dz ot y (1) = €' (1 € [0, 27])
y z

2. [ M2 gz ouy@) = et (1 € [0,27))
y 4
cos z2 . .
3. / dzouy(t) =e' (t €0,2x))
y Z
4. /  dzouy(r) =26 (1 €[0,27])
234z

5. [ i (n € Z), ou y est un chemin fermé ne passant pas par a
(z—a

—12z 411 .
6/ = +ZJZ_6‘IZ’°“1%(Z)=re”<re[o,zn]>

3

z—1

[( - )n dz,n e N*,ou y(t) = 1+ €' (t €[0,2m])
v

Exercice 3.18. Pourn > 1 et 0 < k < n, on désigne par C,f‘ le coefficient

binomial. Pour r > 0, soit ¢,: ¢ > re'’, t € [0, 27].

1. Montrer que

n
Cr 2lﬂ[(1+2) k+1°
En déduire que C} < 4".

1 1 "dz
crn = — | (=42 &=
M diw fcr (z+ +Z) z

(on pourra utiliser 1.). En déduire que

dz
=5
Z 2”5” 2l7ffc, 3z—1-—2z2) ’

2. Montrer que




a condition que r; < r < rp,our; < r, sont les deux racines de 3z — 1 —
2
zc = 0.

3. Montrer que

[ (1) £ e

En déduire que

4. Montrer que

2imw _2n+1 dz = Z(—l)kaCzkn.
k=0

1 / (z—1)*"(z 4+ 1) “

Montrer que si z € ¢}, |z — 1[*|z + 1] < %\/} En déduire que
n 16 n
Y (=DFcEck, < (5\/5) .
k=0

Exercice 3.19.

1. Montrer que fozn e’ dt est indépendant de r > 0.

2. Montrer que fOZﬂ In (1 — re'’) dt est indépendant de r € 10, 1[ (In désigne
la branche principale du logarithme sur C \ |—o0, 0]).

Exercice 3.20. Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe
$2 contenant le disque unité fermé et y (¢) = ¢'* (¢ € [0, 27]). Montrer que

1 /(f(z) N ag(Z)) dZ:{f(a) si|a| <1
y

2im z—a az—1 g(l/a) silal > 1

Soient k et m € R. .
Calculer [, cos(mx) — cos(kx) dx.

x2 ,
P +oo SIN“(X)
En déduire la valeur de 0 >

X

dx.

Exercice 3.21.

10



Soientn € Neta € Rtel que 0 < |a| < 7.

Calculer max |z"e™?|
larg(z)=c

Exercice 3 Pour quelles valeurs de o € R, I’intégrale
I, = fol x%(1 — x)* dx est-elle convergente?
Calculer pour ces valeurs /,.

Exercice 3.22.
Soient £2 un ouvert de C et A un droite de C.

Soit f : £2 — C une fonction continue telle que la restriction de f a 2 — A
soit holomorphe.

Montrer que f : £2 — C est holomorphe.

Exercice 3.23.
A) (i) Soit D = {z € C/|z| < 1}.
Soita € D. -
Montrer que ¢, : D — C définie par ¢,(z) = est un isomorphisme

i 1 —za
de D dans lui-méme.

ii) Soit /€ H(D).

Montrer que si | f(z)| < 1 dans D alors

/(@) = fO)] = |z[[1 = f(2) f(0)].

(ind.: on pourra utiliser ¢y o f.)

En déduire que, | //(0)| < 1 ou bien f(z) = z.e'®, pour un certain o € R.
B)i) Soit 2 = {z € C/Ne(z) < 0}.

Soit ¢ : 2 — C définie par ¥ (z) = #, montrer que ¥ est un isomor-
phisme de §2 sur D. :

ii)Soit f € H(D).

Montrer que si Re f(z) < 0 dans D alors

| /'(0)] = —2%Re f(0).

(ind.: on pourra utiliser ¥ o f'.)
C) Soit f € H(D).

Montrer que si 0 < | f(z)| < 1 dans D alors

ROEE

(ind.:on pourra utiliser log f(z))

Exercice 3.24.
Soient f € H(D) et M > Otellesque f(0) =0et|f'(z)] < M Vz e D.
Montrer que | f/(z) — f'(0) < |[2M |z| et que | f(z) — zf"(0)| < M |z|?
/ !
(z) —

ind.: tili = —
(ind.: on pourra utiliser g(z) i )

Exercice 3.25.

11



a) Démontrer que si |z| < 1, |z/| < 1 alors, |e? — 7| < e|z — Z/|.

b) Si Re(a) > 1, montrer que 1I’équation e?~¢ = z admet une solution unique z
telle que |z| < 1.

c) Démontrer que cette solution est une fonction holomorphe de a si fRe(a) > 1.

Exercice 3.26.

Soit ¢» une application holomorphe du disque pointé 0 < |z| < 1 dans la couronne
1 <|z] <2.

a) Démontrer que ¢ se prolonge en une application holomorphe du disque |z| < 1
dans C.

b) Démontrer que ¢ ne peut étre un isomorphisme du disque pointé 0 < |z] < 1
sur la couronne 1 < |z| < 2.

Exercice 3.27. Quel est le nombre de zéros (avec leur multiplicité) des polyndomes
suivants dans les disques indiqués:

b) F(z) = z® — 6z + 10 de module < 1.

¢) F(z) = z* — 3z — 1 de module < 2.

d) F(z) = z3 + z — 1 de module < 1.

Exercice 3.28. Quel est le nombre de zéros de F(z) = z* — 5z — 1 polyndme
dans la couronne 1 < |z| < 2.

Exercice 3.29. Montrer que les zéros de F(z) = z —ae?, avec 0 < a < % tels
que |z| < 1 sont réels.

Exercice 3.30. Soit P un polyndme unitaire de degré n de C[z]. On pose Q(z) =
p(z) — . Montrer qu’il existe z sur le cercle unité tel que | P(z)| > 1.

a) Montrer que I’équation e”? = 2—z possede une unique solution de partie réelle
> 0.

b) Montrer que, si He(a) > 1, alors I’équation e~ = z posseéde une unique
solution dans D(0, 1).

Exercice 3.31. Soit r > 0. Montrer que, pour n assez grand, P,(z) = > ;_, 2—1{,
n’a pas de zéros pour |z| < r.

Exercice 3.32. Quel est le nombre de zéros de de z* + 3z — c¢/(z) dans D(0, 1)?
Exercice 3.33.

Soit /" une fonction holomorphe sur un ouvert §2 connexe par arcs contenant le
disque fermé D(0, R), R > 0.

a) Soient a et b deux nombres complexes avec 0 < |a| < |b| < R.
Calculer selon les valeurs de r, (0 < r < Retr # |a|, r # |b|) 'intégrale

/ f(2) -
ctron (z—a)(z—>b)

12



b) On suppose de plus que f vérifie Vz € 2 : |f(z) —1| < 1, f(0) = 1.

(1) Quelle est I’expression de f si §2 = C?

(ii) Montrer qu’il existe une unique fonction holomorphe g définie sur £2 vérifiant
Vz e 2:exp(g(z2) = f(2). g(0) =0

2w
(iii) Calculer / g() dz eten déduire la valeur de I’intégrale / log | f(re'®)| db.
ct,r) Z 0
Exercice 3.34. Soit f une fonction entiere telle que | f(z)] — +oo quand

|z| = +o0.
1. Montrer que f n’a qu’un nombre fini de zéros dans C notés zy, ... zg.

2. En déduire que f est un polyndme. (Pour cela considérer f(z)/P(z) =
g(z)ou P(z) = (z—z1) -+ (z — zx) et montrer que 1/g est entiere) .

Exercice 3.35. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert connexe £2 con-

tenant 0. Montrer que :

1. Si f(%) = ﬁ pour 1 assez grand alors f(z) = ;37 sur 2 N D(0, 1).

2. Si f(%) = f(ﬁ) pour 7 assez grand alors f est constante sur £2.
3. Si f(%) = f(ﬁ pour n assez grand alors f est constante sur £2.

4. f (%) = 27" pour n assez grand est impossible.

Exercice 3.36. Soit f une fonction entiére ; on pose, pour r € R* ,

M(r) = sup | f(2)]

|z|=r
1. On suppose qu’il existe p € N tel que

LMo
r—ir—il:loo pp+l

Montrer qu’alors f est un polyndme de degré au plus p.

2. On suppose qu’il existe R > 0, K > 0 et p € N tels que
z| > R=|f(2)] = K]z|”

Montrer qu’alors f est un polynome de degré au plus p. Montrer que si de
plus R = 0 alors f est un monome de degré p.

13



3. En déduire que si f vérifie
vzeC, /(@) = 2]

alors f estdelaforme f(z) = a + bz? avec |b| < 1/2.

Exercice 3.37. Soit f(z) = ) _,-, a,z" une série entiére de rayon de convergence
R > 0. Pourr < R, soit y,:t — re'’, t €]0,2x] et

10)= 5= [ 10

1. Montrer que I(r) = 372 |a,|?r?".

2. En déduire une nouvelle démonstration des inégalités de Cauchy et montrer
que si f n’est pas un mondme, ces inégalités sont strictes.

3. En considérant f(z) = 1/(1 — z)?, montrer que pour r < 1,

1 [ di
L an -2
2w Jo (1 —2rcost + r?)?

Exercice 3.38. Soit f* une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert D
vérifiant

Vze D, |f(2)] < .
I —z|

Montrer que les coefficients a, du développement f(z) = ), a,z" vérifient
1 n
Vn > 1, |a| <(n+1)(l+—) <(m+ leet |ag| <e.
n

Exercice 3.39. Existe-t-il des fonctions f holomorphes sur D(0, 1) telles que
pour tout entier n > 0

LG =S (e =37
2 /G ===
3/ G)=1(=)

-~

_19
n3

14



Exercice 3.40. Déterminer explicitement pour ¢ € R

max |22 + 2aiz + 1].

lz]=<1

Exercice 3.41. Soient Py, P,,..., Py k points du plan. On désigne par d(A, B)
la distance entre deux points 4 et B du plan. Soit D un ouvert connexe borné du
plan. Montrer que le sup de [, ;< d(M, P;) sur D est atteint sur la frontiere de
D.

Exercice 3.42. Soit §2 un ouvert connexe de C contenant le disque fermé {z €
C| |z = zo| =< r}, et f une fonction holomorphe sur £2 telle que f(z) € R si
|z — zo| = r. Montrer que f est constante (considérer e'/).

Exercice 3.43. Soient f et g deux fonctions holomorphes et ne s’annulant pas
dans un ouvert connexe 2 contenant le disque unité fermé. On suppose que pour
lz| = 1, | f(2)| = |g(2)| et que f(0) et g(0) appartiennent a R . Montrer que
f = gsur £2.

Exercice 3.44. Soit f une fonction entiere telle que | f(z)| = 1 si |z| = 1. Soit
D le disque unité fermé.

1. Supposons que f n’a pas de zéros dans D. Montrer qu’il existe k € C tel
que f(z) = k pour tout z de C.

2. Soitay,...,a, (pourquoi un nombre fini ?) les zéros de f dans D , chacun
étant compté avec son ordre de multiplicité. En étudiant la fonction

n JR—
l—ajz
g =] .
. z—aj
j=1
montrer qu’il existe k € C, |k| = 1,etn € Ntels que f(z) = kz".

Exercice 3.45. [Théoreme des trois cercles d’Hadamard]

Soit f une fonction holomorphe dans un domaine contenant la couronne fer-
mée constituée par les z € Ctelsque r; < |z| < r, (o0 0 < r; < rp). On pose
M (r) = maxz =, | f(z)| pour ry <7 =< rs.

1. Montrer qu’il existe un nombre réel o tel que r¥ M (r1) = ry M (r3).

2. Montrer que

Inrop—Inr Inr—Inry

M(r) < M(ry) "= M (ry)na=n

(on appliquera le principe du maximum a la fonction z? f(z)? ou p € Z et
g € N*, puis on considerera une suite (p,, ¢x), pn € Z et g, € N*, telle que
lim, oo Pn/qn = @).
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4. Calcul des résidus |

Exercice 4.1. Déterminer les points singuliers des fonctions suivantes :
2 2
z2+1 z2+1
a) f(z) =

b)g(z) = —3
Calculer les résidus correspondants.

z4—1 z(z—1)3

Exercice 4.2. Déterminer les points singuliers des fonctions suivantes :

z 1 — e?
= b =
D ()= 57 DEE) =
1
Exercice 4.3. Déterminer la série de Laurentde f(z) = dans les
zZ(z—=1)(z=2)

couronnes suivantes:

a)0<|z| <1

b))l <|z| <2

c)2 < |z
Exercice 4.4.

1. Déterminer les développements en série de Laurent de f(z) = 1_122 + 3%2

dans les domaines D = D(0,1), C; = {1 < |z| < 3} puis C; = {|z| > 3}.

2. Déterminer les développements en série de Laurent de f(z) = _Z;e” dans
les domaines C; = {|z| < 1} puis C; = {|z| > 1}.

Exercice 4.5. Développer les fonctions suivantes en série de Laurent dans chacun
des ouverts donnés

1
1. f(z) = —— (k e N") dans |z| < |a| etdans |z] > |a] ;

(z—a)

1
2. f(z2) = e —— dans 0 < |z| < |a| etdans |a| < |z] ;

(z—a)
1
3. f(z) = — (0 < |a| < |b])dans 0 < |z| < |a| ; |a| < |z| < |b|
(z—a)(z—0b)
bl < lz] s

4. f(z) =z%exp(z 1) dans 0 < |z|.

5. f(z) =exp(z +z7 ') dans 0 < |z]|.
Exercice 4.6. Déterminer les points singuliers des fonctions suivantes, puis don-
ner la nature de ces points singuliers (singularité supprimable p6le d’ordre n, sin-

gularité essentielle isolée, accumulation de points singuliers).
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1 1 .1 z
@O "z 3)z > sin — 4)z > exp Tt S5)z >

7)z > exp (tan %)

)z — 2)z >

1
sinz—sina’

1
z(z2+4)2>
cotanz — %, 6)z

Exercice 4.7. Exhiber des fonctions n’ayant dans le plan complexe que les singu-
larités suivantes:

1. un pdle triple en 0, un pdle simple en 1 et un point singulier essentiel en i
et —i.

2. un point singulier essentiel en tout entier.

Exercice 4.8. Déterminer les singularités isolées a des fonctions f suivantes et
calculer Res( f, a).

Z2

I
3 _ .5 = (z2 + 1)2
sin (2z)

72244z -1 .. (1
> ——— S.zt>cos| —————— 6.z z"sin| —
(z+1)3 z—3 z

Exercice 4.9. Montrer que si P est un polyndome de degré > 2, la somme des

l.z — 3.z exp(z4+2z7")

. 1
résidus de 7 aux zéros de P est nulle.

Exercice 4.10. Soit U un ouvert simplement connexe de C, f une fonction holo-
morphe sur U \ S ou S est une partie fermée discrete de U. Montrer que f a une
primitive sur U \ S si et seulement si pour tout point s de S, le résidu de f au
point s est nul.

Exercice 4.11. Calculer les intégrales suivantes, ou les chemins fermés simples y
sont parcourus dans le sens direct.

A
1. dz ov stle cercle |z —2| = 1 ;
/y(z—l)(z—Z)z zouye |z | 3

exp z .
2. ———dzouyestlecercle |z| =1
/y otz oy =)

1
3. /exp (—) dz ou y estlecercle |z| =1
y z

z

1
4. [ sin? (—) dz ou y estle cercle |z| = ;
v

17



5. /(22 +z4+ 172 dzouyestlecercle |z| = r # 1.
y

Exercice 4.12. Calculer fc (x +2y) dx + (y — 2x) dy le long de I'ellipse C
définie par x = 4cosf, y = 3sinf,0 <6 < 2m.

Exercice 4.13. Calculer [, (z% + 3z) dz le long des chemins suivants :
1. le cercle |z| = 2 du point (2,0) au point (0,2)
2. le segment de droite joignant les points (2,0) et (0,2)
3. le contour polygonal formé par les segments de droite joignant (2,0) a (2,2)

et (2,2)a(0,2)

Exercice 4.14. Calculer fC (zt—i—Z)" pour n = 1,2,3..., ou C est un cercle de
centre a.

Exercice 4.15.

1. Soit f(z) = 5 4_124. Montrer que | R f(z) dz tend vers 0 quand R tend vers

+00, ot yg(t) = Re' (¢t €0, 7).

2. Déduire de 1. la valeur de

Exercice 4.16. Si y est I’arc de courbe y (1) =t + i (3 — 31> + 41 — 1) joignant
les points (1,1) et (2,3), trouver la valeur de

/(1222 —4iz)dz
y

Exercice 4.17.

1. Calculer I’intégrale I = fy Z dz ou y est le chemin joignant le point (1, 1)

au point (2,4) suivant la parabole y = x?; puis le segment joignant ces
points. Qu’obtient-on avec [ z dz ?

2. Soit y = 27 t € [0,1] et f continue sur y* le cercle unité dans C.
Comparer fy f(2) % et /y f(z) dz.
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Exercice 4.18. Soit / une fonction continue du quart de plan {x + iy; x,y >
0} dans C et C le quart de cercle paramétré par {re'’; 0 < t < 7} avec r >
0. On pose M(r) = sup,ec | f(2)|. Montrer que si lim,_,o, M(r) = 0, alors
lim, o0 [ f(2)e* dz = 0.

Exercice 4.19. Calculer par la méthode des résidus les intégrales suivantes:

2m dt
52 sin(?)
b)f;?

dt
[+ sin2(7)
c)f(;roo %n;xz)dx
d)foJroo (IC:)_S(;z))z dx
oo Sin(x) 1 — x2
e)f0+ )f : 1 + x2

Exercice 4.20. Soient a, b € R vérifiant @ > 1,b > +/2 . Calculer les intégrales

suivantes:
L= Jo 2=cos(x)
_ 2w cos(x)
12 — J0  a+cos(x) dx
2
13 — I dx

0  b—+cos(x)+sin(x)

Exercice 4.21. Soit f une fonction holomorphe et non constante de C dans C .
Montrer que f(C) est dense dans C .

Exercice 4.22. Calculer par la méthode des résidus les intégrales suivantes:
1

400 n{x
b) fO mdx

In?(x)

+00

c —=dx

) Jo 1 4 x2

Exercice 4.23. Soient n un entier et ¢ unréel telsquen >a +1 > 0.
xa

—dx.
1 4+ x*

Calculer I'intégrale : [,

Exercice 4.24. Calculer les intégrales suivantes: I; = /0+°° cos(x?)dx et
I, = f0+°° sin(x?)dx

On rappelle que f0+°° exp(—x?)dx = */7; .
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o it

(14 x?)

+00

Exercice 4.25. Pour quelles valeurs de & € R, I’intégrale |, dx est-

elle absolument convergente?

Calculer pour ces valeurs I’intégrale suivante :

too X¥cOs(x — ZX

2
Jo (1+ x2)
Exercice 4.26.
1. Calculer les résidus aux différents pdles de la fonction f(z) = ZZ(ZZJ{_T_T)IZ s f(2) =
1 1 1
e L AC ey
2. Montrer que si f(z) = (z —a) "g(z) ou g est holomorphe dans £2 ouvert
(n—1)
contenant a, alors Res( f,a) = g—(a).
(n—1)!

1 —cosz e* 1

Trouver les poles et résidus des fonctions suivantes :

23 T z=D A4z

cos 2t

2w
Exercice 4.27. [Intégrales de fonctions trigonométriques] Calculer / T Jcost
0 —2cos

(poser z = e'’).

Exercice 4.28. [Intégrales de fractions rationnelles sans pdle sur R]

. 1 .
1. Calculer / ,n > 2, en intégrant ——,, surun demi-cercle.

R +X2n 1+Z
2. Caleul / dx
. alculer _—
r (1 4+ x2)"

Exercice 4.29. [Utilisation du logarithme]

3 b
X
désignant ici la détermination du logarithme avec coupure sur R™.

400
X L Inz L
1. Calculer / ———, en intégrant —— sur un cercle privé de R*, log
0 1 + 1 + Z3

2. En choisissant la méme détermination du logarithme et le méme contour,

. . o dx Lnx
calculer simutanément les intégrales I = | ——etJ = dx.
R 1 + X4 R 1 + X4
nz)?

Intégrer cette fois ———.
(Intég 14 z4 )
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Too dx T Lnx L Inz
3. Calculer et dx,n > 2, en intégrant sur
0 1 4+ xn 0 1+ xn 1+ z»

un secteur épointé bien choisi.

Exercice 4.30.

Soit @ un réel > 0 et Logz la détermination principale du log sur C\R™. En
. L . _ 1 . L
intégrant la fonction f(z) = @@ Log; Surun contour [ g constitué du cercle
de rayon R évitant le demi-axe R™, montrer que

/ o dx B T 1
o (x2+a)(Ln’x +n2) 2a(ln’a+ n?/4) 1+4+a*
Exercice 4.31. [Calcul d’intégrales semi-convergentes]

iz

sin x y . ..
1. Calculer / —— dx enintégrant f(z) = — sur un contour bien choisi.
R X z

x2—1sinx

2. Calculer de méme / dx.

rRXZ2+1 x

Exercice 4.32. [Calcul de transformées de Fourier]

itz
en intégrant £—; sur un demi-

1. Calculer la transformée de Fourier de .
1 + X4 14z

cercle dans un demi-plan bien choisi.

cosSmx

(I +x?)(x? + a?)
a = 1,a # 1. Vérifier que I(m, 1) = limy,— I(m, a).

400
2. Calculer I(m,a) = / dx en distinguant les cas
0

X sinmx

+o0
En déduire sans nouveaux calculs la valeur de / ——— dx.
0 (14 x2)2

Exercice 4.33. Calculer

2w d[
1. —(@@a>1);
o a-cost

2w dt
2. / ———(a>b>0),;
o (a+bcost)? ’

2 cos? 3t
3. dt (a e C\ {£1});
/0 1 —2acost + a? (a VEDD)
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2w
4. / exp (cost)cos (nt —sint) dt (n € 7).
0

Exercice 4.34.

Dans cet exercice, on justifiera soigneusement chaque passage a la limite. Cal-
culer les intégrales :

+o00 1
L / SN
oo 1+ X6

+o00 1
2./ ——dx,0<a<
o x¥(1+x)

+00 Lin2

sin® x L )

3. 5 dx (on pourra considérer la fonction
0 X

400
COS X .
4. / ——— dx (on pourra utiliser le rectangle de sommets —R, R,
oo €t e
R+in,—R+im)

+o0 12
5.[ T
0 1+X2

T nx
6. [ LN
0 (14 x)3

Exercice 4.35.
Soit f(z) = z°> + 5z° + z — 2. Montrer que / a trois de ses zéros dans le
disque D(0, 1) et tous ses zéros dans le disque D(0,3). Exercice 4.36. Soit y,

le chemin dont I’image y, est le rectangle de sommets =+ (n + %) =+ in parcouru
une fois dans le sens direct. Evaluer pour a ¢ Z

meotan(rz)
[ i),
wm (Z+a)

Montrer que ’on a

) meotan(rz)
lim ———dz =
n—oo [, (z + a)2

(On pourra établir auparavant que, si z appartient a y,’ et si n est assez grand, on
a |cotan(rz)| < 2.)

1 T i
En dédui - '
n déduire que ,,XGZ: (@ + n)? (sin(na))
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