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Exercice 1. Soit f : R2 −→ R, (x,y) 7→ sin(x+ y2)− 2y.

1. Montrer que f est une fonction de classe C∞ et calculer en tout point (x,y) ∈ R2, sa
matrice jacobienne Jf (x,y).

2. Montrer qu’il existe ε > 0 et une fonction ϕ :] − ε, ε[→ R tels que : ϕ(0) = 0 et
f(ϕ(y),y) = 0.

3. Détermine le développement limité de ϕ à l’ordre 2 en 0.

En déduire lim
y→0

ϕ(y)− 2y

2y2
.

Exercice 2.
Soit φ : R×]0,+∞[−→ R2, (x,y) 7→ (ex + ln(y), ex + ln(y3)).

1. Rappeler la définition d’un difféomorphisme de classe C1.

2. Montrer que l’image de φ est l’ensemble U = {(u,v) ∈ R2|v < 3u}.
3. Montrer que φ est un difféomorphisme de classe C1 de R×]0,+∞[ sur U.

4. Soit f : R×]0,+∞[→ R, la fonction définie par :
f(x,y) = e3x + e2x(3 ln y − 1) + 3ex((ln y)2 − 2 ln y) + (ln y)3 − 9(ln y)2.

Montrer que f = g ◦ φ où g(u,v) = u3 − v2.

En déduire les éventuels extrema de f dans R×]0,+∞[.
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Exercice 3.

Calculer

∫
γ

ez

(z − 1)2 sin z
dz dans chacun des cas suivants :

1. γ est le cercle de centre 0 et de rayon 1
2
, orienté dans le sens positif.

2. γ est le cercle de centre 1 et de rayon 1
2
, orienté dans le sens positif.

3. γ est le triangle de sommets : −i, (1 + i) et 4, orienté dans le sens positif.

Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes :

1. J =

∫ +∞

−∞

cosx

(x2 + 1)2
dx.

2. I =

∫ 2π

0

cos 3t

5− 4 cos t
dt.
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