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FEzercice 1. Soit f:R* — R, (z,y) = sin(z + y?) — 2y.

1.

Montrer que f est une fonction de classe C* et calculer en tout point (z,y) € R?, sa

matrice jacobienne Jy(z,y).

. Montrer qu’il existe € > 0 et une fonction ¢ :] —e,e[— R tels que : ¢(0) = 0 et

fle(y).y) = 0.
Détermine le développement limité de ¢ a 'ordre 2 en 0.

o(y) — 2y

En déduire lim 5

y—=0 2y

FEzxercice 2.
Soit ¢ : Rx]0, + oo[— R?, (z,y) — (e” + In(y), e® + In(y?)).

1.
2.
3.
4.

Rappeler la définition d'un difféomorphisme de classe C*.

Montrer que I'image de ¢ est Pensemble U = {(u,v) € R?|v < 3u}.
Montrer que ¢ est un difféomorphisme de classe C' de Rx]0, + ool sur U,
Soit f : Rx]0, 4+ oo[— R, la fonction définie par :

flzy) =e** 4+ e**(3Iny — 1) + 3e*((Iny)* — 2Iny) + (Iny)* — 9(Iny)>.
Montrer que f = go ¢ ou g(u,v) = u3 — v

En déduire les éventuels extrema de f dans Rx]0, 4+ ool.
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Calcul différentiel et fonctions holomorphes



FEzercice 5. B
e .
Calculer | ——————dz dans chacun des cas suivants :

4 (z—=1)%sinz

1
2

2. 7y est le cercle de centre 1 et de rayon %, orienté dans le sens positif.

1. v est le cercle de centre 0 et de rayon 3, orienté dans le sens positif.

3. 7 est le triangle de sommets : —i, (1 4 7) et 4, orienté dans le sens positif.

Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes :

—+00
1. J:/ ﬂdm.

o (224+1)2
2
3t
) 1:/ LT
o H—4cost



Solution

Exercice 1. Soit f:R? — R, (x,y) + sin(z + y?) — 2y.

1. Par le théoreme de composition avec les fonctions sin, et des fonctions polynomiales,
f est différentiable a tout ordre, donc de classe C* et

Jr(z,y) = (cos(z +y?), 2ycos(z+y®) —2).

2. On constate que f(0,0) = 0 et que %(0,0) = cos(0) = 1 # 0; d’apres le théoreme

des fonctions implicites, il existe € > 0 et une fonction (différentiable & tout ordre)
@] —¢g,e[— Rtels que : ¢(0) =0 et f(o(y),y) =0 pour tout y €] — €, €.

3. En dérivant la relation sin(¢(y)) + 3*) — 2y = 0, sur | — ¢, [ deux fois on obtient :

(¢'(y) + 2y) cos(p(y) +y*) =2 =10

(" (y) + 2) cos((y) +y°) — (¢ (y) + 2y)*sin(p(y) +3*) =0

En particulier au point y = 0, on obtient :
©'(0)—2=0¢et ¢"(0)+2=0.

D’ot, le développement a l'ordre 2 en y =0 de ¢ :

p(y) = (0) + &' (0)y + £209% + o(y?) =2y — 1 + o(?).
e(y) — 2y -y t+o(y*) -1

Par suite lim = lim 4— -2~ = .
y—0 29?2 y—0 212 2

FEzercice 2. Soit ¢ : Rx]0, + oo[— R?, (z,y) — (e® + In(y), * + In(y?)).
1. Un difféomorphisme de classe C!, est une application bijective de classe C' et dont
I'inverse est de classe C'.

Remarque 1 : Une conséquence du théoreme d’inversion locale : Un difféomorphisme
de classe C', est une application bijective de classe C' et dont la jacobienne est

inversible en tout point.
2. Soit (u,v) € U. On doit montrer qu’il admet des antécédents dans Rx]0, + oo[, pour
T 1 —
cela on doit résoudre le systeme : ¢ +1nfy) v
e +3In(y) =v

On obtient I'unique solution y = e"2 et z = In(242).



3. D’aprés la question précédent, ¢! : U — Rx]0, + oo[ est 'application définie par

o Huw) = (ln(?’“; v),e"7 ) qui est aussi de classe C'!, d’oll ¢ est un difféomorphisme
de classe C'.

Remarque 2 : On peut aussi utiliser, la caractérisation d’un difféomorphisme de
classe C'!' donnée dans la Remarque 1, sans calculer ¢!, Il faudrait pour cela vérifier
que ¢ est injective et de jacobien non nul,

z 1
Jo(z,y) = (Zx g) et det Jy(z,y) = % # 0 pour tout (z,y) € Rx]0, + ool
y

4. Un calcul direct nous donne
flay) =go¢ley) = (e +In(y))* — (" +In(y))” = (€ + 3> Iny + 3¢ (Iny)* +
(Iny)?) = (** + 2¢" In(y*) + (In(y*))*) = 3e*((Iny)* — 2Iny) + (Iny)* — 9(Iny)*.
Comme Df(z,y) = Dg(¢(x,y))Do(z,y) et que Dop(x,y) est inversible en tout point
(x,y) € Rx]0, + oo|, alors Df( ) = 0 si et seulement si Dg(¢(x,y)) = 0.
Mais, Dg(u,v) = (3u?, — 2v) = 0 entraine (u,v) = (0,0), qui n’est pas un point de
U, donc g n’a pas de point critique dans U ce qui entraine que f n’a pas de point
critique dans Rx]0, + oo[ et a fortiori pas d’extrema.

z

Ezercice 3. On pose f(z) = (Z_S’W, f aun pole d’ordre 2 en z = 1 et des poles d’ordre

len sinz =0c-a-den z=km, k€ Z.
1. Comme f(z) a un pole simple & Pintérieur du disque D(0,3), & savoir z = 0, d’aprés

le théoreme des résidus :/ f(z)dz = 2imRes(f,0)

i
z z 0
. . € . z . e e

Res(1.0) =l =/ () = I =i = M I o — e — (o !

eZ
D’ot ————dz = 2im.
Ou[/(z—l)QSinz oA

2. Comme, f(z) a un pole d’ordre 2 & lintérieur du disque D(1,1), & savoir z = 1,

d’apres le théoreme des résidus :/ f(2)dz = 2irRes(f,1)
v

e*(sinz —cosz)  e(sinl —cosl)

Res() = (=) = iy () = g SO

z—1 \ sin 2 z—1 (sin z)? (sin1)?
D’ou / —ez —dz = 2i7r€<sm1. — (3203 1).
. (z—1)%sinz (sinl)

3. Comme, f(z) a deux pdles a 'intérieur du triangle, a savoir z = 1 et z = m, d’apres

le théoreme des résidus :/ f(z)dz = 2im(Res(f,1) + Res(f,m)).

~



Il nous reste a calculer le residu de f en z = 7.

z z

_ , e - S
Res(f.m) = ,?l,’nglr(Z - mfz) = llglr(z - (z—1)%sinz ,llgrlr sinz llglr (z—1)2
1 e er
cosm(m—1)2 (7 —1)2
D’ou /—ez —dz = 2 (e(sinl' —cosl) ) :
4 (z—=1)%sinz (sin1)? (m—1)2
Ezercice 4.
T cosw
1. J= .
/ x2 +1)2 da
] oo +00 eix
Remarque : Comme 5457 < 7 et que [T iy do = m lintégrale /_OO CEE dx
converge. D’autre part, —5>+7 = Re(—-+z, on vadonc calculer J = - T gy =
g . p ( 2+1 IE2+1)27 o (:L\Q + 1)2

+oo iz —ix 400 ix
e’ +e e

| st | e

oo 2(a? 1) oo (@2 41)?
On pose f(z) = ﬁ
La fonction f(z) = ﬁ,
savoir les points i et —1
Pour R > 1, on considere le lacet vg formé du segment [—R,R| et du demi-cercle
suprérieur ['; de centre 0 et de rayon R.

a deux poles d’ordre 2, (les racines de (2% + 1)2 = 0), &

Il n’y a que le pole z = 7 qui soit a I'intérieur du domaine délimité par le lacet vr et
d’aprés le théoreme des résidus fm f(2)dz = 2imrRes(f,i) c-a-d

Jo, f(2)dz+ It w e do = 2imRes(fi)  (¥)
D Res(fﬂ) = lim (= 2} =l ()

. ie¥? (z414)2 —2(z+1)e’* —ie”
2) Si on parametre le demi-cercle I'g par I'g(t) = Re", ¢t € [0,7], on a dz = Ip(¢t)dt =
iR™dt et

™ —Rsint
g/ (e—Rdt<L 0.
0

™ iRe't
€ - it
/0 (Ret 4 12 1t R—1)2 " = (R2Z1)2 roviee

Remarque : On utilise pour la derniere inégalité que |,
pour t € [0,7], 0 < e~ Bsint < 1.

/‘ eiz q <
——— az
Tr (22 + 1)2

1 1
| S e ot aue



Par passage a la limite quand R — +oo dans (%) on aura
1

fj;o @ ;rl)z dx = 2imRes(fi) = 2im X =%5— = me~

+oo
La partie réelle nous donne | J = f_oo :E‘;Ojf dr =

0 (ce qui est prévisible puisque la fonction est 1mpa1re).

27
‘ I:/ cos 3t dt
o H—4cost

Si on pose, pour t € [0,27], z = (t) = e alors :

1 8,1
L = dt, cost = Z;Z et cos3t = - J;Z?’
z3+z% 6
: 3t _ +1 ) N
Par suite =7~ = 5_4225 = 2rrr0.—p dou
2
I_/27r cos 3t dt—/ 2% 4+1 dz
Jo 5—dcost ), 22(—422 4+ 102 — 4) iz

2841

Comme la fOIlCtiOl’l f(Z) = m

25+

T et la partie imaginaire [ _+

1

B / i23(=

0 ( pole d’ordre 3) et 3 (pole d’ordre 1, racine de —42% +10z -4 =0)

D’apres le théoreme des résidus :

241 1
= 9 )
/yiz3(—4z2 102 —4) dz s (Res(f,O) + Res(f,2))

. 2£(2)1n . 2641 "
i) Res(f,0) = lim,,o[=5=]" = lim, <2i(74z2+10274)) -

Remarque : On peut aussi utiliser le développement en série de Laurent de f en

z=0,ona:
1
(—422+10z—4)

= Froon = 7T+ G-+

1—(gz—22)

(

(B —1)22 4 0(z%) = T — 22 — 322 + o(2?) par suite

4
6 —
Ty = L+ 20)(F — 52— [ +o(2?) =

D’Oﬁf(z):,'zf}—+1:#¢:f_l____

123(—422+102—4) 123 (—4224+10z—4) 4123

et donc Res(f,0) =a_; = 72+

11) R€S(f,2) hm (Z—%)f(Z) = hInz—>l (—425—:1502—4)

2

6
. 41 _ 65
hmz—w 223 48"
Fmalement

_Tl — gz 21 2% 4+ o(2?)
sz~ 16z T O(1).
xlimz_>, 2+31 = hmz—>% (—821+10)

25 4+1

—21

162

T cos3t
[= [ 90 g d
/0 5 dcost /7 i23(—422 1+ 102 —4)

= 2im(Res(f,0) + Res(f,%)) =

2im(——

—21
161

65

* s

) =

sin x
2+1

d
1221102 —4)

a 2 poles a 'intérieur du disque unité,

de =

X



