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Controle continu n°1- Corrigé

Ezercice 1.
1) Soit g : R? — R une application de classe C?.
On définit f : R2 - R2 par f(l',y) = (f1<x>y)7 f2($7y))a
ou fl(x7y) = D1g<xuy> et f2(x7y) = DQQ(x7y)
(autre notation Dyg = % et Dog = g—g.)
Montrer que f est de classe C*. Comparer D, fi(x,y) et Dy fo(x,y).
2) Soit l'application f : R? — R? définie par

zy(x +y)* .
se = J (P sinte)) - si o) # 00)
(0,0) si (z,y) = (0,0)

Montrer que f est de classe C*.
3) Existe-il une fonction g : R? — R, de classe C?, telle que f = Dg? Justifier votre
réponse.

Exercice 2.
Soient n un entier > 1 et U = {(x1,...,2,) € R"|z; > 0,1 <i < n},
n

Soit f: U — R, définie par f(xy,...,x,) = Z% In(z;).
i=1

On pose S = {(z1,...,x,) € U\le =n}.
i=1

1. Vérifier que S est une sous-variété de R"™.

2. Déterminer les points critiques de la restriction de f a S.

3. Montrer que le sup de la restriction de f a S n’est pas atteint.
4.

Etudier la nature du point critique dans les cas particuliers n = 2 et n = 3. Que vaut
le sup de f|s dans ces cas?



Solution

Exercice 1.
1) f(x,y) est égale & Dg(z,y) (sous forme matricielle). g est C* donc (par définition)
Dg est C*.
g est C? donc d’apres le théoreme de symétrie de Schwarz on a DyDig(x,y) =
Dy Dsyg(z,y).

2) On note les composantes de f par fi et fo .
fo est de classe C' sur R? et f; est de classe C! sur R?\ {0,0} étant composée,... de
fonctions de classe C*.
On montre que f; est C! en (0,0) :
fi(z,0) = 0 pour tout x € R donc D, f1(0,0) = 0 (La dérivée partielle existe et sa
valeur est 0).
On a déja observé que D, fi(x,y) existe pour tout (z,y) # (0,0). Un calcul montre

que
4

4x
Difi(zy) =y + m7
On montre (en utilisant par exemple les coordonnées polaires) que lim g ) —(0,0) D1 f1(2,y) =
0 = Dy f1(0,0), donc Dy f; est continue en (0,0). (Le calcul de Dy fi(z,y), (z,y) # (0,0)
est simplifié si on observe que f(z,y) = zy + %)
On montre de méme (ou en utilisant la symétrie f(z,y) = f(y,x)) que Dsf est conti-
nue en (0,0).
On a montré que les dérivées partielles de f; et fy existent et sont continues en tout
point de R2, donc f est C!.

(z,y) # (0,0).

3) Un tel g n’existe pas, sinon on aurait (Schwarz) Dy f) = D fo.

FEzxercice 2.

1. Sion pose g(x) = Z x; —n, g est alors polynomiale, donc de classe C™ et %(m) =
i=1
1 pour tout ¢ € {1,...,n} et x € R", par suite gradg(z) = (1,...,1). Comme
grad g(z) # (0,...,0), Dg(z) : R* = R, (hq,...,h,) — > ., h; est surjective en tout
point z € R™ et en particulier en ceux de S = g~'({0}).
Donc S = g1 ({0}) est une sous-variété de classe C* et de dimension n — 1 de R™.

2. x € S est un point critique de la restriction de f a S si et seulement si il existe A € R
tel que Df(z) = ADg(z) c-a-d que pour tout i € {1,...,n}, 2L (z) = \22(x).

’ 8_901 ox;



Comme 2L --(z) = 1+ In(x;), on doit donc résoudre le systeme de n + 1 équations a n
1+In(z;) =X pouried{l,....n}

inconnues suivant : Z 5 =n
L’unique solution est le point (1,...,1), donc (1,...,1) est I'unique point critique de
la restriction de f a S.

3. Si le sup était atteint en un point xy € S, xg serait un point critique de la restriction
de f & S, donc g = (1,...,1). Pour x = (z1,...,2,) € S,onaz, =n— Y. z; et

n—1 n—1 n—1

flo) =220 win(z;) + ( — i @) In(n — 320 @)
Puisque lim,, o z; In(z;) = 0, on a
My, 1) -(0,.0) Doimy @i In(wi) + (0= 3075 ) In(n = 3077 ) = nln(n).
Comme f(1,...,1) =0 et n > 1 on obtient

n—1

lim flze, ... xp_1,(n — sz)) =nln(n) > f(1,...,1).

=1

Dong, le sup de f|g n’est pas atteint.

4. On a S = {(z,2 —2)|0 < = < 2}. La restriction de f a S est la fonction
]O [—> R définie par g(z) = f(z,2 —2) = zIn(z) + (2 — 2)In(2 — z). On a
( ) =In(z) — In(2 — ) et son tableau de variation,

x 0 1 2
g'(x) Y+
2In2 2In2
9(x)
0

Dong, le point (1,1) est un minimum de f|g et le sup de f|g est égal & 21In 2.

OnaS={(ry3—-—2z—9y)0<z+y<3,0<uz0 <y} Larestriction de
f a S est la fonction h : V — R définie par h(z,y) = f(z,y,3 —x —y) = zln(z) +
yln(y)+ (B3—z—y)In(3—z —y) oulouvert V. ={(z,y)|0 < x4y < 3,0 < 2,0 < y}.
Un calcul directe nous donne

1 9?h 1

82h( ) 1+ 1 OQh( ) 1+ ; (z.0)
—(z,y) = = Ty =-—F—— et —(vy)=-—-—-—.
a2 Y T g 3—x—y Oy? Y y 3—xz—vy Oxdy Y 3—x—y

La hessienne de h au point (1,1) est égale a Hy(1,1) = (? ;) )



Comme det H(1,1) =3 > 0 et trH,(1,1) =4 > 0, Hy(1,1) a 2 valeurs propres > 0,
elle est donc définie positive, par suite le point (1,1,1) est un minimum de f|g.
D’autre part, pour (z,y) € V, on a zIn(x) + yIn(y) < zln(zx + y) + yIn(zx + y) =
(z+y)In(z+y), don

h(z,y) = zIn(z)+yIn(y)+(3—z—y) In(3—z—y) < (z+y) In(z+y)+(B3—z—y) In(3—z—y)

h(zy) <In(t) + (3—1t)In(3 —t), avec t =z + y.

Une étude de la fonction ¢ +— t1In(t) + (3 —t) In(3 — t) sur I'intervalle ]0,3[ montre que
le sup f|s = sup{h(x,y)|(z,y) € V} =sup{tIn(t) + (3 — ) In(3 — t)|t €]0,3[} = 31n 3.
Remarque : D’apres la question 3, sup f|s > 31n 3.



