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Exercice 1
Réponse :
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2. h(u,v,w) = fog(u,v,w) = (sin(2u44v2+6w3+u2—20), eut2v’+3w’+2u’~dv)

Jn(1,=1,0) = J(g(1, —1,0)).J,(1, —1,0) = J;(3,3).J,(1, —1,0)
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3. Comme h est différentiable en (1,—1,0) on a :

2 —2cos(9)
D1, —1,0) = Ju(1,—1,0).c = (Fe08(9) —10cos(@) 0y f ) 2¢°
D€ —8e 0 3 0

Exercice 2
Réponse :

1. Comme (x,y) — = + y + 1 est polynomiale et ne s’annule pas dans
U =|0,1[x]1,3[, la fonction f est alors différentiable sur U (elle est
méme de classe C™).

On a Ji(z,y) = (L(e.y), %Lle,y) = (~rrs —orbe). Si on

munit R? de la norme euclidienne ||.||2, [[Df(z, )| = [[J¢(z,y)|2 =
a5 Pour (2,y) €0, 1[x]1,3], z +y + 1 > 2, d'ov | Df(,y)|| <
V2

¥2. Finalement, comme I'ouvert U =|0,1[x]1,3[ est convexe et que

|Df(x,y)|| < ¥ dans U, f est lipschitzienne de rapport ¥ dans U
i.e. pour tous (zo,y0) et (z1,y1) €]0,1[x]1, 3]

2
If(zo,90) = f(z1,p1)]l2 < T-H(l’o —21,% — y1)||2-

1



2. g est de classe O sur R3, comme composée de fonctions de classe C°,
g=GoFouF:(rv,y,2)— 22> —y*—322 et G:t+ €.
Si on munit R? de la norme euclidienne, ||Dg(z,y, 2)|| = || J,(@,y,2)[]2 =

1
(5L (2. y, 2), 5 (2.9, 2), G (2,9, 2)) |2 = (1627 + 16y° 4 362%)7 72" v' 57",

1622 + 16y° + 3622)
—2x2 —yt—322 ( Yy
Comme (1622 + 16y° 4 362> ) v R

limite lorsque ||(x,y, 2)||2 tend vers +o0 est 0, elle est donc bornée i.e.
il existe une constante K > 0 telle que pour tout (z,y,z) € R? on ait

(1622 + 1645 + 3622)% 2" v'—32* L K.

Ainsi, |Dg(x,y,2)|] < K sur R? qui est un ouvert convexe, d’apres
le théoreme des accroissements ﬁms, f est lipschitzienne de rapport K
dans R3, qui est donc le plus grand ouvert dans lequel elle est lipschit-
zienne.
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Exercice 3

Réponse :
L Onaa® —ay+y* = (z—59)° + §y°, dowa® —ay + 4> =0
1
—Lly=0
si et seulement si (Q)y donc si et seulement si x =y = 0.
y =

Puisque f est le quotient sur R?\ {0, 0} de 2 fonctions dont le dénominateur
ne s’annule, elle est bien définie sur R? \ {0,0} ( et méme ) et comme
£(0,0) = 0, elle est bien définie sur R2.

2. On remarquera que f de classe C* sur R?\ {0,0} puisque la fonction
(z,y) — 2% — 2y + y* est polynomiale donc de classe O et (z,y) —
(zy)™ est de classe C™ sur R?\ {0,0}.

Il ne reste donc plus qu’a 'étudier f a I'origine (0,0).

(a) Pour z =rcosf et y =rsinf our = /22 + 4% on a
(o) = r**[cos@sinf|®  , _, |cosfsinf|*
r2(1 — cosfsinf) 1 —cosfsind

car, 5 > 608081n6 = S‘n29 > S et par suite 1 — cos@sinf > 1. Ainsi,

une condition sufﬁsante pour la continuité en (0,0) est que lim r?* 2 =

<2a2

r—07t
f(0,0) = 0 et cette derniere est vérifiée si et seulement si @ > 1.
2a
x
Cette condition est nécessaire, car pour que lim f(z,z) = lim — =
z—0 z—0 y

lin}) 2?72 = 0 il faut que o > 1. En conclusion, f est continue sur R? si
T—

et seulement si o > 1.



(b) On va donc étudier la différentiabilité de f en (0,0), en supposant que

a> 1.
0) — £(0,0
Alors ?(O, 0) = lim f(z,0) = (0,0) = lim 0 = 0 et utilisant la symétrie,
z z—0 z—0 z—0

on aura 3—5(0, 0)=0.

f(z,y) = f(0,0)

Ainsi, f est différentiable en (0, 0) si et seulement si ~ lim =
0.0 (y)—=00) /2 + 12
0 i.e. si et seulement si  lim (zy)

= 0 donc si et
(z)=00) (22 — 2y + y?)\ /22 + 2
(20—3) | cos Bsin |

seulement si pour tout # € R lim r = 01i.e.si2a > 3.

r—0+ 1 —cosfsinf
D’ou f est différentiable sur R? si et seulement si o > %

(c) Il faudrait montrer que les dérivées partielles sont continues en (0,0) et
par la symétrie de la formule de f par rapport a x et y. Il suffit d’étudier

. Of af
d lim — = = = 0.
quand lim = (z,9) = 5-(0,0)=0
Un calcul direct nous donne
OF () = L= 22y + (1= a)a®y™ + a7y
or Y (22 — zy + y?)?

d’oil ’ﬂ(r cos 0. rsin 6)| _ T_(Qa_g) [(a—2)(cos 6)*F1(sin 9)0‘-1—(1—04)(0059)""(511’1 0)2t14+a(cos 0)*I(sin §)*+1|
dx ) 1—cosfsinf

en utilisant I'inégalité triangulaire, on voit que

|(a—2)(cos 0)* (sin §)“4(1—a) (cos 8)*(sin 6)* +a(cos 0)** (sin )™ | < (3a+3)

0
Un argument similaire au (b), permet d’affirmer que (hm) a—f(x, y) = 0 si
x,y X
et seulement si lim 73 =0 ie. a > %
r—0+

Ainsi, f est de classe C! sur R? si et seulement si o > %



