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Exercice 1.
1. Calculer par récurrence (1 + 𝑋)(1 + 𝑋2)(1 + 𝑋4) · · · (1 + 𝑋2𝑛).
2. Montrer que, si les trois polynômes 𝑃, 𝑄, 𝑅 de R[𝑋] vérifient la relation

𝑃 2(𝑋) − 𝑋𝑄2(𝑋) = 𝑋𝑅2(𝑋) ,

ils sont nuls. Est-ce encore vrai dans C[𝑋] ?
3.

i) Trouver 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ C tels que : 𝑎(𝑋 +2)(𝑋 +3)+𝑏(𝑋 +1)(𝑋 +3)+𝑐(𝑋 +1)(𝑋 +2) = 𝑋,
ii) Trouver 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ C tels que : 𝑎(𝑋 +5)(𝑋 +3)+𝑏(𝑋 +1)(𝑋 +3)+𝑐(𝑋 +1)(𝑋 +5) = 𝑋4.

Exercice 2.
Soit 𝑃 ∈ C[𝑋] vérifiant : 𝑃 (0) = 0 et 𝑃 (𝑋2 + 3) = 𝑃 2(𝑋) + 3.

1) Soit (𝑢𝑛)𝑛∈N telle que

⎧⎨⎩𝑢0 = 0
𝑢𝑛+1 = 𝑢2

𝑛 + 3 pour tout 𝑛 ∈ N.

Montrer que la suite (𝑢𝑛)𝑛∈N est strictement croissante.
2) Montrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ N, 𝑃 (𝑢𝑛) = 𝑢𝑛.

3) En déduire que 𝑃 (𝑋) = 𝑋.

Exercice 3. On a les informations suivantes sur le polynôme 𝑃 :
c’est un polynôme unitaire à coefficients réels de degré 10, son terme constant est 18 :

𝑃 = 𝑋10+??? + 18,

1 est racine de multiplicité 4,
2 et 3 sont racines doubles et −1

4 est racine simple.

1. Quelle est la racine de 𝑃 qui manque ?
2. Quel est le coefficient de 𝑋9 dans 𝑃 ?

Exercice 4. On pose
𝑃 = 𝑋5 + 2𝑋4 − 2𝑋3 − 4𝑋2 + 𝑋 + 2, 𝑄 = 𝑋5 − 2𝑋4 − 𝑋3 + 2𝑋2 et 𝐹 = 𝑃

𝑄
.

1. Déterminer les racines rationnelles de 𝑃 ainsi que leurs multiplicités.
2. Quel est le pgcd unitaire de 𝑃 et 𝑄 ?
3. Mettre la fraction rationnelle 𝐹 sous forme réduite.
4. Décomposer 𝐹 en éléments simples sur R.

5. Calculer
∫︁ 1

1
2

𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥



Exercice 5.

Déterminer les triplets (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 tels que :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3
1
𝑥

+ 1
𝑦

+ 1
𝑧

= 13
15

𝑥𝑦𝑧 = −15

Exercice 6.
Soient 𝑎 et 𝑏 deux entiers strictement positifs. Quel est le pgcd de 𝑋𝑎 − 1 et 𝑋𝑏 − 1 ?
Solution :La division euclidienne de 𝑎 par 𝑏 donne 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 avec 0 ⩽ 𝑟 < 𝑏.
Alors 𝑋𝑎 − 1 = 𝑋𝑏𝑞+𝑟 − 1 = 𝑋𝑏𝑞+𝑟 − 𝑋𝑟 + 𝑋𝑟 − 1 = 𝑋𝑟(𝑋𝑏𝑞 − 1) + 𝑋𝑟 − 1
= 𝑋𝑟(𝑋𝑏 − 1)(𝑋𝑏(𝑞−1 + 𝑋𝑏(𝑞−2) + . . . + 𝑋𝑏 + 1) + 𝑋𝑟 − 1 d’où 𝑋𝑎 − 1 = (𝑋𝑏 − 1)𝑄 + 𝑅,
avec 𝑄 = 𝑋𝑟(𝑋𝑏(𝑞−1 + 𝑋𝑏(𝑞−2) et 𝑅 = 𝑋𝑟 − 1. Comme 𝑑𝑒𝑔(𝑅) = 𝑟 < 𝑑𝑒𝑔(𝑋𝑏 − 1) = 𝑏, on
obtient ainsi la division euclidienne de 𝑋𝑎 − 1 par 𝑋𝑏 − 1, par suite

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑋𝑎 − 1, 𝑋𝑏 − 1) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑋𝑏 − 1, 𝑋𝑟 − 1)
Ainsi, en suivant l’algorithme d’Euclide calculant le pgcd de 𝑎 et 𝑏, on trouve

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑋𝑎 − 1, 𝑋𝑏 − 1) = 𝑋𝑝𝑔𝑐𝑑(𝑎,𝑏) − 1.

Exercice 7.
Soit 𝑃 (𝑋) = 2𝑋4 + 5𝑋3 + 3𝑋2 + 𝑋 − 2.

1. Déterminer les racines rationnelles de 𝑃.

2. Déterminer la décomposition en facteurs irréductibles de 𝑃 dans R[𝑋].
3. Trouver l’ensemble des 𝑥 ∈ R vérifiant l’inégalité

2𝑥4 + 5𝑥3 + 3𝑥2 + 𝑥 − 2 < 0.

Solution :
1. Les racines rationnelles de 𝑃 = 2 𝑋4 + 5𝑋3 + 3𝑋2 + 𝑋 − 2 sont de la forme 𝑝

𝑞
avec

𝑝 et 𝑞 entiers premiers entre eux, 𝑝 > 0, 𝑝 diviseur de 2 et 𝑞 diviseur de 2. Les
candidats sont donc ±1, ±2, ±1

2 . On vérifie que seules −2 et 1
2 sont racines. Ainsi,

les racines rationnelles de 𝑃 sont −2 et 1
2 .

2. Le quotient de 𝑃 par (𝑋 + 2)(2𝑋 − 1) = 2𝑋2 + 3𝑋 − 2 est 𝑋2 + 𝑋 + 1 irréductible
sur R. Donc la décomposition en facteurs irréductibles de 𝑃 dans R[𝑋] est

𝑃 = (𝑋 + 2)(2𝑋 − 1)(𝑋2 + 𝑋 + 1),

3. Puisque pour tout 𝑥 ∈ R, 𝑥2 + 𝑥 + 1 > 0, l’ensemble des solutions de l’inéquation
2𝑥4 + 5𝑥3 + 3𝑥2 + 𝑥 − 2 < 0 est celui de (𝑥 + 2)(2𝑥 − 1) < 0 qui n’est autre que
l’intervalle ] − 2, 1

2 [.

Exercice 8.
Soit 𝑛 un entier supérieur ou égal à 2. Posons 𝑃 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘

𝑘! .

1. Calculer 𝑃 − 𝑃 ′

2. Montrer que toutes les racines complexes de 𝑃 sont simples.
Solution :
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1. On a 𝑃 − 𝑃 ′ =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑋𝑘

𝑘! −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑋𝑘−1

(𝑘 − 1)! =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑋𝑘

𝑘! −
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘

𝑘! = 𝑋𝑛

𝑛!
2. Supposons, par l’absurde, que 𝑃 possède est une racine multiple 𝛼, alors 𝑃 (𝛼) =

𝑃 ′(𝛼) = 0. Par suite, 0 = 𝑃 (𝛼) − 𝑃 ′(𝛼) = 𝛼𝑛

𝑛! , d’où 𝛼 = 0, mais 𝑃 (0) = 1. Ainsi les
racines de 𝑃 sont simples.

Exercice 9.
Décomposer dans R[𝑋] et dans C[𝑋] les polynômes suivants en facteurs irréductibles

𝑋3 + 1, 𝑋3 − 1, 𝑋4 + 1, 𝑋4 + 𝑋2 + 1.

Solution :
1. 𝑋3 + 1 = (𝑋 + 1)(𝑋2 − 𝑋 + 1) dans R[𝑋]

𝑋3 + 1 = (𝑋 + 1)(𝑋 − 𝑒
𝑖𝜋
3 )(𝑋 − 𝑒− 𝑖𝜋

3 ) dans C[𝑋]
2. 𝑋3 − 1 = (𝑋 − 1)(𝑋2 + 𝑋 + 1) dans R[𝑋]

𝑋3 − 1 = (𝑋 − 1)(𝑋 − 𝑒
2𝑖𝜋

3 )(𝑋 − 𝑒− 2𝑖𝜋
3 ) dans C[𝑋]

3. 𝑋4 + 1 = 𝑋4 − 𝑖2 = (𝑋2 − 𝑖)(𝑋2 + 𝑖) = (𝑋 − 𝑒
𝑖𝜋
4 )(𝑋 + 𝑒

𝑖𝜋
4 )(𝑋 − 𝑒

3𝑖𝜋
4 )(𝑋 + 𝑒

3𝑖𝜋
4 )

dans C[𝑋].
On remarque que 𝑒

𝑖𝜋
4 = 𝑒− 𝑖𝜋

4 = −𝑒
3𝑖𝜋

4 et 𝑒
3𝑖𝜋

4 = −𝑒
𝑖𝜋
4 ,

alors, (𝑋 − 𝑒
𝑖𝜋
4 )(𝑋 + 𝑒

3𝑖𝜋
4 ) = 𝑋2 − 2𝑅𝑒(𝑒 𝑖𝜋

4 ) + |𝑒 𝑖𝜋
4 |2 = 𝑋2 −

√
2𝑋 + 1 et

(𝑋 − 𝑒
3𝑖𝜋

4 )(𝑋 + 𝑒
𝑖𝜋
4 ) = 𝑋2 − 2𝑅𝑒(𝑒 3𝑖𝜋

4 ) + |𝑒 3𝑖𝜋
4 |2 = 𝑋2 +

√
2𝑋 + 1

On obtient alors la décomposition dans R[𝑋],

𝑋4 + 1 = (𝑋2 −
√

2𝑋 + 1)(𝑋2 +
√

2𝑋 + 1).

4. 𝑋4 + 𝑋2 + 1 = (𝑋2 + 1)2 − 𝑋2 = (𝑋2 − 𝑋 + 1)(𝑋2 + 𝑋 + 1) dans R[𝑋]
𝑋4 + 𝑋2 + 1 = (𝑋 − 𝑒

𝑖𝜋
3 )(𝑋 − 𝑒− 𝑖𝜋

3 )(𝑋 − 𝑒
2𝑖𝜋

3 )(𝑋 − 𝑒− 2𝑖𝜋
3 ) dans C[𝑋]

Exercice 10.
Soient 𝐴(𝑋) = (𝑋 − 1)2 et 𝐵(𝑋) = (𝑋 + 1)2.

1. Calculer le pgcd unitaire 𝐷 de 𝐴 et 𝐵.
2. Trouver deux polynômes 𝑈 et 𝑉 de R[𝑋] tels que 𝑈𝐴 + 𝑉 𝐵 = 𝐷.

3. Déduire une décomposition en éléments simples de 1
(𝑋2 − 1)2 .

Solution :
1. Comme l’unique racine de 𝐴 dans C est 1 et qui n’est pas racine de 𝐵, les polynômes

𝐴 et 𝐵 ne peuvent pas avoir de facteur irréductible commun, d’où 𝐷 = 1. Calculer
le pgcd unitaire 𝐷 de 𝐴 et 𝐵.

2. Appliquons l’algorithme d’Euclide. La division euclidienne de 𝐴 par 𝐵 donne 𝐴 =
𝐵 − 4𝑋. La division euclidienne de 𝐵 par le reste obtenu −4𝑋 donne 𝐵 = (−1

4𝑋 −
1
2)(−4𝑋) + 1. Comme le reste trouvé ici est une constante non nulle, on retrouve
que 𝐴 et 𝐵 sont premiers entre eux. Mais l’algorithme d’Euclide permet d’obtenir
une identité de Bezout, en ”remontant les divisions” :
1 = 𝐵 − (−1

4𝑋 − 1
2)(−4𝑋) = 𝐵 − (−1

4𝑋 − 1
2)(𝐴 − 𝐵) = 1

4(𝑋 + 2)𝐴 + 1
4(−𝑋 + 2)𝐵

on trouve donc 𝑈 = 1
4(𝑋 + 2) et 𝑉 = 1

4(−𝑋 + 2).
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3. On a 1
(𝑋2 − 1)2 = 1

𝐴.𝐵
=

1
4(𝑋 + 2)𝐴 + 1

4(−𝑋 + 2)𝐵
𝐴.𝐵

=
1
4(𝑋 + 2)

𝐵
+

1
4(−𝑋 + 2)

𝐴
.

D’autre part
1
4(𝑋 + 2)

𝐵
=

1
4(𝑋 + 1) + 1

4
(𝑋 + 1)2 =

1
4

(𝑋 + 1) +
1
4

(𝑋 + 1)2 et
1
4(−𝑋 + 2)

𝐴
=

−1
4(𝑋 − 1) + 1

4
(𝑋 − 1)2 =

−1
4

(𝑋 − 1) +
1
4

(𝑋 − 1)2

Ainsi
1

(𝑋2 − 1)2 =
1
4

(𝑋 + 1) +
1
4

(𝑋 + 1)2 +
−1
4

(𝑋 − 1) +
1
4

(𝑋 − 1)2

est une décomposition en éléments simples de 1
(𝑋2 − 1)2 .

Exercice 11.
Soit 𝑃 un polynôme à coefficients réels. Montrer que, si 𝑃 (𝑥) ⩾ 0, ∀𝑥 ∈ R, alors il existe
𝐴 et 𝐵 dans R[𝑋] tels que 𝑃 = 𝐴2 + 𝐵2.
Indication : On pourra montrer que, si 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ R[𝑋], alors (𝐴2 + 𝐵2)(𝐶2 + 𝐷2) est
encore une somme de deux carrés dans R[𝑋].
Décomposer 𝑋4 + 𝑋2 + 1 en une somme de deux carrés dans R[𝑋].
Solution :
1) Soit 𝑃 un polynôme de R[𝑋] tel que, pour chaque 𝑥, 𝑃 (𝑥) est positif. Les racines de 𝑃

sont donc de multiplicité paire, et 𝑃 se factorise :

𝑃 (𝑋) = 𝑎2 ∏︁
(𝑋 − 𝑎𝑖)2 ∏︁

((𝑋 − 𝑏𝑖)2 + 𝑐2
𝑖 )

En passant par C[𝑋], on écrit (𝐴2 + 𝐵2) = (𝐴 + 𝑖𝐵)(𝐴 − 𝑖𝐵) et (𝐶2 + 𝐷2) =
(𝐶 + 𝑖𝐷)(𝐶 − 𝑖𝐷),
alors

(𝐴2+𝐵2)(𝐶2+𝐷2) = (𝐴+𝑖𝐵)(𝐴−𝑖𝐵)(𝐶+𝑖𝐷)(𝐶−𝑖𝐷) = ((𝐴 + 𝑖𝐵)(𝐶 + 𝑖𝐷)) ((𝐴 − 𝑖𝐵)(𝐶 − 𝑖𝐷))

= ((𝐴𝐶 − 𝐵𝐷) + 𝑖(𝐴𝐷 + 𝐵𝐶)) ((𝐴𝐶 − 𝐵𝐷) − 𝑖(𝐴𝐷 + 𝐵𝐶)) = (𝐴𝐶−𝐵𝐷)2+(𝐴𝐷+𝐵𝐶)2.

Ainsi, le produit de somme de carrés est une somme de carrés.
En écrivant (𝑋 − 𝑎𝑖)2 = (𝑋 − 𝑎𝑖)2 + 02, on obtient par récurrence que 𝑃 s’écrit
𝑃 = 𝐴2 + 𝐵2.

Tout polynôme positif de R[𝑋] s’écrit donc comme somme de carrés de polynômes.

2) On a 𝑋4 + 𝑋2 + 1 = (𝑋2 + 1
2)2 +

(︁√
3

2

)︁2
.

Exercice 12. Décomposer en éléments simples sur C, 1
𝑋𝑛 − 1 .

Solution :
1. Les racines complexes de 𝑃 = 𝑋𝑛 − 1 sont les racines n-ieme de l’unité, donc les

complexes 𝜔𝑘 = 𝑒
2𝑖𝜋𝑘

𝑛 , 𝑘 ∈ [[0, 𝑛 − 1]], d’où 𝑋𝑛 − 1 =
𝑛−1∏︁
𝑘=0

(𝑋 − 𝑒
2𝑖𝜋𝑘

𝑛 ).

2. La décomposition de 1
𝑋𝑛 − 1 en éléments simples sur C, est alors

1
𝑋𝑛 − 1 =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘

𝑋 − 𝑒
2𝑖𝜋𝑘

𝑛

avec 𝑎𝑘 = lim
𝑥→𝑒

2𝑖𝜋𝑘
𝑛

𝑋 − 𝑒
2𝑖𝜋𝑘

𝑛

𝑋𝑛 − 1 = lim
𝑥→𝑒

2𝑖𝜋𝑘
𝑛

1
𝑋𝑛−1

𝑋−𝑒
2𝑖𝜋𝑘

𝑛

= 1
𝑛𝑋𝑛−1 |

𝑋=𝑒
2𝑖𝜋𝑘

𝑛
= 𝑒

2𝑖𝜋𝑘
𝑛

𝑛
.
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