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Exercice 1

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soient A, B et C' trois événements.
A quelles conditions sont-ils mutuellement indépendants ?
Réponse : Pour que ces événements soient mutuellement indépendants il faut que : P(AN B) =
P(A)P(B),P(ANC)=P(APC),P(CNB)=P(C)P(B) et P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C)

Exercice 2

Soit @ € R et soient f et g deux fonctions réelles définies sur V' \ {a}, ott V est un voisinage de a. Démontrer
la propriété :

"f ~ g, lorsque x tend vers a 7 = ”si f admet une limite en q, alors lim f(z) = lim g(x)”.
Tr—a Tr—a

Qu’en est-il de la réciproque ?
Réponse : Si u,, ~ Up, alors il existe une suite (¢,,) telle que : u,, = v, et liIE @n =1. On en
n——+0oo

déduit que si (v,,) admet une limite, alors : lim w, = lim wv,.
n—-+oo n—-+o0o

Par ailleurs, la réciproque est fausse : u, = sin(1/n) et v, = arctan(1/n?) tendent vers 0 lorsque
n tend vers 400, mais ne sont pas équivalents : u, est équivalent a %, v, est équivalent a % qui est
négligeable par rapport a %

Exercice 3

1
i) Soit @ un réel > 0. Justifier que : a'/™ =1+ fln( )+ o(=)
n

1
Réponse : Pour tout entier naturel n non nul, on a : a'/” = ew (a), Puisque lirf —In(a) , on en
n—+4oo n

1
déduit que : a'/" =1+ = ln( )—i—o(ﬁ) .

ii) Calculer lirf (332 — 2\[)
n——+0o0o

Réponse : Soit n un entier naturel non nul. on pose u,, = 3 Y2-23/3. Alors (3 V22 {1/?:)" = enin(un),
D’apres la question précédente :

= 3(1+ - In(2) +0()) ~ 2(1+ ) In(3) +o( )

14 %(3111(2) —2m(3)) + 0(%) 14 Eln(g) (%).
On en déduit que : In(u,) = In(1 + %ln(g) + 0(%)) = ln(u,) = 1 ln(g)

1 8
fln(g) et nln(u,) ~40o ln(g) . En particulier : lim nln(u,) = ln(g), dou: lim e
n n

— 400 n—-+oo
8
e™(8) | ainsi hI_P (32 —23)" = -
n—

1
+ o(—) d’ott In(uy) ~400
n

3

nIn(uy,) —

Exercice 4

On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires réelles telle que, pour tout
neN*, X, < B(n, 1).

1) Déterminer X,,(2) ainsi que P([X,, = k]) pour tout k € X,, ().

k
2) Montrer que, pour tout k € N fixé, (Z) ~ %7 lorsque n — +o0.
o1
3) En déduire que, pour tout K € N,on a lim P([X, =k]) = —.
n—-+oo k!

4) Interprétation.

Réponse :
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1) X () = [[1,n]] et pour tout k € [1,n]], P((Xn = k]) = (Z) (i)k (1 - 1>n_k.

. . (n\ n! nn—=1)--(n—k+1) n* 1 kE—1
2) Soit k € N fixé, (k)_k!(nk)!_ x =77 1—— 1 ,

. 1 k—1 n nk
comme lim (1——)---[1— =1, on aura ~ —. lorsque n — +oc.
n—+oo0 n n k k!

3) D’apres ce qui précede, lorsque n — 400 on aura

k n—k k k n—k n—k n
n 1 1 n" (1 1 1 1 1 1
wo=a=()(5) (-2) ~50) (0-0) =m(-3) -0 (
1\" 1 1 i . n"
D’autre part,In {1—— | =nln|{1—— | ~n(——)=—1, par conséquent lim (1——] =e .
n n n n—+00 n
1 —k
Comme lim (1 — ) =17% on aura finalement
n——+o0o n
n —k -1
, 1 " 1" e

4) On a montré que la suite de variables aléatoires (X,)nen+ suivant une loi binomiale (B(n, 1)),en-
converge (en loi de probabilité) vers une loi de Poisson de parameétre A = 1, P(1).

Exercice 5

Une personne souhaitant rentrer chez elle a un trousseau de n clés. On souhaite déterminer le nombre
moyen d’essais nécessaires dans chacun des deux cas suivants :

1) La personne remet dans le trousseau aprés chaque essai la clé qui n’a pas convenu.
On considére la variable aléatoire X telle que : [X = k] : ” le nombre d’essai qu’il a fallu faire pour
trouver la bonne clé est k.7

i) Déterminer X (£2) et montrer que X est une loi géométrique de parameétre *
ii) Conclure.

2) La personne élimine apres chaque essai la clé qui n’a pas convenu.
On considére la variable aléatoire Y telle que : [Y = k] : ”la bonne clé est trouvée a 1’essai numéro k.’

i) Déterminer Y (£2) et montrer que Y est une loi uniforme de paramétre 1.
ii) Conclure.
Réponse : On note B la bonne clé et My, -, M, _1 les mauvaises clés.
1. On prend pour univers Q = {B, My, -, M, _1}N.
i) Soit X la variable égale au rang d’apparition du premier succes. on a X (€2) = N* et pour tout
k € N*,
1
P(X =k) = (1—1)*1L1 Cest une loi gbométrique, de parametre -
ii) Par conséquent le nombre moyen d’essais nécessaires est E(X) = n.
2. Soit Q I'ensemble des permutations des éléments B, My, -+ , M,,_1. On prend pour tribu A = P(Q)
et pour probabilité P la probabilité uniforme.
i) Soit X la variable aléatoire qui & une permutation associe le rang d’apparition de B dans cette
permutation. On a X (2) = [[1,n]] et pour tout k € [[1,n]],

P(X = k) = Cgalis) = Lol — L Ainsi X ~ Uy .

" , L, . n+1
ii) Par conséquent le nombre moyen d’essais nécessaires est E(X) = 5
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