_>'\'/<_ Université
7\ de Rennes M2 MEEF 2024-2025
Algeébre-Géométrie

Corrigé du controle du 12 février 2025

Exercice 1

On se place dans R3.

1) Soient D une droite affine et P un plan affine. Quelles sont les possibilités pour D N P. Donner un
exemple pour illustrer chaque possibilité.

2) Soient D une droite vectorielle et P un plan vectoriel. Quelles sont les possibilités pour DN P. Donner
un exemple pour illustrer chaque possibilité.

Exercice 2

Soient m > 1 et n > 1 deux entiers. On considére A une matrice & m lignes et n colonnes a coefficients
dans R et un vecteur B de R". On considére la partie de R™ définie par

S ={X € R"| AX = B}

1) Dans quel cas S est-il vide ?

2) Si S n’est pas vide, montrer que S est un sous-espace affine de I’espace affine (canonique) R™. Déterminer
sa direction et sa dimension.

T
3) Soit F = ¢ (v,y,2) € R?| (? 32 _11> y| = (;1)
2

Montrer que F' est un espace affine, donner sa dimension et déterminer une base de sa direction.
Réponse :
1) Si le vecteur B n’appartient pas a I'image de A, 'ensemble S est vide.

2) Supposons alors que B est un élément de I'image de A, par définition il existe Xy une solution, c’est-a-
dire AXy = B. Soit X € S, alors A(X—Xy) = B—B =0, donc X — X € Ker(A) dou S C Xg+KerA.
On vérifie aussi que Xy + KerA € S. On a donc S = Xy + KerA ce qui montre que S est un sous
espace affine de R™ dirigé par KerA et de dimension dim Ker(A) = dimR"™ — rangA = n — rangA.

Remarque 0.1 Sin=m et A est inversible, alors S = {Xo}, sa direction est S = Ker(A) = {0} de
dimension 0.

2 —z=1
3) F est I’ensemble des solutions du systeme Try-—z qui sont les points (£ + 2, %, z) avec
r—2y+z2z=2
z€eR.
Alors F = {(£+2,%,2) |z € R} = {(2,0,0) + 2(},2,1)) | 2 € R} est la droite affine qui passe par
1
A =(2,0,0) et de vecteur directeur | 3| . Ainsi F = A+ F est un espace affine de dimension 1, ou
5
1 1
F=¢z|3] |z€R}, sabase est formée du vecteur | 3
5 5
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Exercice 3

Soit G = {a + bv/2|a € Q, b € Q} un sous-ensemble de R.
i) Montrer que G est un groupe pour l'addition.
ii) Montrer que I'ensemble des éléments non nuls de G est un groupe pour la multiplication.
Réponse :

i) Montrons que G est un groupe pour 'addition. Il suffit de montrer que G est un sous-groupe du
groupe additif (R, +). Or on a (a 4+ bv/2) — (¢/ +0'V/2) = (a — a’) + (b — ¥)V2.

ii) Montrons que I’ensemble des éléments non nuls de G est un groupe pour la multiplication. 11 suffit
de montrer que G\{0} est un sous-groupe du groupe multiplicatif (R*,.). Introduisons la quantité

conjuguée a’ —b'/2 de a’ +'+/2. En multipliant numérateur et dénominateur par la quantité conjuguée

/ / ’ / / /
atbv2 = (a+bv2)(@ +1'v2) _aa 200 (ab +a b)\/i Ainsi G\{0} est bien
a+ b2 a? — 2b? a’? —2b?

un sous-groupe du groupe multiplicatif (R*,.).

nous obtenons

Exercice 4

Soit n € N*, on pose U,, = {z € C|2" =1} = {627‘:# |ke{o, -, n—l}}.
1. Montrer que (Uy,,.) est un sous-groupe de (C*, .) .

2. Montrer que si n,m € N* et n divise m alors U,, C U,,.

3. Montrer que si d = PGCD(n,m) alors Uy = Uy, N Up,.

4. On pose n = 30. Déterminer tous les sous-groupes de Us.

Réponse :

z
.U, ={z€C, 2" =1}1" = 1 donc 1 € Uy, si 21 € U, et 2o € U, alors (zlzz_l)" = (2—1)”
2
n 1
=2 — — =1donc 2,2, ' €U,, par conséquent (U,, .) est un sous-groupe de (C*,.) .
z7 1 2

2. Par hypothese il existe k € N* tel que m = kn. Soit z € U,, arbitraire.
On a 2™ = 2 = (z")k = 1¥ = 1, donc z € U,, On a ainsi montré que Uy, C U,

3. Sid = PGCD(n,m) alors d divise n et m, d’apres 2., Uy C U, et Uy C Uy, ainsi Uy C U, N Uy,
D’autre part, I'identité de Bézout donne l'existence de (k,d) € Z? telle que d = kn + Id. Soit
2 € Uy MUy, alors 24 = (2")F(24)! = 1¥19 = 1, ceci montre que U,, NU,,, C Uy. Finalement, on a
U =U,, "U,,.

4. D’apres le théoreme de Lagrange, pour un groupe fini, I’ordre d’un sous-groupe divise ’ordre du
groupe. Les diviseurs de n = 30 = 2 x 3 x 5 sont les éléments de {1,2,3,5,6, 10,15, 30}.
Ainsi les sous-groupes de Z/{d sont Lﬁ = {1}, UQ = {1, —1}, Z/{3 = {l,j,jQ}, U5, UG, Z/ﬁo, Z/{15, et Z/{30.
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