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Exercice 1

On se place dans R3.

1) Soient 𝒟 une droite affine et 𝒫 un plan affine. Quelles sont les possibilités pour 𝒟 ∩ 𝒫. Donner un
exemple pour illustrer chaque possibilité.

2) Soient 𝒟⃗ une droite vectorielle et 𝒫⃗ un plan vectoriel. Quelles sont les possibilités pour 𝒟⃗ ∩ 𝒫⃗. Donner
un exemple pour illustrer chaque possibilité.

Exercice 2

Soient 𝑚 ⩾ 1 et 𝑛 ⩾ 1 deux entiers. On considère 𝐴 une matrice à 𝑚 lignes et 𝑛 colonnes à coefficients
dans R et un vecteur 𝐵 de R𝑚. On considère la partie de R𝑛 définie par

𝑆 = {𝑋 ∈ R𝑛 | 𝐴𝑋 = 𝐵}

1) Dans quel cas 𝑆 est-il vide ?
2) Si 𝑆 n’est pas vide, montrer que 𝑆 est un sous-espace affine de l’espace affine (canonique) R𝑛. Déterminer

sa direction et sa dimension.

3) Soit 𝐹 =

⎧⎨⎩(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 |
(︂

2 1 −1
1 −2 1

)︂ ⎛⎝𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎠ =
(︂

4
2

)︂⎫⎬⎭ .

Montrer que 𝐹 est un espace affine, donner sa dimension et déterminer une base de sa direction.
Réponse :

1) Si le vecteur 𝐵 n’appartient pas à l’image de 𝐴, l’ensemble 𝑆 est vide.
2) Supposons alors que 𝐵 est un élément de l’image de 𝐴, par définition il existe 𝑋0 une solution, c’est-à-

dire 𝐴𝑋0 = 𝐵. Soit 𝑋 ∈ 𝑆, alors 𝐴(𝑋 −𝑋0) = 𝐵−𝐵 = 0, donc 𝑋 −𝑋0 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐴) d’où 𝑆 ⊂ 𝑋0 +Ker𝐴.
On vérifie aussi que 𝑋0 + Ker𝐴 ⊂ 𝑆. On a donc 𝑆 = 𝑋0 + Ker𝐴 ce qui montre que 𝑆 est un sous
espace affine de R𝑛 dirigé par Ker𝐴 et de dimension dim Ker(𝐴) = dimR𝑛 − 𝑟𝑎𝑛𝑔A = 𝑛 − 𝑟𝑎𝑛𝑔A.

Remarque 0.1 Si 𝑛 = 𝑚 et 𝐴 est inversible, alors 𝑆 = {𝑋0}, sa direction est 𝑆⃗ = Ker(𝐴) = {0} de
dimension 0.

3) 𝐹 est l’ensemble des solutions du système
{︃

2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 4
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 2

qui sont les points ( 𝑧
5 + 2, 3𝑧

5 , 𝑧) avec

𝑧 ∈ R.

Alors 𝐹 = {( 𝑧
5 + 2, 3𝑧

5 , 𝑧) | 𝑧 ∈ R} = {(2, 0, 0) + 𝑧( 1
5 , 3

5 , 1)) | 𝑧 ∈ R} est la droite affine qui passe par

𝐴 = (2, 0, 0) et de vecteur directeur

⎛⎝1
3
5

⎞⎠ . Ainsi 𝐹 = 𝐴 + 𝐹 est un espace affine de dimension 1, où

𝐹 =

⎧⎨⎩𝑧

⎛⎝1
3
5

⎞⎠ | 𝑧 ∈ R

⎫⎬⎭, sa base est formée du vecteur

⎛⎝1
3
5

⎞⎠ .
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Exercice 3

Soit G = {𝑎 + 𝑏
√

2|𝑎 ∈ Q, 𝑏 ∈ Q} un sous-ensemble de R.

i) Montrer que G est un groupe pour l’addition.
ii) Montrer que l’ensemble des éléments non nuls de G est un groupe pour la multiplication.

Réponse :
i) Montrons que G est un groupe pour l’addition. Il suffit de montrer que G est un sous-groupe du

groupe additif (R, +). Or on a (𝑎 + 𝑏
√

2) − (𝑎′ + 𝑏′√2) = (𝑎 − 𝑎′) + (𝑏 − 𝑏′)
√

2.

ii) Montrons que l’ensemble des éléments non nuls de G est un groupe pour la multiplication. Il suffit
de montrer que G∖{0} est un sous-groupe du groupe multiplicatif (R*, .). Introduisons la quantité
conjuguée 𝑎′ −𝑏′√2 de 𝑎′ +𝑏′√2. En multipliant numérateur et dénominateur par la quantité conjuguée

nous obtenons 𝑎 + 𝑏
√

2
𝑎 + 𝑏′

√
2

= (𝑎 + 𝑏
√

2)(𝑎′ + 𝑏′√2)
𝑎2 − 2𝑏2 = 𝑎𝑎′ − 2𝑏𝑏′ + (𝑎𝑏′ + 𝑎′𝑏)

√
2

𝑎′2 − 2𝑏′2 . Ainsi G∖{0} est bien

un sous-groupe du groupe multiplicatif (R*, .).

Exercice 4

Soit 𝑛 ∈ N*, on pose 𝒰𝑛 = {𝑧 ∈ C | 𝑧𝑛 = 1} =
{︁

𝑒
2𝑖𝑘𝜋

𝑛 | 𝑘 ∈ {0, · · · , 𝑛 − 1}
}︁

.

1. Montrer que (𝒰𝑛, .) est un sous-groupe de (C*, .) .
2. Montrer que si 𝑛, 𝑚 ∈ N* et 𝑛 divise 𝑚 alors 𝒰𝑛 ⊂ 𝒰𝑚.

3. Montrer que si 𝑑 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑛, 𝑚) alors 𝒰𝑑 = 𝒰𝑛 ∩ 𝒰𝑚.

4. On pose 𝑛 = 30. Déterminer tous les sous-groupes de 𝒰30.

Réponse :

1. 𝒰𝑛 = {𝑧 ∈ C, 𝑧𝑛 = 1}, 1𝑛 = 1 donc 1 ∈ 𝒰𝑛, si 𝑧1 ∈ 𝒰𝑛 et 𝑧2 ∈ 𝒰𝑛 alors (𝑧1𝑧−1
2 )𝑛 = (𝑧1

𝑧2
)𝑛

= z𝑛
1

z𝑛
2

= 1
1 = 1 donc 𝑧1𝑧−1

2 ∈ 𝒰𝑛, par conséquent (𝒰𝑛, .) est un sous-groupe de (C*, .) .

2. Par hypothèse il existe 𝑘 ∈ N* tel que 𝑚 = 𝑘𝑛. Soit 𝑧 ∈ 𝒰𝑛 arbitraire.
On a 𝑧𝑚 = 𝑧𝑘𝑛 = (𝑧𝑛)𝑘 = 1𝑘 = 1, donc 𝑧 ∈ 𝒰𝑚 On a ainsi montré que 𝒰𝑛 ⊂ 𝒰𝑚.

3. Si 𝑑 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑛, 𝑚) alors 𝑑 divise 𝑛 et 𝑚, d’après 2., 𝒰𝑑 ⊂ 𝒰𝑛 et 𝒰𝑑 ⊂ 𝒰𝑚, ainsi 𝒰𝑑 ⊂ 𝒰𝑛 ∩ 𝒰𝑚.

D’autre part, l’identité de Bézout donne l’existence de (𝑘, 𝑑) ∈ Z2 telle que 𝑑 = 𝑘𝑛 + 𝑙𝑑. Soit
𝑧 ∈ 𝒰𝑛 ∩ 𝒰𝑚, alors 𝑧𝑑 = (𝑧𝑛)𝑘(𝑧𝑑)𝑙 = 1𝑘1𝑑 = 1, ceci montre que 𝒰𝑛 ∩ 𝒰𝑚 ⊂ 𝒰𝑑. Finalement, on a
𝒰𝑑 = 𝒰𝑛 ∩ 𝒰𝑚.

4. D’après le théorème de Lagrange, pour un groupe fini, l’ordre d’un sous-groupe divise l’ordre du
groupe. Les diviseurs de 𝑛 = 30 = 2 × 3 × 5 sont les éléments de {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}.
Ainsi les sous-groupes de 𝒰𝑑 sont 𝒰1 = {1}, 𝒰2 = {1, −1}, 𝒰3 = {1, 𝑗, 𝑗2}, 𝒰5, 𝒰6, 𝒰10, 𝒰15, et 𝒰30.
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