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Exercice 1. Si le vecteur 𝐵 n’appartient pas à l’image de 𝐴, l’ensemble 𝑆 est vide.
Supposons alors que 𝐵 dans l’image de 𝐴, par définition il existe 𝑋0 une solution, c’est 𝐴𝑋0 = 𝐵.
Soit 𝑋 ∈ 𝑆, alors 𝐴(𝑋 − 𝑋0) = 𝐵 − 𝐵 = 0, d’où 𝑆 ⊂ 𝑋0 + Ker𝐴. On vérifie aussi que 𝑋0 + Ker𝐴 ⊂ 𝑆.
On donc

𝑆 = 𝑋0 + Ker𝐴

ce qui montre que 𝑆 est un sous espace affine de R𝑛 dirigé par Ker𝐴 de dimension 𝑛 − 𝑟𝑎𝑛𝑔A.

Exercice 2.

1) Les vecteurs 𝐴𝐵 =

⎛⎝ 1
−2
0

⎞⎠ et 𝐴𝐶 =

⎛⎝ 1
−3
−1

⎞⎠ ne sont pas colinéaires, det
(︂

−2 −3
0 −1

)︂
≠ 0. Les

points ne sont donc pas alignés. Pour obtenir une équation implicite (cartésienne) de 𝒫, il suffit de
dire : un point 𝑀 de coordonnées, (𝑥, 𝑦, 𝑧) appartient 𝒫 si et seulement si les vecteurs 𝐴𝑀 et 𝐴𝐵 et

𝐴𝐵 sont liés. Ceci équivaut à det

⎛⎝ 𝑥 1 1
𝑦 − 2 −2 −3
𝑧 − 1 0 −1

⎞⎠ = 0, c’est à dire 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 1. D’autre part,

l’unique plan affine passant par 𝐴, 𝐵 et 𝐶 s’écrit de manière paramétré :

𝒫 = 𝐴 + 𝑉 𝑒𝑐𝑡(𝐴𝐵, 𝐴𝐶) =

⎧⎨⎩
⎛⎝ 0

2
1

⎞⎠+ 𝜆

⎛⎝ 1
−2
0

⎞⎠+ 𝜇

⎛⎝ 1
−3
−1

⎞⎠ , 𝜆, 𝜇 ∈ R

⎫⎬⎭
2) L’unique droite 𝒟 passant par les points 𝐷 et 𝐸 s’écrit de manière paramétrée :

𝒟 = 𝐷 + 𝑉 𝑒𝑐𝑡(𝐷𝐸) =

⎧⎨⎩
⎛⎝ 1

2
3

⎞⎠+ 𝜆

⎛⎝ 2
1
−1

⎞⎠ , 𝜆 ∈ R

⎫⎬⎭
Pour obtenir une équation implicite(cartésienne) on procède comme précédemment : un point 𝑀

de coordonnées (𝑥, 𝑦, 𝑧) appartient à 𝒟 si et seulement si les vecteurs 𝐷𝑀 et 𝐷𝐸 sont colinéaires,

autrement dit la matrice

⎛⎝𝑥 − 1 2
𝑦 − 2 1
𝑧 − 3 −1

⎞⎠ est de rang 1. Ceci se traduit par la nullité des trois déterminants

2 × 2 extraits de cette matrice, qui donne le système d’équations implicites définissant la droite 𝒟 :⎧⎨⎩ 𝑥 − 2𝑦 = −3
𝑥 + 2𝑧 = 7
𝑦 + 𝑧 = 7

⇔
{︂

𝑥 + 2𝑧 = 7
𝑦 + 𝑧 = 5 la première équation étant combinaison linéaire des autres.

3) Soit 𝑀 un point d’intersection. Le point 𝑀 appartient à la droite 𝒟, donc il existe un scalaire 𝜆 ∈ R

tel que 𝑀 =

⎛⎝ 1
2
3

⎞⎠+ 𝜆

⎛⎝ 2
1
−1

⎞⎠ . Le point 𝑀 appartenant à 𝒫, ses coordonnées vérifient l’équation

implicite de 𝒫 donc : 2 (1 + 2𝜆) + (2 + 𝜆) − (3 − 𝜆) = 1 ce qui donne 𝜆 = 0. Donc le point d’intersection
𝑀 est le point 𝐷.

Exercice 3.

1. En utilisant la notation du cours, 𝐴 =

⎛⎝1 𝛼 2
𝛼 1 0
2 0 0

⎞⎠ et 𝐻 =
(︂

1 𝛼
𝛼 1

)︂
on a det 𝐴 = −4 ̸= 0, et

det 𝐻 = 1 − 𝛼2, d’où

⎧⎪⎨⎪⎩
(Γ𝛼) est une ellipse ⇐⇒ 1 − 𝛼2 > 0 ⇐⇒ 𝛼 ∈] − 1, 1[
(Γ𝛼) est une parabole ⇐⇒ 1 − 𝛼2 = 0 ⇐⇒ 𝛼 ∈ {−1, 1}
(Γ𝛼) est une hyperbole ⇐⇒ 1 − 𝛼2 < 0 ⇐⇒ 𝛼 ∈] − ∞, −1[∪]1, +∞[

2. (a) 𝑃 =
(︃√

2
2 −

√
2

2√
2

2

√
2

2

)︃
est la matrice de passage de la base (⃗𝑖, �⃗�) vers la base (�⃗�, �⃗�),

alors
(︂

𝑥
𝑦

)︂
= 𝑃

(︂
𝑋
𝑌

)︂
=
(︃√

2
2 𝑋 −

√
2

2 𝑌√
2

2 𝑋 +
√

2
2 𝑌

)︃
.
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(b) L’équation de (Γ𝛼) dans le repère (𝑂, �⃗�, �⃗�) s’obtient en exprimant 𝑥, 𝑦 en fonction de 𝑋, 𝑌
d’où :

(1 + 𝛼)𝑋2 + (1 − 𝛼)𝑌 2 + 2
√

2𝑋 − 2
√

2𝑌 = 0.

(c) On obtient un cercle (cas particulier d’une ellipse) si 1 − |𝛼| > 0 et d’après l’écriture en (b),
lorsque 1 + 𝛼 = 1 − 𝛼, soit 𝛼 = 0. On a donc un seul cercle, il est d’équation dans le repère
(𝑂, �⃗�, �⃗�) :

𝑋2 + 𝑌 2 + 2
√

2𝑋 − 2
√

2𝑌 = 0 ⇐⇒ (𝑋 +
√

2)2 + (𝑌 −
√

2)2 − 4 = 0

donc de centre (−
√

2,
√

2) et de rayon 2.

Remarque 0.1 Dans le repère (𝑂, �⃗�, �⃗�), (Γ0) est d’équation 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 = 0 ⇐⇒ (𝑥 − 2)2 +
𝑦2 − 4 = 0, donc un cercle de centre (−2, 0) et de rayon 2.

3. La matrice associée à la conique (Γ′
𝛼) est 𝐴 =

⎛⎝1 𝛼 2
𝛼 1 0
2 0 −𝛼2

⎞⎠ et det 𝐴 = 𝛼4 − 𝛼2 − 4.

Alors, (Γ′
𝛼) est la réunion de deux droites ⇐⇒ det 𝐴 = 0 ⇐⇒ 𝛼4−𝛼2−4 = 0 ⇐⇒ 𝛼 = ±

√︁
1+

√
17

2 .
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