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3.4 Théoreme de Rouché, application ouverte et principe du
maximum.

3.4.1 Théoréme de Rouché

Notation : Soit f € H(Q)) et A C Q. On note par §(Z(f) N A) le nombre de zéros
de f contenu dans A (comptés avec leur multiplicité).

EXEMPLE. Pour f(z) = z°(z — 1) on a par exemple :
£(Z(f) N D(0,1)) = 5,2(Z(f) 1 D(1,1)) = 1, 2(Z(f) N D(2,1)) = Ot
8(Z(f)nD(0,2)) = 6.

THEOREME (THEOREME DE ROUCHE)
Soit Q) un ouvert de C, f,¢ € H(Q). Soit D un disque tel que D C Q) et pour tout

zeC=0dDona
f(2)] > [g(2)]-

Alors f et f + g ont méme nombre de zéros (comptés avec leur multiplicité) dans D

Le. 4(Z(f)ND) =4(Z(f +8) N D)

Démonstration: On a besoin du lemme suivant

LEMME
Soit f € H(Q) et D un disque tel que D C Q et pour toutz € C = 9D, f(z) # 0.
Alors

si . ) dz = 1(z(f) D).

Démonstration: (du lemme) Comme D est un compact et Z(f) est un sous-ensemble dis-
cretde O, Z(f) N D = Z(f) N D est alors un sous-ensemble fini. On peut donc écrire
Z(f)ND = {a,...,ax} et soit my,...,my leur multiplicité respective de ces zéros.

Une application répétée de 3.3.5 nous donne l'existence d"une fonction holomorphe
k
g € H(Q) telle : f(z) = [ ][(z — a;)™g(z) et g(a;) # 0 pour tout 1 < i < k. (on
i=1
remarquera que g ne s’annule pas sur D, car f n’a pas d’autres zéros dans D.) On
obtient, en prenant la dérivation logarithmique de f :

Par suite

L, e m 1 g0
2171/cf(z) dz_i;/(:Zﬁrz—aidz+2i71/(:g(z) dz
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k
= ;mi =#(Z(f)nD)

m;
zZ—a;

Car, par la formule de Cauchy on 5 |- dz = 1 et par le théoreme de Cauchy

Je (g((j)) dz =0, car % est holomorphe dans un voisinage de D. -

Retour a la démonstration du théoréme de Rouché. Pour t € [0,1] on pose f; =
f+tg alors fo = fetfi = f+g On pose n; = #(Z(f;) N D). On doit mon-
trer que ngp = ny. La condition |f(z)| > |g(z)| pour z € C entraine que f;(z) #

- _ 1 fi® e omlicat
0 pour z € C et d’apres le lemme n; = 2in Je fi(z) dz. Comme, l'application
Cx[0,1] — C, (z1) — J;;gg est continue, C et [0, 1] sont compacts, le théoreme

sur les intégrales dépendant d’un parametre entraine la continuité de I'application

_ 1
t>—>nt—ﬁ

est connexe.

f c % dz, donc sa constance puisqu’elle est a valeurs dans IN et [0, 1]

3.4.2 Le théoreme de l’application ouverte

PROPOSITION
Soit f: 3 — C un fonction holomorphe et D(a;r) un disque dont I'adhérence est
contenue dans Q). Soit wy € C tel que I'équation f(z) = wp a exactement n racines
dans D(a;r) et aucune sur le cercle C(a;r).

Si & = dist(wy, f(C(a;r))), alors pour tout w € D(wp;d) I'équation f(z) = w a
exactement 7 racines dans le disque D(a;r).

Démonstration: Soit w € D(wy;d). On pose f1(z) = f(z) — wp et g(z) = wy — w alors,
Ig(z)| = |wo —w| < & < |fi(z)| sur C(a;r). D’apres le Théoreme de Rouché 1'équa-
tion (f1 + £)(z) = 0 a autant de racines que fi(z) = 0 dans D(4;r) i.e. I’équation
f(z) = w a autant de racines que f(z) = wy, donc exactement 7.

DEFINITION

Soit f : X — Y une application entre deux espaces topologiques.

On dit que f est une application ouverte si I'image d'un ouvert de X est un ouvert
deY.

THEOREME (THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE)
Soit () un domaine de C et f: () — C une fonction holomorphe et non constante.
Alors I'image f(Q) est un domaine de C.
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Démonstration: Soit wy € f(Q), il existe a € O tel que f(a) = wp.

Si on désigne par 6(a) la distance de a au complémentaire de (), alors D(a;6(a)) C
Q) et f est holomorphe et non constante dans D(a;6(a)). Soit R < é(a), I'équa-
tion f(z) = wp n’a qu'un nombre fini de racines dans le compact D(a; R), d’ou
il existe r < R tel que f(z) # wp sur le cercle C(a;r). Alors, si [wy —w| < § =
dist(wo, f(C(a;r))) I'équation f(z) = w a au moins une racine dans le disque D(a; 1)
(car f(a) = wp). Par conséquent le disque D(wy; ) est contenu dans f(D(a;r)) et
donc dans f(Q))

COROLLAIRE
Toute application holomorphe est une application ouverte

EXEMPLE. Soit Q) un domaine de C et f € H(Q). Si f(Q)) n’est pas un ouvert de C,
alors f est constante.

Dans les exemples suivants f est nécessairement constante :

si Re(f) ou Im(f) est constante, f(()) est contenu dans une droite et donc n’est
pas ouvert.

si |f]| est constante, alors f(()) est contenu dans un cercle et donc n’est pas un
ouvert.

3.4.3 Le principe du maximum

THEOREME
Soit ) un domaine et et f € 7((2) non constante.
Alors |f| ne peut pas atteindre son maximum dans Q).

Démonstration: Supposons que |f| atteigne son maximum en a € Qie. |[f(a)] =
max |f(z)] > 0. Comme f est holomorphe et non constante, c’est une application
ze

ouverte, d’ot il existe & > 0 tel que le disque D(f(a);6) C f(Q).

Soit w = (1+ 2|f5(a)|)f(a)' Alors w € D(f(a);d) et par conséquent il existe

z € O tel que w = f(z) et d’autre part, |f(z)| = |w| > |f(a)|, ce qui est absurde. u

COROLLAIRE
Soit O un domaine borné de C et f € H(Q)) N C°(Q).
Alors, max |f(z)| = max |f(z)|
z€Q) zeQ—0
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Démonstration: Comme () est compact et |f| est continue, il existe a € Q, tel que
|f(a)] = max |f(z)|. D’apres le principe du maximum a ¢ Q), donca € Q) — Q.
zeQ)

REMARQUE

L'hypothése () compact est essentielle pour ce résultat. Par exemple si Q) est le pre-
mier cadrant ouvert et f(z) = e %

Ona |f(z)| = 1siz € O — Q) mais | f| n’est pas bornée ; en effet

|f(teF)| = e — 4o0sit — 4.

COROLLAIRE (LEMME DE SCHWARZ)
Soit f: D(0;1) — D(0;1) une fonction holomorphe telle que f(0) = 0. Alors | f(z)| <
|z| pour |z| < 1.

Si de plus, pour un point zop de D(0;1) on a |f(zo)| = |zo| alors il existe 6 € R tel
que f(z) = €.z pour tout z € D(0;1).

Démonstration: On pose

flz)
sz)={ 2 =70 (3.17)

f'(0) siz=0.

Alors g est une fonction holomorphe dans D(0; 1).
Pour tout0 <r <let|z]=1ona

f(z)

zZ

_fzm)l _1
= <o (3.18)

8(2)] =

D’apres le principe du maximum r|n|ax 1g(2)| = 1‘rn‘ax |g(z)|, par suite |g(z)| < ! pour
z|<r zl=r

1
tout z € D(0;r). Alors |g(z)| < lin}; = 1 pour tout z € D(0;1), c’est a dire que
r—

‘@| < 1 pour tout z € D(0;1).

Maintenant, si on suppose que pour zp dans D(0;1) on a |f(zo)| = |zo| alors
|g(z0)| = 1 et par suite |g| atteint son maximum a I'ntérieur du domaine D(0;1),
d’apres le principe du maximum g est constante i.e. il existe ¢ € C(0;1) tel que
g(z) = c pour tout z € D(0;1), ce qui se traduit par, il existe 6 € R tel que f(z) =
e'% .z pour tout z € D(0;1).
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3.4.4 Le théoréme d’inversion locale

COROLLAIRE
Soit f: (3 — C une fonction holomorphe et injective.
Alors pour tout z € ), f'(z) # 0.

Démonstration: Si f'(zg) = 0 pour un certain zg € (), d’apres la proposition 3.4.6,
il existe des voisinages ouverts V de zo et W de f(z¢) tels que pour tout w € W,
I'equation f(z) = w a exactement m racines, ot 1 est la multiplicité de la racine
zo. Comme f'(zp) = 0, mp > 1 et par suite f n’est pas injective.

REMARQUE

la réciproque est en général fausse, i.e. dérivée non nulle n’entraine pas l'injectivité.
Par exemple, I'application f(z) = e* vérifie f'(z) # 0 pour tout z € C, mais

comme f(0) = f(2im) elle n’est pas injective.

DEFINITION
Une application f: U — V est un isomorphisme ( ou biholomorphe) si elle bijective,
holomorphe et son inverse est holomorphe.

THEOREME (D'INVERSION LOCALE)
Soit f: 3 — C une fonction holomorphe. Soit zy € Q) tel que f'(zp) # 0.

Alors, il existe un voisinage U de zg dans Q) et un voisinage V de wy = f(zo)
dans C tels que la restriction de f a U soit un isomorphisme sur V = f(U).

Démonstration: Comme f’(zg) # 01’équation f(z) = wy a une racine simple en z, et,
il existe e > 0 et d > 0 tels que pour touw € D(wy;d) ,1'équation f(z) = w a exacte-
ment une racine dans le disque D(zp; €). Soit V = D(wp; 8) et U = f~1(V) N D(zp;€).
Alors fly : U — V est injective, surjective et holomorphe. Il reste & montrer que
f~1: V — U est une fonction holomorphe. La fonction f~! est continue. En effet,
soit O un ouvert de U alors (f~1)~1(O) = f(O) qui est un ouvert de V car f est une
application ouverte. Il reste 8 montrer que f~! est dérivable. Soit w; € V, il existe
alors un unique z; € U tel que f 1 (w1) = z1 (& f(z1) = wy.) De la continuité de f !
-1 -1

ona, lim frw = f () lim 2L comme f est injective, f'(z1) # 0
ST v M FD) — 1)

et par suite

lim = S S .
w—wy w — wWq Z—721 f(Z) —f(Zl) N fl(zl) B f/(f_l(wl))

d’oti la dérivabilité de f 1. m
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3.5 Formule de Cauchy globale et applications

3.5.1 Indice d'un point par rapport a un lacet

Il existe une formule utile pour exprimer combien de fois une courbe fermée ou
lacet < tourne autour d’un point donné zy. Ce nombre, est appelé indice de « par
rapport au point z.

La formule qu’on va utiliser pour calculer 'indice est basée sur le calcul qu’on a
fait dans I’exemple 3.12 : Si v est le cercle unité y(t) = ', 0 < t < 27w

1
/ Zdz = 2in (3.19)
vz
Siy(t) = e, 0 < t < 2n7, alors v tourne autour de l'origine 7 fois, et on trouve de
la méme fagon
1 1
_— / Sdz=n (3.20)
207 Joy z

Notation : Si y : I — C est un chemin on notera par y* son image y(I).

DEFINITION
Soit v un lacet de C et zg € C un point qui n’est pas sur y i.e. zg € 7",
On appelle indice de z( par rapport a y le nombre

1 1
ey (20) 2i7 Jo (z — 20) z (3:21)
REMARQUE
i) Ind.(zo) n'est pas défini sizg € v*
il) Ind_.(z0) = Ind_,(z0) = —Ind,(zo)
iii) Siy1 et 7y, sont deux lacets de méme origine et zg ¢ yj U y5 alors
Indy,vq,(20) = Indy, (20) + Indy, (20).

THEOREME (THEOREME DE L INDICE)

Pour tout lacet 7y : [a,b] — C ,ona:
(i) Pour toutzg € C\ v*, Ind,(zo) est un entier.
(ii) la fonction z +— Ind., (z) est une fonction continue.

(iii) Ind,(.) est constante sur chaque composante connexe de C \ 7*, et est nulle sur
la composante non-bornée .
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. N e LoA(s) : '(s) :
Démonstration: (i) Soit g(t) = / ——~—ds alors aux points ot1 —~*_— est conti-
a f)/(s) — 20 v(s)—z0
nue, on a §'(f) = Y1) par suite ie_g(t)(’y(t) —zg) = 0 au point out g'(t)

v(t)—z0 At

existe, et alors e~8()((t) — z9) est constante par morceaux sur [a,b]. Mais,
e=8W) () — zp) est continue, donc elle est constante sur [a, b]. On obtient alors
e=80) (y(a) — z9) = e=8®) (q(b) — zp). Comme 7y est un lacet y(a) = y(b), ce qui
entraine e 8(?) = ¢~8(), Drautre part g(a) = 0, d’ot1 e 8() = 1 par conséquent
il existe un entier n € Z tel que g(b) = 2inmn i.e.

:g(b)zl/blyvl(s)ds:l/(ldzzlndy(zo)

2im 2im Ja y(s) — zo 2i7t Joy (2 — 20)

(ii) Fixons zg € C\ 77, et soit r > 0 tel que le disque D(zo;2r) soit contenu dans
C\ y*.Pourtoutz € C\ y*telque |z —zo| <rona

1 1 1 1 Zo — 2 1
Iy ()= ndse0) = iz | 5% i [, = = o L e

(3.22)
Comme pour tout § € y* ona |§ —zo| > 2ret|{ —z| > r, donc
z20—z
|Ind.,(z) — Ind.,(z0)| < 'iﬂrz‘)\(y) (3.23)

ce qui prouve la continuité.
(iii) Comme Ind,,(.) est continue et & valeurs dans Z, alors elle est constante sur
cheque composante connexe.

On notera que 7" est un sous-ensemble borné de C, d’ou il existe R > 0 tel
que v* C D(0;R), alors, la composante non-bornée de C \ 7* est le domaine
contenu dans C \ 7v* et contenant C \ D(0; R). On notera par C cette compo-
sante.

Soit zg € Cw tel que |zg| > R. Comme |z — 29| > |zg| — Rsur v*,ona

1 1
|Ind (2o)] 7‘/2—20 2| < 5 WA('Y) (3.24)

etdonc |Ind,(zo)| tend vers 0 lorsque |zg| vers +c0. Comme Ind.,(z) est constante
dans le domaine Co, cette constante est 0. ]

3.5.5 EXEMPLE. Soit 7y : [0,1] — C, t — Re?"™, n € Z*. Alors, Ind,(zo) =

L'ensemble C \ 7* a deux composantes, une bornée D(0; R) et une non-bornée
C\ D(O;R).

Sizg € D(0;R) alors Ind.(zg) = Ind,(0) = 5= fv ~dz=n

Sizy € C\ D(0; R), alors Ind, (zp) = 0.

n sizg € D(0;R),
0 sizeC\D(O;R).
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Soit v : I — C un lacet. On appelle intérieur de 7, 'ensemble

Int(y) :=={z € C;Ind,(z) # 0}

et extérieur de -y, 'ensemble

Ext(y) := {z € C;Ind, (z) = 0}.

OnaC = Int(y) Uy* UExt(y).
Comme Ind,(z) est constante sur chaque composante connexe de C \ 7, Int(y) et
Ext(vy) sont des ouverts et leurs frontieres vérifient : d(Int(y)) C v* et 9(Ext(y)) C

v

e
L

Dans ce dessin, chaque nombre répresente la valeur de 1'indice d’un point ce
trouvant dans le domaine correspondant. L'indice vaut 0 pour les points dans le
domaine non borné.

3.5.2 Une méthode de calcul de I'indice

Soit ¢y : [a,b] — C un chemin et zgp € C\ 7" et u € C*. On suppose que
la demi-droite de direction u et d’origine zp coupe 7y en un nombre fini de points
Y(t1), v(t2), ...y (tr), (0 <ty < tp < - -+ < 1) tels que les tangentes 7/ (t;) existent et
ne sont pas paralleles a u i.e. {u,7’(t;)} est une base de R? pour touti € {1,2...,n}.
On pose

o — {1 si det[u, ¥/ (t;)] > 0, (3.25)

—1 sidet[u,v9/(t;)] <O0.
n
Alors, Ind, (z0) =) 0;.
i=1

S'il existe une demi-droite de direction u € C* et d’origine zy qui ne coupe pas y
alors Ind,(zg) = 0.

3.5.6 Exercice Démontrer ce résultat.
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3.5.3 Cycles

Un cycle est une somme algébrique finie de lacets, noté I' = ny7y1 + - - - + 1,77y,
ol les 7; sonts des lacets et les coefficients n; sont des éléments de Z.
Le support d'un cycle I', noté I'*, est par définition la réunion des images des v; i.e.
UP_9¥. On définit aussi la longueur d’un cycle T par le nombre

p
AMT) = ; ;| A (i)

Enfin on a pour toute fonction continue f : () — CettoutcycleI’ = ny7y1+ -+ - +n,7,
dont le support est contenu dans (), I'intégrale de f le long du cycle I est définie par :

/f(z)dz:n1 . f(z)dz+---+ny, [ f(z)dz (3.26)
r T Tp

On remarquera, que pour un domaine () donné, les théorémes qu’on a démontré
pour des lacets contenu dans (2 sont encore valables pour tout cycle I' contenu dans
Q). Par exemple, I'indice d"un point zyg € () par rapportaucyclel’ = ny7yy +---+np7)
estégala:

1 1
Indr(zo) = % /1; m dZ - Tll.lnd% (ZO) +--+ nP.ITZdW (ZO) (3.27)

On définit de méme l'intérier de I' par I'ensemble

Int(T') := {z € C; Indr(z) # 0}
et 'extérieur de 7, 'ensemble

Ext(T) := {z € C; Indr(z) = 0}.
OnaC = Int(T)UI* UExt(T).

3.5.7 DEFINITION

Soit (2 un domaine de C. Un cycle I' dans () est dit homologue a 0 dans (2 et on note
I'~0,si Int(I') C Q.

On dit que deux cycles I et I” sont homologues dans QsiI' — I ~ 0 dans Q.

3.6 Formule de Cauchy globale et applications

Dans I'étude précédente dans le traitement du théoréeme de Cauchy-Goursat et
de la formule intégrale de Cauchy on a considéré que les domaines circulaires (i.e.
les disques). Pour 1’étude des propriétés locales des fonctions holomorphes ceci a
été suffisant, mais pour 1’étude de domaines plus généraux ceci s’avere incomplet.
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Pour la généralisation de ces résultats, on a deux directions : la premiere est
de déterminer les domaines ot la formule de Cauchy est valable, et la deuxiéme
direction est de déterminer pour un domaine donné quels sont les lacets <y pour
lequels la la formule de Cauchy est valable.

THEOREME (FORMULE DE CAUCHY GLOBALE)
Soit ) un domaine de C, f € H(Q) et T un cycle tel que I' ~ 0.
Alors pour toutz € Q\I'*ona

Indr(2).f(z) = ﬁ / é[ (_C)Z dz. (3.28)

Démonstration: Considérons la fonction g définie dans () x () par

flw) = fz)
Q(z,w) = {f’( w—z STZ 7w (3.29)
z siz=w

On remarquera que pour toutz € Q\T*, [, ¢(z,§) d& = Oestéquivalenta Indr(z).f(z) =
17 f©)
2i7 /r &—z ag.

On va alors montrer que pour toutz € O\ T*, [ ¢(z,¢)d = 0.

LEMME
La fonction g est continue dans Q) x Q) et la fonction 1 définie par h(z) := [ g(z,&) dé
est une fonction holomorphe dans Q.

Démonstration: (du lemme) Soit (a,b) € Q x Q.

Sia # b, alors dans un voisinage de (a,b), g(z, w) = f (wu)]:é[ (2) ast holomorphe.
Supposons maintenant que a = b. Comme f est analytique dans (), il existe un
disque D(a;r) C Q tel que f(z) = ¥/ an(z — a)" pour tout z € D(a;r). Alors pour
(z,w) € D(a;r) x D(a;r),z # w,

w) — f(z e an(w—a)" — Y% ay(z —a)"
g(sz):f(@z_i(): =0 ( )w_z =0 ( )
+o00 w—a n __ 7z —q n +o00 +00
Y e O E Y w0, = s(a.0) + Y angul0,2)
n=0 n=2 n=2
(3.30)
ot g (w,z) = Yy (w —a)"(z —a)~'. Comme |¢,(w,z)| < nr"~, il s’en suit que

pour0 <e<fet|w—a|l<e,z—a|l<e

+oo +oo e
8(w,z) —gla,a)| < Y nlale" " <e (2 nlaa] (3) 2)

n=2 n=2
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par suite lim._,o g(w,z) — g(a,a) = 0, d’ott la continuité de g. Pour montrer que
z) = [;8(z,&)dE est holomorphe dans (), il suffit de montrer que pour tout

zp € O, il existe un disque D(zp;7) C Q) tel que pour tout triangle A C D(zo, 7).

Jonh(z) dz = 0.

Comme A x T'* est compact, g est uniformément continue dans A x I'* et d’apres le

théoreme de Fubini

/aAh(Z)dz:/BA/rg(z,C)dCdz:/r/aAg(z,C)dzdg.

Comme pour ¢ fixé, 'application § — g(z, ¢) estholomorphe dans (), on a d’apres le
théoreme de Goursat [, ¢(z,&) dz = 0, et par suite [,, h(z) dz = 0. Ce qui termine
la preuve du Lemme. m

On va maintenant, montrer que & admet un prolongement en une fonction entiere
h telle que lim, e h(z) = 0, et le théoréme de Liouville va nous permetre de
conclure. Posons U := Ext(I') = {z € C; Indr(z) = 0}. Alors U est un ouvert de C
et comme par hypothése on a Indr(z) = 0 pour tout z € Q on a C\Q C Uetdonc

C = QU U. Soit h* la fonction définie dans U par h*(z fr = d§ On va montrer

que h* est holomorphe dans U et que lim,|_,, o h*(z ) = 0. Pour montrer que h* est
— f (w )

holomorphe, on utilise pour cela la fonction auxiliaire g*(z, w) = et le lemme

£©)

C—z

précédent. Maintenant, |h*(z)| < maxgcr-

A(T), Comme I'* est compact, on a

maxzer- |f($)| < +o0 et maxger- é S e maxea T

Par suite ’h* (Z)’ S m.maX§€r* f(C)])\(F) d’ou ‘Z‘lin:ll_oo h* (Z) =0.
Size QONUetz ¢TI*, alors

9+ s~ [ (L

72 d¢ = h*(z) — 2intf(z)Indr(z) = h*(z)

(3.31)

= ré—z

car Indr(z) = 0. )
Par conséquent la fonction / définie dans C par

= Jh(z) sizeQ
hz) = {h*(z) sizel (3.32)

est une fonction entiere telle que ‘ ‘hm h(z) = 0, d’apres le théoreme de Liouville,
z|——+o0

h est identiquement nulle, d’ou1 [, ¢(z,&) d¢ = h(z) = 0 pour tout z € Q. n

COROLLAIRE
Soit () un domaine de C et I" un cycle de Q.
Les conditions suivantes sont équivalentes
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i) Int(T) € Q (ie.T ~0.)
ii) pour tout f € H(Q) et pour toutz € Q \ T'*.

Indr(z).f(z) = ﬁ /r g(_g)z dz

iii) pour tout f € H(Q)
[r@az=o

Démonstration: .

(i) = (ii) C’estle théoreme précédent.
(i) = (iii) Soitz € O\ TI*. On pose F(w) := (w — z)f(w), alors F € H(Q) et F(z) = 0.

Par suite

/rf(é) dg = /rgF(—Cl d¢ = 2im.Indy(z).F(z) = 0.

(iii) = () Soitz ¢ (), alors la fonction f(w) = —L est holomorphe dans Q et par suite

3.6.7

Inde(z) = 5 [ == de = [ f@yaz—o.

3.6.1 Développement en série de Laurent

Soit7,R € Ry U{+c0},0 <r < R.Louvert C(a;7;R) = {z € C|r < |z—a|] < R}
est appelé couronne de centre 4, de rayon intérieur r et de rayon extérieur R.
PROPOSITION

Soit f une fonction holomorphe dans la couronne C(a;7; R). Alors pour toutn € Z,

les intégrales
1 f(©)
% /C(u;s) (& —a)ntl dg

ne dépendent pas de s, (r < s < R).

Démonstration: Soit r < s < s’ < R alors C(a;s) ~ C(a;s") dans C(a;7; R). On ap-
plique alors le théoreme précédent au cycle I' = C(a;s) — C(a;s’) et a la fonction

f(2)

| holomorphe dans C(a;7; R) . m

(z—a)
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THEOREME
Soit f une fonction holomorphe dans la couronne C(a;7;R). Alors f est dévelop-
pable en série de la forme

z) = J:Zo;oan(z —a)"

dite série de Laurent, qui est convergente normalement sur tout compact K C

C(a;7;R). De plus pour toutn € Zets €|r,R[ona, a, = ﬁ /C(us) (gf(f))nﬂdg‘

Démonstration: Fixons z € C(a;1;R) ets,s’ telsquer < s < |z —a| < s’ < R. Comme
indice de z par rapport au cycle I' = C(a;s') — C(a;s) est égal a 1, la formule de
Cauchy nous donne

1 7@ ()
1O = 35z fo G5 21w o -5

1 2 (z—a)
-9 Lo
I N (e
(¢—2z) n;) (z—a)rtl

En écrivant

avec convergence normale dans C(a;s’), et

avec convergence normale dans C(a;s). On a donc

1 +o0 _ 1 +o© _
f@ﬂmhﬂng;LCZW fuzf5L¢

n=0
SN f(¢) 1

z) = — ——=d "+ / —a)'d¢ ) ————
fz) 1;) (217r /c(a,-s/) (¢ —a)rtl C) Z 2im f@ ) C) (z —a)ntl
d’ot1 le résultat. -
DEFINITION too
Soit f(z) Z a,(z —a)" le développement en série de Laurent de f dans la cou-
ronne C(a;7; R). La partie f_(z Z a,(z —a)" est appelée partie principale (ou
partie singuliere) du développement de f et f,(z Z a,(z —a)" la parie régu-
liere.
REMARQUE

Le développement en série de Laurent est unique.
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3.6.13 EXEMPLE. 1. f(z) = est holomorphe dans C \ {£i}.Sia =ietC(a;7;R) =

11 1&@G—2" 1 1 & (=1l

C(i;0;2). Alors f(2) = 5;—— P2 = 2T 2iz—i A (20)2 (

2. f(z) = exp(1) estholomorphe dans C \ {0} = C(0;0; +c0). Le développement

zz—i—l

z—1i)".

—+o00 1 1 -1 n
en série de Laurent de f(z) = —— =1+ sa partie réguliére est
Us o ntz" ;o (—n)! P &
-1 n

1 et sa partie principale est } |

= (—n)l

3.6.14 COROLLAIRE
Pour toute fonction f holomorphe dans la couronne C(a; 7; R), I'intégrale 5 |- (@) | (z)dz

pour tout r < s < R, est égale au coefficient a_; du terme - du développement en
série de Laurent de f.

3.6.15 COROLLAIRE (THEOREME DE PROLONGEMENT DE RIEMANN)
Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert () sauf peut étre en un point zg € ()
et tel que lim,_,,,(z — z0) f(z) = 0.
Alors f admet un prolongement (unique) en une fonction holomorphe sur Q.

Démonstration: On pose pour zn° = zq, g(z) = (z — z0)*f(z) et g(z0) = 0. Alors g
est holomorphe sur ), et ¢'(z0) = lim,_,, % = lim, ., (z — 20)f(z) = 0.
Alors le développement en série entiére de g au Voisinage de zg est de la forme

S (z)
— 20)", d’ot 8 ~ )
Zﬂn z Zo ou f(z) = (z— Zo) Zﬂn+2 z—2zp)"
A1n51 f est holomorphe au voisinage de zj et le prolongement holomorphe dans

Q, f de f, s’obtient en posant

TR siz =z
f(z)—{f(z) iz 4 2 (3.33.)

3.6.2 Singularités

On dit qu'une fonction f a une singularité isolée en un point z s’il existe » > 0 tel
que f soit holomorphe dans le disque épointé D*(zq;r) = D(zp;r) — {zo}. Comme
D*(zp;r) est une couronne, f(z) y admet un développement en série de Laurent

o0
Z an(z — zo)"
—00
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Il'y a 3 types de singularités isolées :

i) Singularité apparente (ou fausse singularité)
f aune fausse singularité a en zg si pour tout n < 0, les coefficients a, = 0 (i.e. sa
partie principale est nulle.) Dans ce cas f admet un prolongement holomorphe
au disque D(zp; r) (Théoréme de prolongement de Riemann.)

ii) Pole
f a un pole d’ordre m > 1 en z( si pour tout n < —m, les coefficients a, = 0
eta_p, # 0. Dans ce cas f(z) = Y% a,(z — z0)". On dit aussi que f est méro-
morphe en zo.

iii) Singularité essentielle
f aune singularité essentielle en zg si pour une infinité de n < 0, les coefficients

a, # 0.

3.6.17 EXEMPLE. 1. f(z) = % a une singularité apparente en 0, car son développe-
foo ()21

ment en série de Laurent dans D*(0,1) est y | +—— 2"
(0,1) 7;) (2n+1)!
2. f(z) = # a deux singularités isolées i et —i. On a vu que dans le disque
spointé D*(i:2) = C(i:0;2), f(z) = o 1+ 3 CD =" o ps
epointe ’ = ALYy - 2z — i = (2i)n+2 .

un podle d’ordre 1 en i. De méme f a un podle d’ordre 1 en —i. (pour voir cela
développer f en série de Laurent dans D*(—i;2) = C(—i;0;2).)
3. f(z) = exp(%) a une singularité isolée en z = 0. On a vu que dans C \ {0} =
C(0;0;+c0) = D*(0; +0), le développement en série de Laurent de f(z) =
-1 n
Z 7 N : * 2z
1+ _ZO:O (&l d'oua, = ﬁ # 0 pour tout n < 0, et donc f a une singularié

essentielle en z = 0.

3.6.3 Le théoréme des résidus

3.6.18 DEFINITION
On appelle résidu de f au point zp, noté Res(f, zo), le coefficient a_; du développe-
ment en série de Laurent de f dans un disque épointé D*(z; 7).

3.6.19 PROPOSITION
Soit f une fonction holomorphe dans D*(z; R).
Alors pour tout lacet v contenu dans D*(zy; R), on a

lean(z) dz = Res(f,zo)Ind,(zo) (3.34)
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Démonstration: Comme f est holomorphe dans la couronne C(zp;0; R) = D*(zp; R)
+o0

elle y admet un développement en série de Laurent E an(z — zp)", qui converge
—o0

uniformément sur tout compact K C D*(zg; R), d’oux

g WL SO g Ry

. /(z —20)"dz = 0 sin# -1 (3.35)
Y

2ir Ind,(z0) sin= -1

Dol 5 [, f(z)dz = a_1Indy(z0) = Res(f,zo)Ind,(zo).

3.6.21 THEOREME (THEOREME DES RESIDUS)

Soit (2 un domaine de C. Soit A un sous-ensemble discret de () et I un cycle contenu
dans O\ A tel que T’ ~ 0 dans Q.
Alors pour toute fonction f holomorphe dans C \ A, on a (la formule des résidus)

2117T/rf(z) dz =) _ Res(f,a)Indy(a) (3.36)

acA

Démonstration: Soit B = {a € A;Indr(a) # 0}. B est alors contenu dans le complé-
mentaire W de la composante non bornée de C \ I'*, qui est compact.

Montrons que B est fini.

Sinon, il existe une suite {a,} de points de B, deux a deux disjoints, qui converge
vers un point a € W. Comme B est discret dans (), a ¢ (), et par suite a ¢ I'*, par
conséquent l'indice de a par rapport a I' est bien défini et Indr(a) = lim,,_, 1« Indr(ay),
par continuité de la fonction indice. D’ott Indr(a) # 0, mais ceci contredit I'hypo-
thése que I' ~ 0. Donc la somme Y, 4 Res(f,a)Indr(a) se réduit a la somme finie
Y .cp Res(f,a)Indr(a). Notons B = {ay,...,ay}.

En chaque g; € B, f admet un développement en série de Laurent f(z) = ¥,cz a4(z — a;)"
dans un disque D(a;, ;) —{a;} C Q\ (I U A). On peut choisir les rayons r; assez
petit, pour que les disques D(a;, r;) soient disjoints.

On remarquera que chaque partie principale définit une fonction holomorphe P; sur

i 1
C —{aj}, Pi(z) = Lyen- (ziﬁ etque > /r Pi(z) dz = Res(f,a;)Indr(a;).
m
La fonction g(z) = f(z) — )_ Pj(z) admet un prolongement en une fonction holo-
=1
morphe sur () (en effet, en a;, f(z) — Pj(z) = Y_ ay(z —a;)" dans D(aj,rj) et ) _ Py
neN 7
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est holomorphe sur D(a;,7;)) et comme Int(T') C Q, la formule de Cauchy globale
nous donne :

- Zir/l_g(z) Zm/f (21171/ '(Z)d’z>

2”_[/]‘ dz—ZRes a;)Indr(a;)

3.7 Annexe

3.7.1 Calcul pratique des résidus

Soit () un domaine et f(z) = % tels que g et h sont holomorphes dans () et 1
non identiquement nulle. Alors les zéros de h sont isolés dans (). Comme chaque
zéro a de h est de multiplicité finie, f est méromorphe en ce point.On va calculer le
résidus de f au point g, distinguons deux cas :

(1) a est un podle simple i.e. d’ordre 1.

Sia est un pole simple, on a dans un disque épointé D*(a,7), f(z) = 2L + Y §® a,(z —
Alors (z —a)f(z) = a_1 + Y% an(z — z9)"*! et donc ilil’;(z —a)f(z) = a1 =
Res(f,a).

X _ 3@ o \8(z) z—a _ g(a)
Dans le cas ou f(z) = itz) ona, ll_rg(z a)h(z) ll_rgg( )h(z) “ha) ~ W(a) et

o 8(a)
d’ott Res(f,a) = W(a)
(2) a est un pole d’ordre m > 2.
Si a est un pole d’ordre m > 2, on a dans un disque épointé D*(a,r),
f(z) = <;Z£'3m o EL Y P au(z — zo)"
Alors, (z—a)"f(z) =a_m+ - +a_1(z—a)" 1+ Y% a,(z — z9)" " et d'otx

Res(f,a) = lim [(z(;a)mf(z)} ot

z—a — 1)!

3.7.2 Application du théoreme des résidus au calcul intégral

Il s’agit de calculer une intégrale définie d"une fonction d"une variable réelle sans
expliciter de primitive. L'idée est de trouver une fonction holomorphe convenable
et un cycle convenable qui permettent de calculer l'intégrale cherchée. En pratique
les cycles choisit sont des lacets simples i.e. divise le plan complexe en deux com-
posantes connexes, une bornée d’indice 1 et ’autre non bornée d’indice 0. Dans ce
cas la formule des résidus ne tient compte que des points intérieurs. La méthode de
calcul des intégrales par la méthode des résidus utilise souvent 'idée de limite sur
des cycles dans la situation des lemmes suivants (souvent attribués a C.Jordan).
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LEMME (LEMME A)
1) Soit f une fonction continue sur 1’ensemble

S1={z€C0<|z—a|<ru <arg(z—a) <ap} aceC,r>0,a1 < an.
Soit 1y, I’arc de cercle de centre a de rayon p contenu dans S;. La condition

lim(z — a)f(2) = 0

entraine que lim,_, | i (z)dz = 0.
2) Soit f une fonction continue sur ’ensemble

S ={z€C;lz—a| >R,u <arg(z—a) <ap} ae€C,R>0,a < ar.
Soit 7y, I'arc de cercle de centre a de rayon p contenu dans S;. La condition

‘l‘im (z—a)f(z) =0
2€ESy

entraine que lim,_, f% f(z)dz = 0.

Démonstration: Dans les deux cas la longueur de 7y, est égales a (xz — a2)p. Alors

f(2) dZ‘ < (a2 —ar)psup | f(2)] = (a2 — a1) sup [(z — a) f(2)],

‘ Yo ZE€%p ZEYp
et '’hypothese assure le résultat. n

LEMME (LEMME B)

Soit ¢ une fonction continue dans le demi-plan supérieur H* = {z € C;Im(z) > 0}
tendant vers 0 lorsque |z| — +oo dans H*. Soit C, le demi-cercle de centre 0 et de
rayon p contenu dans H*. Alors pour tout & > 0 fixé, on a

plirfw - e ¢(z)dz =0
0

Démonstration: Ceci va dépendre de I'inégalité suivante

20 T
— <si << —
- = sin(f) pour 0<6< 7

On écrit z = pe?, 0 < 0 < 7. L'intégrale devient
. o - . .
Ip — ‘/C eng(z) dz = /O ewzp(cos(G)-Hsm(G))g(pele)ipezG de.
(3

Soit M, le maximum de ]g(z)7|r sur C,, alors |Ip| < p [i"|g(pe™®)|e=0sn®) do <
oM, fon e—wosin(6) g9 < 20M, [;? e—apsin(6) 7o < ZpMplzpf; < ZM, On termine la
preuve en utilisant I’hypothese lim,, yoc M, = 0. m
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LEMME (LEMME C)
Soit a un pole simple de la fonction f, 7, un arc de cercle de centre a et de rayon p
(orienté dans le sens positif), d’ouverture angulaire x, 0 < a < 271. Alors

lim z)dz = iaRes(f,a).
tim [ £:) (f.a)

Démonstration: Comme a est un pole simple, le développement de Laurent de f dans
une couronnne D*(a, €) donne,

fz) = Res(f,a)

Z—a

+¢(2)

et une constante M > 0 telle que |g(z)| < M pour tout z € D*(a, €). Alors

f(z)dz = Res(f,a)/ L dz+ | g(z)dz
Yp Yo Z— 4 Ye
Un calcul direct donne .
/ dz = in
ve Z— @
D’autre part ‘ f% g(z) dz‘ < MA(7y,) = Map — 0 lorsque p — 0. n

Intégrale de fractions rationnelles de fonctions trigonométriques

Soit R = 5 ou P, Q € Clx,y], telle que Q ne s’annule en aucun point du cercle unité
{(x,y) € R%x? +y?> = 1}. On considere l'intégrale :

21
I= / R(sint,cost) dt (3.37)
0
Pour t € R onpose z = e alors dt = %, sint = L(z — 1) etcost = 1(z+ 1). Soit F
la fraction rationnelle en z défine par

1 1\ 1 1\ 1
FE =R(5(-2) (4 2))
Soit v le cercle unité orienté dans le sens positif et A 1’ensemble des poles de F dans
le disque unité, alors

I= / F(z)dz = 2imt Y Res(F,z)Ind,(z) =2ir ) Res(F,z) (3.38)
v z€EA z€AND(0,1)

s _ [ dt
EXEMPLE. Soita Calculer I = [ S5

F(Z)zl 1 1_ 2

751—&-%(2—%) z z2+42ia—1"

D’autre part z2 + 2aiz — 1 = (z — (—ia +iva? — 1)) (z — (—ia —iv/a2 — 1)), donc le

dt,a > 1. Dans ce cas R(x,y) = u%x et alors
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seul pole de F dans D(0;1) est zg = —ia + iv/a> — 1. Ce pole est simple et le résidu
en ce point se calcule par

2 1
Res(F,zp) = lim (z — zp)F(z) = =
(Frz0) = Jig (2 = 200 e) = Ve D v 2ia W =1

27

1
Doul =2irr = .
ivaz—1 Va2-1

Intégrale de fractions rationnelles d"une variable réelle

Soit f: R — R une continue telle que limy|_, ;, xf(x) = 0; alors f est intégrable
sur R. On veut calculer

—+00
I= OOf(x)dx.

P(x)
Qlx)

EXEMPLE. f(x) =
x e R

ot P,Q € Rix], degQ > degP + 2 et Q(x) # 0 pour tout

On suppose que la fonction f admet une extension holomorphe F &4 C \ A o1 A est
un ensemble fini disjoint de R, telle que lim .|, , , zF(z) = 0. Soit 7 > 0 assez grand,
tel que le disque de centre 0 et de rayon r contient A. On pose U, = {z € C;Im(z) >
Oet|z| < r} et 7, le demi-cercle de centre 0 et de rayon r contenu dans U,. D’apres
le théoréeme des résidus appliqué a F et au lacet [—7, 7] U 7, (orienté dans le sens
positif), on a

+rf(x)dx—k/ F(z)dz:/a F(z)dz =2im Y Res(F,a)

r Ur acAnU,
D’apres le Lemme A, pour a; = Oetay = 71, 0on a lirp F(z)dz = 0, de plus
r——+o00 vr
+r
lim f(x)dx = I car f estintégrale sur R, d’ou

r—+oo J_4

—+o0
I = / f(x)dx = 2in'} {les résidus de F dans le demi-plan supérieur}

EXEMPLE. Soit a calculer I = _Jr;o xf_’ﬁl. Dans ce cas F(z) = ﬁ est une extension

de f holomorphe dans

C\{e%,e, e e} et ‘ ‘lim zF(z) = 0. Les poles de F sont simples et seulement
z|—+00

in 3in . o N
e+ ete’d sont dans le demi-plan supérieur. D’ot1

oo dx ) 1 in 1 3i
I= Lw o 2171(Res(z4+1,e4 ) +Res(m,e 1)) 659
:2in(—le%—le¥) :2i7r(——i ) S ‘
4 4 242 V2
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Transformées de Fourier

I) Soit f une fonction de la variable réelle x admettant une extension holomorphe

FaQ\A ou Q est un voisinage ouvert du demi-plan supérieur Ht = {z €
C;Im(z) > 0} et A un ensemble fini disjoint de R telle que | |hm F(z) = 0. Soit
z|—+00

« > 0 un réel fixé. On veut calculer I = [ f(x)e™ dx. Soit r > 0 assez grand, tel
que le disque de centre 0 et de rayon r contient A. On pose U, = {z € C;Im(z) >
Oet|z| < r} et ¥, le demi-cercle de centre 0 et de rayon r contenu dans U,. Le théo-
réme des résidus appliqué a F(z)e™ et au lacet [—r,7] U 7, (orienté dans le sens
positif), nous donne

+r . . .
f(x)e™*dx+ | F(z)e"™*dz = / F(z)e'"*dz =2im ) Res(Fe 2z g)
-r Tr al, ac ANU,

D’apres le Lemme B, lim F(z)e"*dz = 0, d’ont

r—400 Yr

+r . .
lim / f(x)e™*dx = 2ir ) _{ résidus de F(z)e™* dans le demi-plan supérieur}

r—4oo J_4

Si de plus f(x)e'®* est intégrable on a :

“+o00 . .
I= / f(x)e™* dx = 2im ) _{ résidus de F(z)e"** dans le demi-plan supérieur}

3.7.10 REMARQUE

Si « < 0 on obtient en prenant les résidus dans le demi-plan inférieur H~ = {z €
C;Im(z) < 0}.

+r X .
lim / f(x)e™* dx = —2im) _{ résidus de F(z)e'** dans le demi-plan inférieur}
r

r—-+too J_

3.7.11 EXEMPLE. Soit a calculer pour b > 0, [ = f0+°° % dx. Comme f(x) = % est

X242 x2+b?
une fonction paireona I = 5 f +;° ;zojgz dx = 1 > Re ( t:o xzer dx) Le seul pole de
F(z) = 2+b2 dans H T est ib et ce pole est s1mp1e, d’ont

1 +oo  piX 1 X 1 e b et
I=-R d = —Re | 2itRes(——=,ib) | = = Re [ 2it— .
2 e</oo Py x) 2 e( inRes( 7 g )> 2 e( mzb) 2b

II) On examine maintenant le cas ot F(z) a des singularités sur 1’axe des réels i.e.
ANR # @.Soitx; < - -+ < x, les points singuliers de F dans R. On suppose que les
x; sont des poles simples. Dans ce cas il convient de modifier le chemin d’intégration
afin de contourner les points x;. Soit r > 0 assez grand, tel que le disque de centre
0 et de rayon r contient A. Soit 7, le demi-cercle de centre 0 et de rayon r contenu
dans H™" et 7,(j) le demi-cercle de centre x; et de rayon € contenu dans #*. D’apres
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le théoréme des résidus appliqué a F(z)e™** et au lacet
YrU =700 — €] U (UL 7e () U ( U]’-’:_l1 [xj+€ xj4:1—€]) Ure(n) U[x, +¢,7] (orienté
dans le sens positif), on a

- . X1—€ .
/ F(Z)emz dz + 1 f( ) inx dx + 2/ )ewzz dz+
r —-r j= 1 E(])
n—1 . r .
Y/ fedx+ [ flx)enax (3.40)
=1 [xj+exj11—€] Xp+e€
=2imr Y Res(Fe"™,a)
acANH*
Le Lemme C nous donne lim,_, f% ¢ F (z)e** dz = —imRes(F(z)e'™, x;), etle Lemme

B, lim, , o [, F(2)ei**dz =0, d’ou

X1—€ Xj1— € r

lim e dx 4 2 / x4 [ f(x)edx

r——+o0
e—0 Xnte

(3.41)
=2im) { résidusde F (z)e’”‘Z dans le demi-plan supérieur ouvert}

+im} { résidus de F(z)e"™* dans R}
Si de plus f(x)e'®* est intégrable on a :
I= / O:o f(x)e™ dx =2im Y {résidus de F (z)e"™* dans le demi-plan supérieur ouvert}
+ i) _{ résidus de F(z)e'* dans R}
(3.42)

3.7.12 EXEMPLE. Soita calculer [ = [;* $inx gy
fresine gy = 1 resiny gy = Liim, [f:e x4 [FL dx] D’apres ce qui

X 0 X € X
précede

1 —€ plx +oo plix 1 ez 1 T
2 e x| = Res(— -
21‘65%[/,00 el A dx} 5; (IRes(—-,0)) = 2:(im) = 7

Sll’l X

et de I'intégrabilité (au sens de Riemann) de sur R, on obtient I = 7.

Intégrales de fonctions ayant x~* en facteur, & €]0,1]

Soit f une fonction holomorphe dans C \ A, A fini disjoint de R, telle que
lim|z|ﬁ+oof( z) = 0, alors x “f(x) est intégrale sur R ; Il s’agit de calculer I =

fo x~%f(x) dx. Pour toute détermination /(z) de Ln(z), on a la détermination e~/ (?)
dez™*. On prend la détermination sur C \ R} définie par

Ln(z) = Ln|z| +iarg(z) avec 0 < arg(z) < 2rm.



3. Intégration curviligne et applications aux fonctions holomorphes: Annexe 55

Soit r > 0 assez grand, tel que le disque de centre 0 et de rayon r contient A et
€ > 0 assez petit, tel que le disque fermé de centre 0 et de rayon € ne rencontre pas
A. Soit v,(n) l'arc de cercle de centre 0 et de rayon r et d’ouverture angulaire 1 <
0 < 27t — 17, ve(1) V'arc de cercle de centre 0 et de rayon € et d’ouverture angulaire
7 <0 <2m—1, [re", ee] et [ee!®T), 1e!271)] des segments. Soit I'(e, 7, 17) le lacet
(orienté positivement) obtenu en joignant tous ces chemin. On choisit 7 > 0 assez
petit pour que A soit a l'intérieur de I'(¢, , 77). D’apres le théoréme des résidus

/( )z’”‘f(z) dz =2in} { résidusdez "f(z) dans C \ Ry }
T'(ery

Soit g(z) = z7"f(z). Comme |zg(z)| = [z'7*f(2)| = |z|"*f(z)], « €]0,1],
lim; |, f(z) = 0 et f holomorphe en 0 on alors lim .~ zg(z) = 0 et d’apres

|z]—0

le Lemme A

lim z7%f(z)dz = lim z7%f(z)dz = 0.
150 Jre(n) ! A Se(n) d
D’autre part
0
lim [ z7%f(z)dz = / x % f(x)dx
120 Jre eet] +00
r—+o00
et .
lim [ ‘ z7%f(z)dz = / X% 2T f(x) dx
Z::g [661(271717),7,61(271—17)} 0

r—r+oc0

Alors, lorsque 7 — 0, — 0 etr — +o0

+oo +o0 .
lim z7%f(z)dz = / x " f(x)dx — / xR HATF(x) dx
7o JT(ern) 0 0
% (3.43)
(1= 2y = 2i sm(om)
ellXT[
Finalement

7-(610671'

I = /0+oo x Y f(x)dx = ) { résidus de z*f(z) dans C \ R4 }.

~ sin(arm)
3.7.13 EXEMPLE. Montrons que pour 1 <a < 2,

/'J,»OO xﬂ—l d 7T
—dx = ————.
o x2+1 2sin(%F)
~ Za—l . .
Les poles de 2 sont =+i et sont simples, alors
Za—l l'a—l Za—l (_i)a—l

ar1) =g Relpp—0=-

Res(
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et leur somme est égale a

ja—1 Na—1 . . . .
121 _ (_12)1 — %( (a=1)7F _ e(a_l)alTn) — _%(e% —|—33u%) = —em‘ncos(%)
D’ou
/+oo ya-1 . e ain COS(@) _ 7 cos(%F) _ Yy
o x2+1 sin(ar) 2 sin(ar) 2sin(“)

Intégrale de fonctions ayant Ln(x) en facteur

Soit f une fonction holomorphe dans C \ A, A fini disjoint de R, telle que
lim, |, zf(z) = 0, alors f(x)Ln(x) est intégrale sur R, ; Il s’agit de calculer [ =
f0+°° f(x)Ln(x)dx.

On prend la détermination sur C \ R définie par Ln(z) = Ln|z| + iarg(z) avec
0 < arg(z) < 27

Le théoreme des résidus appliqué a f(z) (Ln(x))2 et au lacet I'(e,7,17) , nous
donne lorsque 7 — 0,€ — 0 etr — +o0

/(:Oof(x)(Ln(x))zdx — /()+oof(x) (Ln(x) +2i7‘c)2dx

= —4im O+oof(x)Ln(x) dx — 4% O+oof(x) dx (3.44)

= i Z{ residus de f(z)(LVl(Z))2 }

Sil’on sait calculer | = 0+°° f(x) dx la formule précédente fournit I = f0+oo f(x)Ln(x)dx.

Dans le cas ou f(x) est a valeurs réelles, par séparation des parties réelle et ima-
ginaire dans la formule précédente on obtient I et J.

+oo Ln(x) (Ln(z))?

0 (1+x)? (14z)?
2 2

tiplicité 2 en z = —1 d’ott Res({ZUE°, —1) = Tim,, 4 ((1+2)2EE0) — 2,

(1+z)% 7 (1+2)2
Alors [ = —1Re(—2im) = 0.

3.7.14 EXEMPLE. On veut calculer I = dx La fonction

a un podle de mul-

Formule sommatoire de Poisson

Soita > 0 et f une fonction holomorphe sur la bande Q) = {z € C||Imz| < a}
telle que |f(x +iy)| < 1%{2 pour toutz = x + iy € Q.
Par exemple f(z) = e~ "%,

On a alors la formule de sommation de Poisson :

3.7.15 THEOREME

Y f(n) = sz(n)

nez
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Démonstration: La fonction 2{;(2 2) — ades pdles simplesen z, = n € Z de résidu fz(z n)
Soit 0 < b < a, alors, le théoreme des résidus appliqué au contours suivant :
Yn=[-N—-1—ib,N+3—ibJUN+3—ib,N+3+ib|U[N+3+ib,—N — 3 —ib]

donne

™ eZzJ:rz dz = Zf

Comme par hypothese sur f, [f(n)| < 5 + o2, lasérie Y, f(n) converge.
Lorsque N tend vers +oo, les intégrales sur les segments verticaux tendent vers

f(z) _ [N+ f(x—ib)
comme /[ .71012—/ —————(z

N—1—ibN+1—ib] €277 — ~N-1 e2im(x=ib) _1

f(2) dz:_/N+% flx+ib)

et / . - -
[N+L4ib,—N—1+ib] €277 — 1 ~N-} e2in(x+ib) 1

on aura :
teo f(x+ib) (x —1ib)
Z f(n) - /_Oo eZm(x—Hb -1 dx +/oo e2im(x— p2im(x—ib) _ 9 -1 dx.

nez

0,

1

™ pimn(xib)
2imt(x+ib)| _ ,—2mb _ 2irtn(x+ib
‘ € <L eim(x+ib) _ 1 Ze

D’autre part, |e

1

sint(x—ib)| _ b I s 2irtn(x—ib)
et|e””‘ 1)’—37{ >1’62i7r(x—ib)_1 26217571—&-1 (x—ib) Ze
Ainsi

/ f x + ib) Z p2imn (x+ib) dx+/ f x — ib) 26217111 x—=ib) g
neZ

—_ —FZOO/"‘OOf x—|-lb) 2irtn(x+ib) dx—|— Z/ 217'm(x ib) dx.
— Z f( ) 2imnx dx + 2/ 217rn dx.
+oo -1 .
= LS00+ L fm) =2 f(n)

—0o0



3.7.17

3.7.18

3.7.20

3. Intégration curviligne et applications aux fonctions holomorphes: Annexe 58

3.7.3 Domaine simplement connexe

On a déja vu que si Q = C \ {0}, la fonction f(z) = 1 n’admet pas de primitive
dans (), par suite le théoreme de Cauchy-Goursat n’est pas valable pour ce domaine.
On remarquera la présence d’un "trou" dans ). On va s’intéresser aux domaines de
C dans lesquels toute fonction holomorphe admet une primitive. On appelle un tel
domaine, un domaine simplement connexe. On va montrer que pour tout domaine
simplement connexe, la formule de Cauchy est valable.

DEFINITION
Un domaine ) de C est dit simplement connexe si pour tout cycleI' de (J on a

Int(T') = {z € C; Indr(z) #0} C Q

ie.I'~0

Ceci est équivalent a dire que si z ¢ Q) alors Indr(z) = 0.

PROPOSITION
Dans tout domaine simplement connexe () tel que 0 ¢ (), il existe une détermination
du logarithme.

Démonstration: Comme () est un domaine simplement connexe et 0 € C \ (), alors

1
Indr(0) = 0 pour tout cycle I de Q). En particulier si f(z) = ~ J; f(z) dz = 0 et donc

f admet une primitive dans (), c-a-d qu’il existe une détermination du logarithme
dans Q. n

PROPOSITION
Tout domaine étoilé () est simplement connexe.

Démonstration: Quitte a faire une translation on peut supposer que a = 0.

Soit alors 7 : [a,b] — Q un lacet et z9 & Q fixé. Pour tout s € [0,1] posons I'(t,s) =
sy(t) et définissons le lacet T's par I's(t) = sy(t). On a pout touts € [0,1], I's est
un lacet de ) (car () est étoilé par rapport a 0) et I'1 = <. Puisque la fonction I est
continue sur le compact [a,b] x [0,1] son image K = Up<s<1T} est un compact de C
contenu dans Q) ( puisque 0 est un centre de (). Donc la distance § = dist(zo, K) est
strictement positive. Alors pour 0 < s < 1 on pose

b /
f(s) = Indr, (z0) = 2117t/a S;(Z)(i)z() dt = Ind, (%) (3.45)

Cette derniére égalité montre que la fonction f est continue puisque Ind.(.) est
continue sur C \ ¢*. Il s’en suit que la fonction f est constante, d’ou1 f(s) = f(1) =
Ind(zg). Or quand s — 0, 2 — oo (car zg # 0), d’olt pour s assez petit f(s) =
Ind, (%) = 0 et par suite Ind, (zp) = 0. n
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3.7.22 EXEMPLE. C,undisque, un demi-plan, C\R_, unebande B = {z € C;a < Im(z) <
b} sont des domaines simplement connexes.

3.7.23 Exercice Montrer que les ensembles précédents sont des domaines étoilés.

3.7.24 REMARQUE
1) Il existe des domaines simplement connexes et qui ne sont pas étoilés ; par exemple :
Q=C\R_U{z=t+i—c0 <t <0}
2) Les ensembles suivants ne sont pas simplement connexes :
i) Q=C\{0}.
(i) 'extérieur du disque unité Q) = C \ D(0;1).
(iii) Une couronne C(4;7;R) = {z € C;r < |z —a| < R} n’est pas simplement
connexe.

3.7.25 COROLLAIRE
Un domaine de C est simplement connexe si et seulement si toute fonction holo-
morphe sur ce domaine admet une primitive.

3.7.26 COROLLAIRE
Soit () un domaine simplement connexe de C et f € H(Q2). Alors pour tout cycle T
de Q et pour toutz € Q\I'* ona

Indr(2).f(2) = ﬁ /r g (_C)Z dé. (3.46)

3.7.27 COROLLAIRE (THEOREME DES RESIDUSPOUR LES DOMAINES SIMPLEMENT CONNEXES)
Soit () un domaine simplement connexe de C. Soit A un sous-ensemble discret de
Q. Alors pour toute fonction f holomorphe dans C \ A et tout cycle I' contenu dans
O\ A on a (la formule des résidus)

/rf(z) dz = 2im ) Res(f,a)Indr(a) (3.47)

aceA




