Chapitre 1

Espaces de Hilbert

Dans ce chapitre tous les espaces vectoriels sont sur le corps des complexes C ou
réels R. Pour A = a+ib € C, A = a — ib désigne son conjugué.

1.0.1 DEFINITION
Un espace préhilbertien est la donnée d"un espace vectoriel H sur le corps K (des
nombres complexes C ou réels R) et d"une application application de H x H — K,
(x,y) — (x,y), appelée produit scalaire, vérifiant les propriétés suivantes :
(11) (y,x) = (x,y). (le produit est Hermitien)
(12)
(13)
(14)

(15)

x+y,z) = (x,z)+ (y,z) pour tout x, y,z € H.
ax,y) = a(x,y) pour tout x,y € Heta € C.
x,x) > 0 pour tout x € H.

o~ o~~~

x,x) =0 < x=0.

1.0.2 REMARQUE
1. Une application qui vérifie les conditions (I2) et (I3) est appelée forme sesqui-
linéaire.
2. Une application qui vérifie les conditions (I1), (I2) et (I3) est appelée forme
hermitienne.

3. Side plus elle vérifie (I4) est on dit que c’est une forme hermitienne positive.

4. Si elle vérifie (I1), (12), (I3), (I4) et (I5) on dit que c’est une forme hermitienne
positive et non-dégénérée ou tout simplement un produit scalaire.

5. L'application de H dans R définie par ||x|| = \/(x, x), est appelée la norme
induite (du produit scalaire). On va montrer que c’est bien une norme.

On notera que (x,ay + Bz) = &(x,y) + B(x,z), on dit que le produit scalaire est sur
un espace vectoriel complexe est linéaire par rapport a la premiere variable et anti-linéaire
par rapport a la seconde variable. Sur R, on a la symétrie (x,y) = (y,x), et (H,(-,-)) est
appelé espace préhilbertien réel.
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EXEMPLE. L'espace R" est un espace préhilbertien réel, oii le produit scalaire sur R" est

défini par
(x,y) =Y Sk, 1.1)
k=1

pour tout x = (&1, -+ ,Cn),y = (1, - -+, n) € R™. Le produit scalaire défini par(1.1) est
appelé produit scalaire stetard sur IR".

EXEMPLE. L'espace C" est un espace préhilbertien ot le produit scalaire est défini par

(x,y) =) STl (1.2)
k=1

pour tout x = (&1, ,8n),y = (71, -, nn) € C". Le produit scalaire défini par (1.2) est
le produit scalaire stetard sur C".

EXEMPLE. Soit A = (a;j)1<i,j<n € M;(C) une matrice hermitienne,
1.e. Cli]' = El]'l'.
Alors l'application f4 de C x C dans C définie par fa(x,y) = (Ax,y) est une
forme hermitienne.
— fa est positive si et seulement si les valeurs propres de A sont positives.
— fa estun produit scalaire si et seulement si les valeurs propres de A sont stric-
tement positives.

EXEMPLE. Soit £2(N,C) = {x = {Zi}ken : &k € C, Y |Gkl* < o0}

k=1
D'apreés I'inégalité | 7x| < |&k[* + 7],
Y 18kl < Y lekl* + ) Il
k=1 k=1 k=1
pour tout x = {&},y = {m} € ¢*(IN), on en déduit que la série ) &jx converge
k=1

absolument. Ceci nous permet de définir
(x,y) =) Cifrs
k=1

il est facile de voir que (x,y) est un produit scalaire, qu’on appelera le produit sca-
laire stetard de ¢?(IN, C). Ainsi ¢?(IN) est un espace préhilbertien .

. 1/2
La norme induite par ce produit scalaire est || x|, = (Z |Ck|2> .
k=1

EXEMPLE. L'espace de Lebesgue L?([a,b]) des classes d’équivalences de fonctions
mesurables x : [a,b] — C, pour la relation d’équivalence définie d’égalité presque
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partout, et telle que fab |x(t)|?dt < oo, est un espace préhilbertien, muni du produit
scalaire

b R
(e9) = (o) = [ 2Oy

D’apres I'inégalité [x(¢) y(t)] < |x(£)> + |y(t)|?

/ab|x(t)y(t)| dt < /ab|x(t)|2dt—i—/ab YO dt < oo

pour tout x,y € L?([a, b]), on peut alors définir

oy = [ 2O yD

il est alors facile de vérifier que (x,y) est un produit scalaire, qu’on appelera produit
scalaire stetard de L?([a, b]). Ainsi L?([a, b]) est un espace préhilbertien . Ce produit

1
scalaire induit la norme |[|x||2 = (fab |x(t)]? dt)

Deux vecteurs x et y d"un espace préhilbertien H sont dit orthogonauxsi (x,y) =
0, on note ceci par x L y.

Pour deux vecters orthogonaux x et y on a (Théoréme de Pythagore) :
Il +yI1? = [1x[1* + Iy 1>

Soit y € H un vecteur unitaire (||y|| = 1), la projection de x € H le long de y est
donnée par x| = (x,y)y eton pose x; = x — x|.

Alors, x| est orthogonal a x|, car

(x1x)) = (x =)y (xy)y) = (xy)(xy) — (xy)(xy)({yy) =0
Ainsi d’apres le théoréme de Pythagore :
ol = [l 4+ 2L )1? = Nl 12+ x> = [x ) >+ [lxo]?

d’ottona ||x|| > |(x,y)|. Comme conséquence on obtient I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

THEOREME (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ)
Soit H un espace préhilbertien. Alors pour tout x,y € Hona:

[ )| < llx[lllyl
Démonstration: Siy = 0 1'inégalité est évidente. Sinon, on pose z = ﬁ et de ce qui
— [xy)l

précede on aura ||x|| > |(x, z) Tyl - .
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1.0.10 REMARQUE
La différence entre un espace préhilbertien réel et complexe est dans la conjugaison (I1) de
la définition 1.0.1. Mise a part la présence de nombre complexe conjugés, la plupart des
résultats et démonstrations sont valables pour les réels et les complexes.
Nous considérerons, sauf mention contraire, que les espaces vectoriels sont complexes,
en sous-entendant que la partie imaginaire doit étre ignorée si l'espace est réel.

1.0.11 PROPOSITION
Tout sous-espace vectoriel d"un espace préhilbertien est un espace préhilbertien

Démonstration: 11 suffit de voir que les propriétés (I1)-(I5) sont encore satisfaites par
la restriction du produit scalaire & un sous-espace vectoriel. m

1.0.13 THEOREME
Soit H un espace préhilbertien sur K, et x,y € H. Alors
(1) si(x,z) = (y,z) ou (z,x) = (z,y) pour toutz € H, alors x = y;
(2) lafonction || - || : H — Ry définie par ||x|| = 1/(x, x), est une norme sur H.

Proof: (1) D’apres la définition 1.0.1,
0=(xz) = (y,2) = (x,2) + (=1){y,2) = (x,2) + (-y,2) = (x —y,2)

pour tout z € H, en particulier pour z = x — y, d’ott (x — y,x — y) = 0. Il résulte de
(I1) que x —y = 0. De méme (z,x) = (z,y) (Vz€ H) = x =1y.

(2) On va vérifier les axiomes d’une norme, d’apres les propriétés du produit
scalaireon a:

1° |Ix|l = V{(x,x) > 0,et||x|| =0 <= /{(x,x) =0 <= x=0;

2° ||ax|| = \/ax, ax) = v/aw(x, x) = /|a(x,x) = |a|\/(x, x) = |al||x]|;

3° Comme
lx+yll> = (x+y,x+y)
= (x,x) +(x,y) + (v, x) + (v, v)
= [|x[1* + 2%Re(x,y) + [ly|]?
< lx[* 4 2/ (x, v)| + llylI?
< HxH2 + 2| x|| ||yl + HyHZ (d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz (2))
= (lxll + lyl)>

d’ot1 I'inégalité triangulaire. |
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REMARQUE

La norme ||x|| = +/(x,x) définie dans le théoreme précédent sur le préhilbertien H est
appelé norme induite par le produit scalaire (-,-). Le théoreme montre que tout espace pré-
hilbertien peut étre considéré comme un espace vectoriel normé. Dorénavant les propriétés
topologiques d’un espace préhilbertien sont entendues pour la norme associée.

Les espaces préhilbertiens sont des espaces vectoriels normés particuliers. Comme
tout espace préhilbertien est un espace vectoriel normé, il est natural de se demeter
sous quelles conditions un espace normé est un espace préhilbertien, c-a-d sa norme
est induite par un produit scalaire. Le résultat suivant nous donne une condition
nécessaire.

LEMME
Soit H un espace préhilbertien muni du produit scalaire (-, -). alors pour tout x,y €
Hona:

(a) (Uidentité du parallélogramme)

I+ ylI? + [l = ylI* = 2(1|x[1* + Iy [1*);

(b) (Uidentité de polarisation) Si H est réel alors

1
(ry) =5 (l+ylP = = yIP)

(c) (Uidentité de polarisation) Si H est complexe alors

3

1 . )
(ry) =5 1 Fl+itylP
k=0
Démonstration: Comme,
lx+yl> = (x+y,x+y) = x>+ (xy) + v x) + [yl (1.3)
et
x =yl = (x—yx—y) =[x = (xy) - 0+ yl* (1.4)

d’ou l'identité (a) par (1.3) + (1.4). i.e. dans le parallélogramme formé par les vec-
teurs x et y, la somme des carrés des diagonales est égale a la somme des carrés des
cOtés.

D’autre part, (1.3) — (1.4) =

lx + Y112 = lx = ylI* = 2({x,y) + (v, 2)), (1.5)

Alors si E est réel, on a (b). Si E est complexe, en rempl¢ant y dans (1.5) par iy, on
aura

lx + iy |1 — [lx — iy ||* = 2({x, iy) + (iy, x)). (1.6)
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x+y

FIGURE 1.1 —-l'identité du parallélogramme

finalement, (1.5) et (1.6) entraine
1
(x,y) = §(<x1y> + <y/x> + <x1y> - <y/x>)
1 o .
= §(<x,y) + (v, x) +i{x,iy) +i(iy, x))
1 . . . .
= gl +ylP = e =yl +illx + iy = illx = iy []*),
d’ou (c). n
1.0.17 THEOREME (VON NEUMANN)
Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

E est un espace préhilbertien si et seulement si sa norme vérifie 1'identité du
parallélogramme 1.0.15

Démonstration: ( voir la feuille de TD1) .

1.0.19 EXEMPLE. Soit C" = {z = (z1,...,2n) : z; € C} l'espace vectoriel complexe de
dimension #, muni de la norme

n
Izl = ) Izi]-
i=1

Montrer que cette norme, n’est pas issue d'un produit scalaire.

Démonstration: Si || - ||1 est issue d’un produit scalaire, alors l'identité du parallélo-
gramme, doit étre vérifiée, pour tout x,y € C". Soit H tel que x; = 1 et les autres
coordonnées sont nulles. Soit y tel que y, = 1 et et les autres coordonnées sont nulles
. Alors

x| = llylli =1,
et
[x+yll =[x =yl = 2.

Comme 8 # 4 l'identité du parallélogramme n’est pas satisfaite. m
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1.0.21 EXEMPLE. Soient a < b des réels. On munit l'espace des fonctions continues sur
[a,b], C([a,b]), de sa norme stetard ||.||«, de la convergence uniforme, définie par
[[x[[e0 = maxg<<p |x(t)].
La norme ||.||o sur C([a.b]) n’est pas induite par un produit scalaire.
N . L . o ot
En effet, on considere les fonctions x,y € C([a, b]) définies par x(t) = 1, y(t) = ==,
t € [a,b]. Alors

[€fleo = llylleo =1

et
—a
||x+y||oo—max 1+b =2
% = ylleo = max [1— =2 —1
e = 2820 —a| 7

Alors ||x +y||% + ||x —y||% # 2(||x]|% + |y||%), donc Uidentité du parallélogramme n’est
pas satisfaite et par suite la norme ne peut étre induite par un produit scalaire.
1.0.22 EXEMPLE. The space £¥(IN) (p > 1, p # 2) n'est pas un espace préhilbertien,
e}

oit (P(N) = {x = {&}: &k € Cke N, ) |&|" < oo} muni de la norme
k=1

Ixllp = (521 18[7)"7 pour tout x = {x} € €.
En effet, on prend x = (1,1,0,0,---) € ¢/, y = (1,—1,0,0, - - ) € ¢ et on calcule

Ixllp = llyll, =27, llx+yly = llx =y, =2

Donc l'identité du parallélogramme n’est pas satisfaite par suite {F n’est pas un espace.
Qu'en est-il de LP([0,1]) = {x:[0,1] = K: fo |x(£)|P dt < c0}?

1.0.23 EXEMPLE. Montrer que I'inégalité du parallélogramme n’est pas vérifiée pour L!([0, 1])
ce n’est donc pas un espace de préhilbertien.

Démonstration: Soit f = X[0,1/2] etg = X[1/2,1]- Alors HfH1 = HgH1 = %, et Hf—l—gH1 =

|f — gl = 1. Mais
1\2 1\2
124+12=2+41=2(= 2(=) .

Comme la norme est une fonction continue, le produit scalaire est alors aussi une
fonction continue de l'espace produit H x H .

1.0.25 THEOREME
Soit H un espace préhilbertien , {x,} et {y,} deux suites de H qui convergent res-
pectivement, vers x € H ety € H. Alors (x,,, y,) — (x,y) quet n — oo.
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Démonstration: D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|, yn) — 6y | < [, yn) — (0 ym) |+ 102 yn) — (2, y)]
|(xn = x, yn)| + (%, yn = y)|
(B

[xn = [ [yl + [ 1y = yll-

IN

Comme {y, } est convergente, {||y,||} est bornée. D’ou (x,,, y,) — (x,y) quet n —
0.

On peut aussi, en utilisant 1'identité de polarisation, voir que le produit scalaire
est une fonction continue car il s’écrit comme une somme finie de normes. m

Les espace préhilbertiens les plus importants sont ceux qui sont complets (en
tant qu’espaces métriques), ces espaces sont appelés des espaces de Hilbert.

1.0.27 DEFINITION
Un espace préhilbertien H est un espace de Hilbert s’il est complet par rapport a la
distance induite.

1.0.28 EXEMPLE. Les espaces R" et C" sont des espaces de Hilbert.
Plus généralement, tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.

1.0.29 EXEMPLE. L'espace de suites (2(N) = {x = {&}ken : &k € C,, ¥ |&k|* < oo} est un
k=1

espace de Hilbert.
Soit x" = (x)xeN une suite de Cauchy dans (*(IN).
Soit ¢ > 0, il existe alors un entier N(¢) > 0 tel que pour m,p > N(¢)
on ait ||x* — x7||» < e, ie.

“+o0

Z |xg — x,f]z < ¢ (1.7)

k=0

Ainsi, pour tout k € IN et tout m,p > N(e), |xj* — x| < ¢, ce qui veut dire que pour
tout k € IN, la suite (x}") e est une suite de Cauchy, par la complétude de C, elle converge
vers un point x, € C.

On pose x = (xx)xeN- D'apres 1.7, pour tout M € N et m,p > N(¢), ona

M +o0o
Yol =P Y =P <€
k=0 k=0

En passant a la limite lorsque m — 400, on obtient

M
PRETEE Z lim |x}' —x}|* = lim Z|x,< P <é
k=0

m—>+oo m—>+oo
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et finalement en faisant tendre M vers 40 on obtient : pour tout p > N(¢)
—+o0
Z |xk—x;f|2 <
k=0

ie ||x —xP|l2 < edoit x — xP € £2(N)
Comme € > 0 est arbitraire, on aura lim x" = x.

n——+0o
x = xNE 4 (x — xNE) € 2(N)
En conclusion, on a . "
Iim x" =x
n—-+4o0

1.0.30 EXEMPLE. L'espace L*([a,b]) est un espace de Hilbert.

1.0.31 EXEMPLE. Soit C([—1,1]) l'espace vectoriel des fonctions continues a valeurs dans C. Pour
tout x,y € H, on pose

o = [ sy,

-1

1/2
Alors (x,y) est un produit scalaire, de norme induite ||x||; = (f}l |x(t)|2dt) . H est
un espace préhilbertien mais pas un espace de Hilbert.

1.0.32 Exercice Trouver une suite de cauchy de C([—1,1]) pour lanorme ||.||» qui ne converge
pas.

1.0.33 DEFINITION
Soit (E, ||.||g et (F, |.||[r) deux espaces vectoriels normés. Une application ® : E — F
est une isométrie si : pour toutx,y € Eona

[@(x) = @)l = llx =yl

1.0.34 REMARQUE
Si @ est de plus linéaire, la condition précédente est équivalente a, pour tout x € E,

1) [F = [lx]e-

1.0.35 DEFINITION
Soit (Hj, (, )1 et (Hy, (, )2) deux espaces préhilbertiens.

1. Une application linéaire @ : H; — H> est une isométrie si : pour tout x € H,
[®(x)[]2 = [[x]lr-

2. L'application est dite unitaire si elle est en plus bijective.
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Exercice Montrer qu'une application linéaire ® : H; — H> entre espaces préhilber-
tiens est une isométrie si et seulement si pour tout x,y € H; on a

(@(x), ®(y))2 = (x =y

Tout espace préhilbertien peut étre plongé dans un espace de Hilbert par com-
plétion.

THEOREME
Soit (H, (,)) un espace préhilbertien.

Il existe un espace de Hilbert (#, (,)) et une isométrie linéaire ® : H — #H tels
que ®(H) soit dense dans H.

On dit que H est un complété de H. Ce complété est unique a isomorphisme
isométrique pres.

Démonstration: C’est une conséquence des théoremes de complétion d"un espace mé-
trique et de 'unicité du prolongement des applications uniformément continues
(voir cours de topologie). n

1.1 Orthogonalité

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour des espaces réels, si x,y sont tous
les deux non nuls, alors

i< Wy
=l lyl

et donc I’angle entre x et y peut étre défini

0 =cos ! <H3<:‘C”|]|/;H> .

Pour les espaces complexes, le probleme est plus difficile, comme le produit scalaire
(x,y) est a valeurs complexes il n’est pas clair ce que “angle" signifie dans ce cas.
Néanmoins, un cas particulier, trés important, peut étre considéré, a savoir le cas

(x,y) =0.

DEFINITION
Soit H un espace préhilbertien sur K. Deux vecteurs x,y € H sont dit orthogonaux
si (x,y) =0, etqu’onnote x_Ly.

On va généraliser cette notion, a des ensembles.
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1.1.2 DEFINITION
Soit H un préhilbertien et soit A un sous-ensemble de H. un vecteur x € H et 1’en-
semblet A sont dit orthogonaux dans H si x est orthogonal a tout vecteur de A,
qu’on note x L A. Le complémentaire orthogonal de A est I'ensemble

At ={xecH:x1A}(={x€H:xlaVac A} ={x € H:(x,a) =0Yac A}),

i.e. 'ensemble A formé des vecteurs de H qui sont orthogonaux a tout vecteur de
A(Si A= Q@then AL = H).

Soient M et N deux sous-ensembles de H. M et N sont orthogonaux si pour tout
x € M,y € N, xLly, etquonnote M_LN.

1.1.3 EXEMPLE. SiE = R3et A = {(ay,a,,0) : ay,a0 € R}, alors A+ = {(0,0,x3) : x3 €
R},

1.1.4 LEMME
Si E est un préhilbertien et A C E then:
(a) (Le théoréme de Pythagore) Pour tout x,y,z € Eavecz = x+yetxLly, ona
Izl = flx[1 + llyl*
(b) 0€ AL
(c) Si 0€ Aalors AN A+ = {0}, autrement AN A+ = Q.
(d) {0}+ =X, E+ = {0}
(e) Si A contient une boule ouverte B(a,r) pour un certain a € E et r > 0, alors
A+ = {0} ; en particulier, si A est un ouvert non vide alors A+ = {0}.
f) Si A estdensedans E, ie. A = X, alors A+ = {0}.
¢) SiB C A, alors At C Bt
h) A* estun sous-espace fermé de E.
i) AcC (Ah)L

Démonstration: ~ (a) Comme |z]|? = |[x+y|*> = (x+y,x+y) = ||x]|>+ (x,y) + (v, x) + |ly||*> =
]2+ 1yl car x Ly Gie. (x, ) = (y,x) =)

(b) Comme (0,a4) = 0 pour touta € A,ona0 € A™t.

(c) D'apres (b), {0} € AN AL.On suppose que x € AN AL, Alors (x,x) = Oet
donc x = 0 d’aprés la définition du produit scalaire.

(d) Si A= {0}, x € Eona (x,a) = (x,0) = 0 pour touta € A, dotix € A" et
par suite AL = E.Si A = Eetx € At alors (x,4) = 0 pour tout 2 € X. En
particulier, en posant a = x donne (x,x) = 0, qui entraine que x = 0, donc
X+ c {0} et X+ = {0}.

(e) Soit x € A+.Si x = 0iln’y arien a faire. Si x # 0, on note que A D B(a,r),
alors a € A qui donne (x,a) = 0. Mais on a aussi 4 + S € B(a,r) C A, on
doit donc avoir

rx r
0= <x,a+> = (x,a) + = (x,x),
2]|x|] 2| |x]]

qui entraine r = 0, qui est contradictoire. Ainsi A+ = {0}.
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(f) Supposons que x € At. Comme A = X, il s’ensuit qu’il existe une suite
{xn} de A telle que x, — x as n — oo. Notons que (x,x,) = 0 pour tout
n € IN, d’ou, par continuité du produit scalaire (cf. Theorem 1.0.25),

(x,x) = nh_r}rgo(x, xn) =0,
etalors, x = 0.

(¢) Soitx € Bt eta € A. Alorsa € B (car A C B), d’ot {x,a) = 0 pour tout
a€ A onaurrax € AL, donc BX ¢ AL.SiB C A, alors A- C Bt.

(h) Soit x,y € A, &, B € K. Alors

(ax + By, a) = a(x,a) + Bly,a) =0,

etax + By € AL, et donc A~ est un sous-espace vectoriel de E. Soit {x, } une
suite de A+ telle que
{x,} converge vers x € E. La continuité nous donne

(x,a) = ggo(xn,a} =0.

pour touta € A. Ainsi x € A+ et AL est fermé.

(i) Soita € A. Pour tout x € A+, {(a,x) = (x,a) = 0,d’otra € (A+)* c-a-d
AcC (AN ]

1.1.6 PROPOSITION
Soit F un sous-espace vectoriel d'un préhilbertien E. Alors x € F* si et seulement si
|lx —y|| > ||x|| pour touty € F.

Démonstration: (=) Soit x € F*, pour touty € F, x Ly, et x 1 (—y). D’apres (a) du
Lemme 1.1.4,

lx = ylI2 = llx ]I + 1 (=1)ylI* = lx]* + [y 1> > [l«]|*.

(<) Supposons que ||x — y||* > ||x||? pour tout y € F. Soity € F.Siy = 0 alors
(x,y) =0.Siy # 0, alors ay € F pour tout « € K car F est un sous-espace vectoriel.
Ainsi ) )
17 < flx = ay]
= (x —ay,x —ay)
= [l + la2lyl* — afx,y) — a(x,y).
En posant & = (x,y) /||y||* dans l'inégalité, on aura
’<x1y>’2HyH2 _ ’<x1y>’2 _ ‘(x/]/”z 0
lyl1* lyl12 lyll> —

qui donne (x,y) = 0 pour tout y € E\{0}, alors pour touty € F. D'ottx € F-©. g
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1.2 Systémes orthonormés

1.2.1 DEFINITION
Un systeme {x; };c; de vecteurs d'un espace vectoriel H sur K est un systéme libre
si pour toute partie finie | C I la combinaison linéaire finie
Yjcj Ajxj = O siet seulement si A; = 0 pour tout j € .
En d’autres termes, le vecteur nul 0 a une écriture unique dans

vect{{x;}icr} := {E)\jx]- | pour toute partie finie ] C I et A; € IK} .
j€]

1.2.2 DEFINITION
Un systeme {x;};c; de vecteurs d'un espace préhilbertien H sur K est un systeme
orthogonal si, (x;,x;) = 0pouri,j € I tels que i # j; en d’autres termes, le systeme
est constitué de vecteurs de H orthogonaux deux a deux.

1.2.3 DEFINITION
Un systéme orthogonal {x;};c; de vecteurs d’un préhilbertien H est un systéme or-
thonormé si ||x;|| = 1 pour touti € I.

1.2.4 REMARQUE
Dans le cas particulier oir I = IN ( ou dénombrable ), un systeme orthonormé (respective-
ment orthogonal) {x, }neN est appelé parfois suite orthonormée (resp. orthogonale).

1.2.5 EXEMPLE. Dans R" (ou C") muni du produit scalaire standard le systeme {eq,-- - ,en},
donné par

e1=(1,0---,0),e=(0,1,0---,0),...,ex = (0,---,0,1,0,- - ,0),...,en = (0,...,1)
k-1
est une suite orthonormaée.
1.2.6 EXEMPLE. L'espace de Hilbert ¢*(IN), muni du produit scalaire (x,y) = Y _ &, le sys-

k=0
teme {ey, }nenN, donné par

e, =(0,---,0,1,0,--- or everyn € IN,
n=( 1 ) f Y
e

1 sii=j )
- J . (le symbole de Kronecker), est une suite orthonormée.

en = (O )kens it Oj; = {0 i ]
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1.2.7 EXEMPLE. L'espacede Hilbert L?|—rt, ] muni du produit scalaire (x,y) = [™ x(t)y(t)dt,
le systeme {e,}, pour n € Z = {0,4+1,+2,---}, ot la fonction e, : [—m, ] — C est
définie par

e™  pour tout t € [~ 7).

Alors pour tout n,m € Z, on a

7 27T —7T O Sln # -

Ainsi {ey, ez est une suite orthonormée, appelée suite trigonométrique.
On considere { fo, 1,81, f2, 82, - - }, oit la fonction fy : [—7t, 1] — R est définie par

fo(t) = L pour tout t € [—1t,7,],

V2

et pour tout n € IN*, les fonctions f,, gy : [—7, 1] — R sont définie par

fu(t) = ! cosnt et (t) = ! sinnt pour tout t € [—71, 7T
n - ﬁ gﬂ - ﬁ p 7 .
on montre aussi que { fo, f1,§1, f2, g2, - - - } est une suite orthonormée appelée suite trigono-
métrique réelle.
Ces fonctions seront considérées plus en détails au chapitre sur les séries de Fourier.

1.2.8 LEMME (IDENTITE DE PYTHAGORE ET INEGALITE DE BESSEL)
Soit H un espace préhilbertien .

(i) Soit {x1,...,xN} un systéme de vecteurs orthogonaux alors on l'identité de
Pythagore suivante :

1+ ..+ xnl? = lal®+.. .+ [[xn])?

(ii) Soit {e, }nen une suite orthonormée de H, on a alors :

N

Vx € H , & ) )
x||? = xe) 24 Jlx— Y x,e)e
(a) {VNGIN [ x]] k;)|< ikl k;()< k)ex|

(b) I'inégalité de Bessel

Y el < llx)?

n>0

Démonstration: (i) Par récurrence a partir de l'identité de Pythagore pour 2 vec-

teurs.
N
(i) (a) On écrit x| = Z,I(\]:O(x, eprepetx, =x— Z(x, ey ) ek
k=0
Alors, x| L x| et comme x = x| + x on aura d’apres I'identité de Pytha-

gore [|x[|? = [|xy|[* + [lxL ]|
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(b) D’apres (a), pour tout N entier > 1 et en minorant simplement ||x, ||? par
N
Oonaura ) _ |(x,e,) |> < ||x||%, et par passage a la limite quet N — +co on

n=0
obtient 1'inégalité de Bessel. n

Une conséquence du lemme précédent est, si on se donne dans un espace préhil-
bertien H une suite orthonormée {e, },cn, alors pour tout x € H la série de terme
général ((x,e,)e,) est absolument convergente, et si H est en plus complet alors la
série est convergente.

PROPOSITION
Soit H un espace de Hilbert et {e,, } ,c une suite orthonormée.
Soit (&, )yeN une suite de scalaire.

La série ) | aye, converge dans H si et seulement si () yen € 2(IN).
nelN

Démonstration: Puisque H est complet la série converge si et seulement si elle vérifie
le critere de Cauchy.
Pour tout m, p € IN p > m, l'identité de Pythagore nous donne :

P m P 14
1Y anen — Y anen> =11 Y anenl?= ) |anf
n=0 n=0

n=m-+1 n=m+1

ainsi la série ), .y &€, est convergente si et seulement si la série réelles a termes
g 2 2oL LB
positifs Y, e |an | vérifie le critere de Cauchy, donc converge car R est complet. g

REMARQUE
Dans le cas particulier ot la suite (a,),en est la suite ((x,e,))nen, l'inégalité de
Bessel nous assure de I'appartenance de cette suite a ¢2(IN).

Ainsi, on une application ® : H — (?(IN), définie par ®(x) = ({x,en))neN-
Cette application est linéaire, car le produit scalaire est linéaire par rapport a x et
I'inégalité de Bessel assure la continuité de Cette application :

Ie(x)ll2 =} [{x,en)]* < flx[|*.
nelN
Finalement, la proposition précédente entraine sa surjectivité, en effet, pour toute

suite (a,)nen € £2(IN) le vecteur Y, o anen € H et vérifie (Y, o &nen) = (an)nen-

L’application sera bijective si on est dans la situation suivante

DEFINITION
Soit H un espace de Hilbert. Une suite orthonormée {e, },en est une base hilber-

(x,en) =0
VnelN

tienne si { = x=0.
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1.2.14 REMARQUE
Une suite orthonormée est une base hilbertienne si et seulement si ’application ®
de la remarque 1.2.12 est injective.

1.2.15 THEOREME
Soit H un espace de Hilbert et {e,, } ,e est une suite orthonormée.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) {en}nen est une base hilbertienne
(i) Vx € H,x =Y ,cn{(x, en)en.
(iii) Vx € H, ||x||*> = L en [{x, en)|?. (1'identité de Parseval)

Démonstration: 1. (i) = (ii) Pourtoutj € N, (x — Y_ (x,ex)eq, ¢j) = (x,¢;) — (x,¢) =
nelN
0, alors I'hypothese (i) entraine x — Z (x,en)en =0ie.x = Z (x,en)en.
nelN nelN
2. (ii) = (iii) D’apres le (ii)-(a) du lemme 1.2.8, on a pout tout N € IN,
x[2 = ) |(x, ex)|? + ||x — ) (x,ex)er]|*. Ainsi, lorsque N — +c0 on
0<k<N 0<k<N
obtient I'identité de Parseval.
3. (iii) = (i)
(x,e,) =0

et 'identité de Parseval, on en dé-
VneN

Comme par hypothese on a {

duit que ||x|> = 0i.e. x = 0.

1.2.17 REMARQUE
Si {en }nen est une base hilbertienne de H, I'identité de Parseval entraine que || P (x)||2 =
Yen [{x,e4)]? = ||x]|*> d’ott @ est une isométrie, donc injective et par la remarque
précédente, on obtient ainsi une application unitaire de H dans ¢/?(IN).

1.3 Projection hilbertienne

1.3.1 DEFINITION
Un sous-ensemble C d"un espace vectoriel E est dit convexe si, pour tout x,y € C
aettout A € [0,1],onaAx+ (1 —A)y € C.

En d’autre termes, C est convexe si, pour tout x,y € C, le segment dans E joi-
gnant x est y est contenu dans C.
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1.3.2 THEOREME (PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME)
Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H.
Alors pour tout x € H, il existe un unique g € C, noté Pc(x), tel que

I~ gll = d(x,C) = inf [lx — al|.

De plus, Pc(x) est caractérisé par les propriétés

Pc(x)eC
{ Re(x — Pc(x),y —Pc(x)) <0 VyeC (1.8)

Cette inégalité traduit le fait que I’angle entre les vecteurs x — Pc(x) et y — Pc(x)
est obtus.

Démonstration: Soit v = inf{||x —a|| : a € C}. Par définition de 7, il existe une suite
{gn} de C telle que
o= llx=qull = v (n—o0). (1.9)

Comme C est convexe, il s’en suit que

n 42-%1 € C pour toutn,m € IN.
D’ou
x— W‘T% > v pour tout n,m € N.

L’identité du parallélogramme appliquée a x — g, et x — g4, nous donne

190 = qml1* = [1(gn — ) + (x — qum) |I”

= 2/|qn — x>+ 2[|x = gu 1> = (g0 — qu) — 2x|?

2 (1.10)
Y — In + qm

= 2[lgu — x|* +2]lx — 4[| — 4 >

<292 4292 — 492

Ainsi {g,} C C est une suite de Cauchy (1.9), et donc converge vers un point g € C
car C est un fermé de H, donc est lui méme complet. Par suite ||x — g|| > y.D’apres
la continuité de la norme (1.9), on aura ||x — q|| = . Ce qui donne l'existence de g .
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Pour 1'unicité on suppose qu'un w € C vérifie ||x — w| = 7. Alors (¢ + w)/2 €
C car C est convexe, et donc ||x — 3(g + w)|| > 1. L'identité du parallélogramme
appliquée a x — w et x — g donne

0< lg—w|| <49*—49*=0

Alors w = g, d’ot1 'unicité.
Enfin, étant donné y € C, pour tout A €]0, 1] le vecteur (1 — A)Pc(x) + Ay — x,
de sorte que 0 < ||(1 — A)Pc(x) + Ay — x||2 — || Pc(x) — x||?
= [|(Pc(x) = x) + Ay — Pc(x))|* — || Pc(x) — x||?
= —2ARe(x — Pc(x),y — Pc(x)) + A?|ly — Pc(x)||*> d’ott Re(x — Pc(x),y — Pc(x)) <
3lly = Pe(x)|?
21y —tc :
En faisant tendre A vers 0%, on en déduit que Re(x — Pc(x),y — Pc(x)) < 0.
Inversement, si Re(x —w,y —w) < 0, Vy € C, pour un certain w € C, alors
on obtient ||(1 — A)w + Ay — x||> — ||w — x||* > 0 et en faisant tendre A vers 1~, on
obtient ||y — x||> — ||w — x||> > 0, Vy € C, c-a-d que w = Pc(x).

En particuliersix = Oona:
COROLLAIRE

Tout ensemble convexe fermé d'un espace de Hilbert a un unique élément de norme
minimale.

Si F est un sous-espace vectoriel de H, alors F est convexe, d’ou

COROLLAIRE (THEOREME DE LA PROJECTION HILBERTIENNE)
Soit F un sous-espace vectoriel fermé de 1’espace de Hilbert H et soit x € H.
Alors, il existe un unique g € F, noté Prx, tel que

—q|| =d(x,F) :=inf ||x — a||.
I~ qll = d(x, F) = inf |1x —
De plus, Prx est caractérisé par les propriétés

{ Pex eV (1.11)

(x —Prx,y) =0 VyeV
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Démonstration: L'existence de Pr est assuré par le théoréme précédent. Il reste a établir
la caractérisation.
Soit x € H et q = Prx. Pour touty € F,y +q € F en appliquant la caractérisation
du théoréme précédent, on a Re(x — q,y) = Re(x —q, (y+49) —q) <0
En remplacant y par —y, iy et —iy on obtient Re(x — q,y) = 0 pour tout y € F.
Inversement, si Re(x —w,y) = 0,Vy € F, pourun certainw € V, alors Re(x —w,y —w) =
Oet [|[(1—A)w+ Ay — x||? — ||w — x||*> > 0 et en faisant tendre A vers 1~, on obtient
ly — x||?> — |[w — x||* > 0, Vy € F, c-a-d que w = Px.

La méme démonstration est valable si on suppose seulement que H est un espace
préhilbertien par contre F doit étre un sous-espace complet

1.3.7 COROLLAIRE (THEOREME DE LA PROJECTION : LE CAS PREHILBERTIEN)
Soit F un sous-espace vectoriel complet de I'espace de préhilbertien H et soit x € H.
Alors, il existe un unique g € F, noté Prx, tel que

Ix —qll = d(x,F) = inf |[x —a].

De plus, Prx est caractérisé par les propriétés

{ Pex eV (1.12)

(x—Prx,y) =0 VyeV

Cas particuliers : Soit H un espace préhilbertien.
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie 7 et on suppose fixée une base

B = {¢1/---/¢n} de F.
Alors pour tout x € H, la caractérisation de la projection de x sur F, 1.11 devient

R o i
{ Trouver U = Y' ; u;¢p; € F solution de (1.13)

AU =B
olt A = (aij)1<ij<n avec ajj = (¢;, ;), est la matrice de Gram du produit scalaire
b
dans la base B et B = © | otb; = (x,¢).
by
En effet, la caractérisation 1.11 (x — U,y) = 0, Vy € F est équivalente a : pour

toutj € {1,...,n}, (u— Y wig;, ¢;) = 0ie. Yily ui(¢i, ¢;) = (x,¢;) qui n’est autre
que le systeme d’équations AU = B.

1.3.8 Exercice Montrer que la matrice de Gram est définie positive.

1.3.9 EXEMPLE. Approximation par les moindres carrés.
Soit n nombre réels strictement positifs p; > 0,i € {1,...,n} fixés appelés “poid-

7”7

S .
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Etant donné un nuage de n points (x;,;)1<i<, de R?, que l’on désire “ajuster”
au mieux par une droite affine par rapport a la norme relativement a aux poids.
On cherche alors & minimiser la fonction f : R?> — R, définie par f(s, t) =

n
Z pi (yi —sx; — t)2 .On veut alors utiliser le résultat sur les projections hilbertiennes.
i=1

Pour cela on prend pour H l'espace des fonction définie sur I’ensemble fini
{x1,...,x,} etavaleursdans R, i.e. H = {f : {xq,...,x,} — R}, et comme produit
scalaire I’application définie par :

n
fr8 € H (f,8) =} pif(xi)g(x:)
i=1
Exercice Montrer que (H, 85) est un espace de Hilbert

Comme on veut approcher ce nuage de points par des droites affines, on va
choisir pour F l'espace vectoriel des droites affines,i.e. F = {f € H|3c,d € R, f =
cpr +dpo} ot po(x) =1 et py(x) = x pour tout x € {x1,...,%,}.

La fonction qui nous intéresse est la fonction f € H définie par f(x;) = y; et sa
projection sur F, Prf = a¢; + bepg est solution du systeme 1.12.

On est donc ramener a résoudre le systeme

<<¢1/¢1> <4>0/<P1>> (ﬂ) _ <<f/4>1>>

(¢1,P0) (Po, o)) \b (f, o)

<Z?—1 pix; Lia Pixi> <ﬂ> _ (27—1 piyixiz>
Yimipixi Li—ipi ) \b L1 PiYi

-1
<a> _ (2?4 pix} Lia Pixi) (Z?_l piyixiz> ,
b Yiiipixi Yita pi Yi1 piyi
EXEMPLE. Soita < b deux réels et p :]a, b|— R une fonction continue et intégrable

sur [a,b]. Soit H = C°([a,b]) I'espace des fonctions continues sur [a,b], muni du
b
produit scalaire (f,g) := / p(x)f(x)g(x)dx (c’est un espace préhilbertien).

ce qui revient a

d’ou

Soit F, := R, [X] l’espage des polyndmes de degré < n. F est de dimension n 41
et{1,x...,x"} estune base de F .

Alors pour tout f € H, la projection orthogonale Prf = Y, a;x, de f sur F est
déterminée par le systeme

L1 (1) - QLN fao (£, 1)

(L") (x,x") o (x%x") ) \an (frx")
Par exemple si p = 1 et [a,b] = [0,1], la matrice de Gram du produit scalaire
dans la base {1,x...,x"} est la matrice A = (a;j)o<; j<n OU a;; = ﬁ cette matrice
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est appelée matrice de Hilbert. En analyse numérique, cette matrice est connue pour
étre “mal conditionnée” Grosso modo cela veut dire, que si l'on perturbe le second
membre, 'ordre de l'erreur relative sur la solution du sytéme est tres grande par
rapport a l'erreur relative sur le second membre.

C’est pour cela qu'’il est parfois utile de prendre des bases orthogonales ou ortho-
normées, une fois qu’on les a déterminé, les calculs dans ces bases sont plus faciles.

La section suivante nous explique comment y parvenir.

1.3.1 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Etant donnée une suite libre {e, },cn d'un espace préhilbertien H on voudrait
construire une suite orthonormée { f, },c telle que pour tout p € IN* on ait
VeCt{fn}lgngp = VeCt{en}lgnSP

1.3.12 THEOREME
Soit H un espace préhilbertien de dimension infinie.
Soit {ey, } e+ une suite libre de vecteurs de H.
On pose pour p € IN*, V,, := vect{e, }1<n<p-
Alors, la suite { f, } e+ définie par une récurrence :
ep— pr 1 (ep)

fi= fap etPOUT P 22, fy = g

est une suite orthonormée telle que Vect{ fl, o fpt =
Cp+1 — 1 1<e;7/ >f
lep1 — XLy {ep e fill

En fait, onapour p > 1, f41 =

Démonstratian On raisonne par récurrence : Comme la suite est libre e; # 0 par suite
f1= H i vérifie bien || f1|| = 1.

Supposons que fi, ..., f, sont déja obtenus et que V), = vect{fi,..., fp}.

Soit Py, (ep+1) la projection orthogonale de ¢, 1 sur V), d"apres la caractérisation
de la projection on a

(ep+1— Py,(ep+1),y) = 0 pour touty € V), en particulier, e,1 — Py, (ep11) est or-
thogonal aux vecteurs f, ..., f, et on obtient un systeme orthonormé f1, ..., fp, fp11

ep+1— Py, (ep41)

llep-+1—Py, (ep1)Il”

Il reste a determiner Py, (e,+1) dans la base orthonorme {f, ..., fp}.

Si on écrit Py, (ep11) = Y7 Aifi, alors (Py,(ept1), fi) = A; et d’autre de la carac-
térisation précédente on a (PVP (ep+1), fi) = (ep+1, fi), finalement

Py, (ep+1) = Zl 1 Aifi =Y 1<3P+1/f1>f

en posant f, 1 =

1.3.14 EXEMPLE. Soit H = C°([—1,1]) muni du produit scalaire (f, ¢) fo g(x)dx
avec p(x) = \/11_7
Alors la suite orthonormée obtenue a partir de la suite des monomes {1, x, 2,
est la suite des polynéme de Tchebychev P, = cos(nArcos(x)), n € IN.

L)
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1.4 Somme directe

1.4.1 DEFINITION
Soient W et U deux sous-espace vectoriels d"un espace vectoriel V tels que WNU =
{0} et tout élément x € V peut s’écrire sous la forme x = y + z pour un certain
y € Wetz € U. Dans ce cas on dit que V est la somme directe de W et U, et on
écrit V.= W 4 U. On suppose en plus que V est un espace préhilbertien et W_LU.
On dit dans ce cas que V est une somme directe orthogonale de W et U, et on écrit
V=WeoUu.

1.4.2 THEOREME
Soit F un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. On a les propriétés
suivantes :

1. Tout x € H a une décomposition unique :
X = P]:X‘F (I — Pp)x

avec Prx € Vet Prix = (I — Pp)x € Ftie. H=F®F*.

2. ||x|f* = [|Pex ]| + [| P x||?

3. L'application Pr : H — F est linéaire continue et pour tout x € H, | Prx|| <
]I-
IPe]l = 15i F £ {0},

4. Pr o Pr = Pr (i.e. Pr est idempotent)

5. Pour tout x,y € H on a (Prx,y) = (x,Pry) (i.e. Pr est un opérateur auto-
adjoint)
L’'application Pr : H — F est appelée la projection orthogonale de H sur F.

Démonstration: 1. D’apres le théoreme de la projection hilbertienne, Vx € H

(x — Prx,y) = 0 pour tout y € F, donc x — Prx est orthogonal a F.
Ainsi x = Ppx + (x — Pex) € F+ F- d’'ou H = F + F.
La somme est directe car si x € FN F* alors ||x||?> = (x,x) =0,donc FNF+ =
{0}.

2. Comme x € H s’écrit x = Prx + (x — Prx) avec Prx € F et x — Prx € Ft,
d’apres Pythagore on aura ||x||? = || Prx||? + ||x — Prx|?

3. On montre que l'application Pr est linéaire en utilisant la caractérisation 1.11
et l'unicité de la projection. Ainsi Prx + Pry est le projeté de x + y et par unicité
il est égal a Pr(x + y), de méme APpx = Pr(Ax).
D’apres ||x||?> = ||Prx||?> + ||x — Prx||?, on a ||x|| > ||Prx]||, d’ott Pr est continue
et de norme || Pr|| < 1.
SiF # {0}, onapourx € F— {0}, Ppx = x d’ou || Prx|| = ||x||, ce qui entraine
| Pe|| > 1. En conclusion, les deux inégalités nous donne || Pr|| = 1.
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4. Clairement, pour tout x € H,on a Pp(Prx) = Ppx.
5. Soient x,y € H, d’apres la caractérisation 1.11 et Pry € F on a
(x — Prx, Pry) = 01i.e. (x, Pry) = (Prx, Pry).
De méme (Prx, Pry) = (Pry, Prx) = (y, Ppx) = (Prx, y).
Ainsi (x, Pry) = (Prx, y). n

1.4.4 REMARQUE
Les mémes propriétés sont valables pour (I — Pr) = Pr., oit I est ’application iden-
tité de H.

Maintenant qu’on a étudier I’orthogonal F* de F, on peut passer a celle de F-+
l'orthogonal de F*.

1.4.5 COROLLAIRE
Soit F un sous-espace vectoriel fermé d"un espace de Hilbert H. Alors F++ = F.

Démonstration: D’apres (i) du Lemme 1.1.4 on a F C F*1. Maintenant on suppose
que x € F++, alors, il existe un unique y € F etz € F* tel que x = y + z. Comme
yeYetxe Y, 0= (y,z) = (x,z). Alors

0=(xz)=(y+z2) = (y,2) +(z2) = |z|*.
d’oti z = 0etdonc x =y € F. Ainsi F-+ C F, ce qui termine la preuve. m

Si F n’est pas fermé, le résultat précédent n’est plus vrai car F+

fermé. Neanmoins on a :

est toujours

1.4.7 COROLLAIRE
Soit F un sous-espace vectoriel d"un espace de Hilbert H. Alors

1. FtL =TF

2. T est dense dans H si et seulement si F+ = H.

Démonstration: Comme F C F, il s’en suit de (g) du Lemme 1.1.4 que F'C Flet

donc FL+ c T D’apres le corollaire précédent, I = F, et donc FiL C F.
D’autre part, d’aprées (i) du Lemme 1.1.4, F C F +L mais F1+ estun fermé F C F+-+.
D'ou Ft+ =F. m

1.4.9 REMARQUE
D’apres le corollaire précédent, F-+ est le plus petit fermé contenant F.

1.4.10 Exercice Soit H un espace de Hilbert, M un sous-espace fermé, et N un sous-espace
de dimension finie de H. Montrer que M + N est un sous-espace fermé de H.
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DEFINITION
Soit H un espace de Hilbert. Un endomorphisme P : H — H est un opérateur auto-
adjoint ( ou hermitien) si (Px,y) = (x, Py) pour tout x,y € H.

Exercice Soit P un opérateur auto-adjoint d"un espace de Hilbert H tel que P> = P.
Montrer que P est la projection orthogonale sur un sous-espace fermé de H.

PROPOSITION
Soit {x;}ic; un systéme orthonormé d’un préhilbertien H. Alors
(@) Pour tout S C I sous-ensemble fini on a

2 2.
1Y xill* = ) llill®;
ieS i€S
(b) Tout systeme orthonormé {x;};c; est un sytéme linéairement indépendant
de H, i.e. pour tout S C I sous-ensemble fini, {x;};cs sont linéairement indé-
pendents.

Une conséquence de cette proposition est, comme une suite orthogonale (ou or-
thonormée) est un systeme linéairement indépendant, alors si H contient un systeme
orthogonal infini, alors H est de dimension infinie. La réciproque est donnée par le
procédé de Gram-Schmidt 1.3.12.

Soit H un préhilbertien de dimension infinie et soit {e, },cn une suite orthonor-
mée. Si la série ) ;" ; ane, converge vers x € H alors

(o)
x =Y aney,
n=1

En effet, par continuité du produit scalaire, pour tout n € IN,

(x,en) = <i Kxey, en> = i aglex, en) = ty, (1.14)
k=1

k=1
d’ot

x = i(x, en)en. (1.15)
n=1

En dimension finie, ces séries convergent puisque toute suite orthonormée est
finie. Par contre, en dimension infinie, il y a deux questions fondamentales concer-
nant le membre de droite de la formule (1.15)

1° Est-ce que la série converge ?

2° Si la série converge, converge-t-elle vers x dans H ?

Plus généralement : est-ce que la famille est sommable ? et si elle est sommable
sa somme est-elle égale a x ? Voir en appendice la notion de famille sommable

On va traiter ces questions dans le cas général
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PROPOSITION
(I'inégalité de Bessel) Soit H un espace préhilbertien et soit {e; };c; un systéeme ortho-
normé dans H. Alors pour tout x € H, la famille réelle (|(x, ¢;}|?)ic;

est sommable et on a 1'inégalité de Bessel suivante :

Y [ (xen? < [l (1.16)

ael

Démonstration: Soit S C I un sous-ensemble fini. Alors,

0< [lx— ) (e =[xl = 2%e ) _{x, ei)(es, x) + ) [{x, )

i€S €S i€$
= [lxll* = Y. [{x, e} |?
i€S

D’ou

> (e} | < ]l

i€$

En prenant le sup sur tous les sous-ensembles fini S C I, on obtient 'inégalité de

Bessel : Yicq [{x, e:) > < || x| -
REMARQUE

On appellera identité de Parseval si I'égalité a lieu dans I'inégalité de Bessel i.e. ||x||* =
Tier [(x,e1) . (1.16).

PROPOSITION
Soit H un espace préhilbertien et soit { f; };c; un systéme orthogonal dans H. Alors
S = Y .1 fi existe si et seulement si ¥, || fi[|* < oo.

On suppose que Y¢; || fil|> < oo, alors

L |IS]1? = Laer Ifill?
2. Pour tout x € H,ona (x,S) = Yic;(x, fi)-

Démonstration:

COROLLAIRE
Soit H un espace préhilbertien et soit {¢;};c; un systéme orthonormé dans H. On

pose F = vect{e;}icy.
Alors pour tout x,y € Hona:

1. Ppx =Y c1(x, e)e;
2. ||Prx||* = Lper [(x, ei) |7
3. (Pex,y) = Luer(x i) (eiy)
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Démonstration: D’apres l'inégalité de Bessel, pour tout x € H, ¥ic; |(x,e;) > < [|x]|?
et dapres la proposition précédente Px := Y, (x, e;)e; existe dans H, et pour tout
y€ Hona

(Px,y) = () (v, ei)eiy) = ) (x,ei)eiy).
ael ael
En particulier si y = ¢;, alors (Px,e;) = (x,y),i.e. (x — Px,e;) = 0, comme j € [
est quelconque, on a pour tout y € vect{e; }icj, (x — Px,y) = 0 et par continuité du
produit scalaire, (x — Px,y) = 0 pour touty € F, d’apres le théoreme de la projection
onaP = Pr.
Maintenant, PI% = Pr et Pr auto-adjoint entrainent : ||Prx||> = (Prx, Prx) =

(PEx,x) = (Prx, x) = Yaer(x,ei) (e, x) = Laer(x, i) (x, 6i) = Yaer [{x, €)% ]
1.5 Base Hilbertienne

DEFINITION
Soit H un espace de Hilbert. Une base hilbertienne de H est un systeme orthonormé

{ei}ics total c-a-d que H = M'

REMARQUE (x,e)) = 0
— {e;}ics est une base Hilbertienne si et seulement si o ] =x=0.
pour touti € I
. . —_—
— En effet, si (x,e;) = 0, pour tout i € I, alors x € vect{e;};=; = vect{e;}ic; =
H+ = {0}.
THEOREME

Soit H un espace de Hilbert et {e; };c; un systéme orthonormé.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. {e;}ics est une base hilbertienne.
2. Pour toutx € H, x = Y ;c;(x,¢;)e;
3. Pour tout x,y € H,

<x' y> = Z<xr ei> <ei/y> = Z<X, ei)W

i€l iel

4. Pour tout x € H, ||x||? = Tjcs [{x, ;)| ('identité de Parceval)

Démonstration: - (1)= (2), D’apres le corollairel.4.19, appliqué a F = H et donc
Py est égale a l'identité, on aura pour tout x € H: x = Pyx = Y, ;(x,e;)e;
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— (2)=(3), conséquence de la proposition précédente

- (3)=(4), Il suffit de prendre y = x

- @)=@1),Six € vect{ei}ieﬁ, d’apres 4), ||x|| = 0, i.e. x = 0, ceci entraine que
vect‘{ei}ielL = {0} et donc vect{e;};e; = {0}+ = H. n

On va m’aintenant s’intéresser au probléme de l'existence d'une base hilber-
tienne. On va commencer par considérer le cas dénombrable.

1.5.5 DEFINITION
Soit (E,d) un espace métrique.
On dit que E est séparable s’il existe une partie dénombrable ID sous-ensemble
de E qui soit dense dans Ei.e D = E.

1.5.6 EXEMPLE. Les espaces IR et C sont séparables.
D = Q pour le premier et D = Q + iQ pour le second.

1.5.7 EXEMPLE. 1. Pour tout 1 < p < 400, 'espace de Banach
P(N) = {(xn)neN; Lpen |Xn|P < +oo} est séparable (exercice)

2. Par contre, 'espace de Banach ¢®(IN) = {(x,);||(xn)[|c = sup,, || < +oo}
n’est pas séparable.
Preuve:
On note, pour tout A C IN, par x4 'élément de ¢*(IN) défini par xa(n) =
1 sinc A
0 sing A
On remarquera que A # B si et seulementsi ||[x4 — x5l =1
Maintenant, si on suppose que (°(IN) est séparable, il existe alors un sous-
ensemble dénombrable D C ¢*(IN) tel que D = ¢*(IN), en particulier pour tout
A € P(N) il existe dy € D tel que ||ds — xall < %, On définit une application
¢ : P(N) — D enassocianta A € P(IN) une des suites d4 € D. Cette application
est injective, car si A # B, 'inégalité triangulaire nous donne

1 1
lda —dBllec > [IXa = Xbllo = l|da — Xallo = |dB — XBlo > 1 — 573 =0

et donc dy # dpi.e. I'application ¢ est injective.
Ainsi, CardD > CardP(IN) mais comme P (IN) est équipotent a R, ceci contredit
I'hypothése D dénombrable.

1.5.8 THEOREME
Un espace de Hilbert H est séparable si et seulement s’il admet une base hilbertienne
dénombrable.
Dans ce cas toutes les bases hilbertiennes sont dénombrables.
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Démonstration: Soit D = {u, },eNn un sous-ensemble dénombrable et dense dans H.
On peut supposer que la famille est libre. D’apres le procédé de Gram-Schmidt1.3.12,
il existe une suite orthonormée {e,, } ,>1 telle que pour toutn € IN, vect{ey, - - ,e,} =
vect{uy, - -+ ,u,}. Il nous reste a montrer que la suite est totale.

Soit x € H, tel que (x,e,) = 0 pour tout n € N alors, (x,u,) = 0 pour tout
n € IN. Comme, D est dense dans H, on peut choisir une sous-suite u,, telle que
limy_, | o Uy, = x, par suite ||x||? = limy_, oo (X, 11, ) = 0 d’ot1 x = 0.
Réciproquement, soit {e, } e est une base hilbertienne de H. On pose

D = vectqtig{en}nen = {E anen; I CIN, cardl < 4ooet a, € Q4 iQ}.
nel

On vérifie que ID est dénombrable et dense dans H.

Finalement, soit {e;, },en une base hilbertienne dénombrable de H (on vient de
montrer 1’existence) et B = {u;}ic; une autre base hilbertienne de H.

On pose, pour tout n, B, = {u € B; (ey, u) # 0} et B = U,eNBy.
Comme la famille B = {u;};c; est une base hilbertienne de H, pour tout , la sé-
rie Y ;<1 (en, ui)u; est sommable, ainsi B, dénombrable (voir Appendice : proposition
1.7.5) et par suite B est dénombrable comme réunion dénombrable d’ensembles dé-
nombrables.

Soit u € B\ B, alors pour tout n € N, (u,e,) = 0 et comme {e, },en est une

base hilbertienne, u = 0, ce qui est impossible car ||u|| = 1, donc nécessairement
B\ B = @ et par suite f = B est dénombrable. m
EXEMPLE. La suite orthonormée {ey, }nen de £?(IN) donnée dans Exemple 1.2.6 est une

base orthonormée. on I'appelera base stetard de (>(IN). On rappelle que

en=1(0,---,0,1,0,---) pourtout n € N.
N———

n—1

En effet, pour tout x = {¢n }nen € £2(IN), alors,

(o] (o]
xl> =Y 6> = ) [{x en)
n=1 n=1

d’apres le théoreme 1.5.3, {e, } neN est une base hilbertienne. Comme elle est dénombrable,
I'espace de Hilbert ¢>(IN) est alors séparable.

Tout espace vectoriel normé de dimension finie 7 est algebriquement isomorphe
et homéomorphe a K”. Le théoréme suivant étend ce résultat aux espaces de Hilbert
séparables de dimension infinie
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THEOREME

Soit H un espace de Hilbert séparable et {e, },cn une base hilbertienne. Alors, 1’ap-
plication ¢ : H — ¢?(IN), définie par ¢(x) = {(x,e,) }»en est une application uni-
taire .

Démonstration: D’apreés 'inégalité de Bessel (1.16), ¢ est bien définie, i.e. p(x) € £2(IN).
Pour toutx,y € Heta,p € K,

plax + By) = {(ax + By, en)} = {a{x,en) + By, en) } = ag(x) + Bo(y),

d’ou ¢ estlinéaire. D'apres, I'identité de Parseval, ¢ est surjective, en effet si (a, ) nen €
(2(IN) alors x = ¥_,,c 4ney est un élément de H, car (x,e,) = a,.

@ est une isométrie car || @(x)]|?> = Licr |(x, ex) > = (x,x) = || x|

Ainsi @ est un isomorphisme linéaire et isométrique. n

On va maintenant montrer que tout espace de Hilbert (méme s’il n’est pas sépa-
rable) admet une base hilbertienne.Ce résultat est basé sur le lemme de Zorn (qui
est un équivalent de I’axiome du choix).

DEFINITION
Soit (A, <) un ensemble ordonné.
- On dit qu'une partie B C A est totalement ordonnée si (B, <) est totalement
ordonné, i.e. pour tout x,y € Bonax <youy < x.
— Un élément a de A est dit maximal s'il n’existe pas de x € A — {a} tel que
a<x.
— On dit que (A, <) est inductif si toute partie totalement ordonnée admet un
majorant.

LEMME (LEMME DE ZORN)
Tout ensemble ordonné et inductif admet un élément maximal.

THEOREME
Tout espace de Hilbert H admet une base hilbertienne.

Démonstration: On désigne par B 1'ensemble des systemes orthonormés de H, or-
donné par 'inclusion (C).(cette relation est une relation d’ordre partiel)

Montrons que (B, C) est inductif.

Soit {B;,i € I} une partie totalement ordonnée de (B, C), alors UjcB; est un
majorant, il suffit pour cela de montrer que Ujc[B; est un sytéeme orthonormé. En
effet, si x,yy € Uie(B;, x # y, alorsil existe j € I tel que x,y € Bj, d’ot [|x|| = [|y|| = 1
et (x,y) = 0, ainsi on a montrer que Ujc[B; est un sytéme orthonormé.
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D’apres le lemme de Zorn, il existe un élément maximal B dans B. Il reste a
montrer que B est total. Sinon, il existerait un x € H de norme 1 qui est orthogonal
a B, en particulier x ¢ B.

Alors, BU {x} est un sytéme orthonormé qui contient B, ceci contredit le carac-
tére maximal de B. Donc B est total et par suite une base hilbertienne.

EXEMPLE. Soit I est un ensemble non dénombrable alors,

2(1,C) = {x = {xi}ie1 : x1 € C, Z|xi|2 est sommable } est un espace de Hilbert
icl

non séparable.

Une base hilbertienne de ¢?(I,C) est donnée par la famille de vecteurs {e;};c; avec

e = ((51']‘)]'61 ot 4;; est le symbole de Kronecker défini par 6;j = 0sij # ietd; = 1.

1.6 Le théoreme de représentation de Riesz

Les espaces de Hilbert possedes des propriétés de dualités remarquables.

DEFINITION
Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé. On note par E’ son dual topologique, i.e.
I'espace vectoriel des formes linéaires continues f : E — K.

Cet espace est muni de la norme

1£1 = sup{lf(x)[; l[x[} < 1}.

Exercice Montrer que (E/, ||.||) est un espace vectoriel normé complet i.e. un espace
de Banach.

Soit H un espace de Hilbert, pour y € H on associe la forme linéaire sur H,
ly : H — C définie par [,(x) = (x,y). D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a
1Ly, (x)] = [{x,y)| < |lyl||lx|| d’otr la forme linéaire I, est continue, donc un élément
de H'.

On définit alors une application ® : H — H', quiay € H associe ¢(y) = .

THEOREME (LE THEOREME DE REPRESENTATION DE RIESZ)
Soit H un espace de Hilbert. Alors

1) L'application Phi est une isométrie i.e. pour touty € H, ||I,|| = [|y||.

2) Si f est forme linéaire continue ie. f € H’, il existe un unique y € H tel que

f=lyet|lfl =yl

Démonstration: 1) 1l suffit de supposer que y # 0, alors de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz on a ||I,|| < ||ly||, d’autre part I,(y) = |y||?, entraine ||I,|| > ||y||, d’otx

12y [l = Tlyll
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2) Soit f € H',si f = 0,alors f = lp. Maintenant, si f # 0, on pose F = ker f, comme
f est continue ker f est un sous-espace vectoriel fermé de H, d’apres le théoreme
1.4.2, F* # {0}. Il en résulte I'existence de yg € F*+ — {0}, alors f(yo) # 0. On
peut supposer quitte a diviser par le scalaire f(yo), que f(yo) = 1.

Soit x € H, on vérifie directement que x — f(x)yo € F d’ou (x — f(x)yo,y0) =0

et ainsi (x,y0) = f(x)||yo||? finalement f(x) = (x, ﬁ} = (x,y) avecy = HyyoOH

7.

1.6.5 COROLLAIRE
Soit H un espace de Hilbert. L'application ® : H — H’, définie par ®(x) = (., x) est
une isométrie antilinéaire et bijective de H sur H'.

Application : Opérateur adjoint

Soient H et K deux espaces de Hilbert et A : H — K une application linéaire
continue.

Il existe alors une unique application linéaire continue A* : K — H telle que
pourtoutx € Hety € Kona:

(Ax,y)k = (x, A"y)n

Onaenplus ||A*|| = || Al et A*™* = A.
L’application A* est appelée I'application adjointe de A.

Démonstration: Soit y € K fixé, 'application de H — C définie par x — (Ax,y)k est
une forme linéaire continue, d’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe
un unique élément de H, noté A*y tel que (Ax,y)x = (x, A*y)y Grace a 'unicité,
on définit ainsi une application A* : K — H. En utilisant encore 'unicité, on montre
que A* est linéaire.

On va maintenant établir sa continuité. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz
ona

[(x, Ay)u| = [{Ax,y)x| < [[Ax|llyll < (A=Yl

D’ott la norme de la forme linéaire x — (x, A*y)py, a savoir ||A*y| < ||A]l|lyl-

On en déduit la continuité de A* et I'inégalité || A*|| < ||A]|.
Maintenant par unicité de l'opérateur adjoint, on aura A** = (A*)* = A et
d’apres ce qui précede ||A| = [|[A*]] < ||A*||, d’ou ||A*|| = || A]]. n

1.7 Annexe

I) Applications linéaires continues
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DEFINITION (APPLICATION LINEAIRE)
Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||r des espace vectoriels normés, et T : E — F une applica-
tion linéaire. On définit lanorme de T , || T|| par

IT|| = sup{[|Tx[lr: x € E, [[x[|[e < 1}.

Si ||T|| < oo on dit que T est bornée.
Dans ce cas, pour tout x € Eona ||Tx||g < ||T| ||x] £

THEOREME
Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||r) des espace vectoriels normés, et T : E — F une appli-
cation linéaire.Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. T est bornée
2. T est continue
3. T est continue en un point xo € E.

IT) Familles sommables

DEFINITION
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé.

On dit que la famille (x;);c; est sommable de somme S et on écrit S = Y ;. x;, si
pour tout ¢ > 0, il existe une partie finie J. C I telle que pour toute partie finie K C I
contenant J; on ait ||S — Y;cx x| < e

REMARQUE
1. La somme d’une famille sommable est unique.
2. Soit (x;)ies et (y;)ier sont des familles sommables de somme respectivement S
et §’. Alors pour tout A, u € K on la famille (Ax; + py;)ic; est sommable et de
somme AS + uS'.

Dans une famille sommable il n'y a qu'un nombre dénombrable de termes non
nuls
PROPOSITION
Soit (E, |.]|) un espace vectoriel normé. Si (x;);c; est une famille sommable de E,
alors ’ensemble D = {i € I;x; # 0} est au plus dénombrable.

Démonstration: D’apres la définition de famille sommable, pour tout entier n > 1, il
existe un sous-ensemble fini |, de I, tel que pour tout sous-ensemble fini L C I — J,
. 1
onait || Yjep xifl < 5
En particulier, pour touti €C I — J, ona [x;]| < 1.

. 1 : .
D’autre part, D = Uy>1{i € [; ||x;|| > E} (en effet, si x; # 0, alors il existe ng > 1

tel que ||x;|| > nlo ie.x;e{ie x| > io}
Finalement, D C U,>1]J, est au plus dénombrable (contenu dans une réunion
dénombrable d’ensembles finis).



1.7.7

1.7.8

1.7.9

1.7.11

1.7.13

1. Espaces de Hilbert: Annexe 33

DEFINITION (CRITERE DE CAUCHY)
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé.

On dit que la famille (a;);c; vérifie le critere de Cauchy, si pour tout e > 0, il
existe une partie finie J¢ C I telle que pour toute partie finie L C I disjointe de ] on

ait || iep ai| <e.

THEOREME
(i) Toute famille sommable vérifie le critere de Cauchy.

(ii) Si(E, ||.||) est un espace de Banach, on a réciproquement, toute famille vérifiant
le critere de Cauchy est sommable

ITT) Complétion d’un espace espace vectoriel normé

Si (E, ||.||) est un espace vectoriel normé (non complet) on consideére 1’ensemble
E de toutes les suites de Cauchy de E. On définit une relation d’équivalence ~ sur E
par deux suites de Cauchy sont équivalentes si leur différence tend vers 0. On note
E = E/ ~ I'ensemble des classes d’équivalences. Il n’est pas difficile de voir que E
et £ héritent d’une structure d’espace vectoriel.

LEMME
Si (x5 )neN est une suite de cauchy de E alors la suite (||x,||)en converge dans R.

Démonstration: Grace a l'inégalité |||x,| — ||xmll| < |20 — Xm|, (||xn|])nen est une
suite de Cauchy et la complétude de R permet de conclure. m

On peut alors définir la norme d’une suite de Cauchy (x,),en, par

1Glo = tim_ [zl

Vérifier que ||.||o est une norme sur E ( mais pas sur E pourquoi ?).
On a le théoreme :

THEOREME

(E, ||.]lo) est un espace de Banach et E est dense dans E.
( On identifie x € E avec la classe des suites qui convergent vers x.)
L'espace E est le complété (ou la complétion) de E

Démonstration: En effet, si (x*) = ([(x),en]) est une suite de Cauchy de E, alors
y = [(xI)nen] est sa limite (a vérifier). n
REMARQUE

Une autre construction du complété d’un espace préhilbertien :

Soit E un espace préhilbertien et E’ son dual topologique. L'application ¢ : E —
E’ définie par ¢(y) = I, est une isométrie antilinéaire (voir 1.6.3). On pose H = ¢(E).
Alors H est complet, comme fermé du complet E’, est un espace de Hilbert. D’autre
part ¢ : E — H est une isométrie d'image dense, alors H est le complété de E.



