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Exercice 4.1. Calculer les transformées de Fourier de f et g définies sur R par :

_ f cos(2mx) si|x| <3} _ [ sinQQmx) silx| <
S(x) = { 0 sinon. etglx) = 0 sinon.

Exercice 4.2. Soit A une matrice symétrique réelle n x n telle qu’il existe une
constante o > 0 avec (Ax, x) > al/x]|? Vx € R

1. Montrer que la fonction f définie par x > e~ (4%} est dans L' (R").
2. On se propose de calculer la transformée de Fourier de f.

1) Traiterlecasn = 1.

ii) Traiter le cas A diagonale.

iii) En diagonalisant A dans une base orthonormée, déduire la transformée
de Fourier de f.

Exercice 4.3. Calculer la transformée de Fourier de f* définie par :
l4+x si —1=<x=<0

fx)=49 1—x si0<x<1
0 sinon.
En déduire f0+°° Si‘;;x dx.

Exercice 4.4. Soit f la fonction indicatrice de I’intervalle [—1, 1].
a) Calculer fet f f.
b) En déduire les transformées de Fourier des fonctions :

sin? (27 x)

x> (2= |xPLl-2z et x> ————dx.
X

Exercice 4.5. Soit A > 0 on pose pour tout x € R, f(x) = e I,

a) Calculer la transformée de Fourier de f.

1

b) En déduire la transformée de Fourier de I"application x > =7 --.



c) En déduire les valeurs des intégrales suivantes

+o00 +o0 ;
COS X x sinx
/ dx et / ——dx.
0 0

1+ x2 (1 + x?)?

Exercice 4.6. Soit / € L'(RR) une fonction impaire.
+o0
a) Montrer que pour tout x € R,ona: f(x) = —2i f(t)sin2rxt)dt.
0

+00 sin

b) Prouver que la fonction ¢(x) = |, “Ldu est définie, continue et bornée

X u
sur [0, +o0].

R / +o00 27Rx ;
¢) Montrer que I’on a : f @a’t = / —2if(x) (/ Smudu) dx.
1 0 2 u

X
R f(t) +o00
En déduire : lim —=dt = -2i f(x)p(2rx)dx.
R—>+o00 Jq t 0

. .. . o X si0<x =<1
d) Soit g la fonction impaire, définie sur R par g(x) = ’

e six >1

i) Montrer que g € Cy(R).
1) On suppose que g est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable
/. Montrer que f est nécessairement impaire (presque partout).

i11) En déduire que g n’est pas la transformée de Fourier d’une fonction inté-
grable i.e. I’application ~: L'(R) — Co(R) n’est pas surjective.

Exercice 4.7.
1. Montrer qu’il n’existe pas de fonction / € L!(R) telle que pour tout g €
L'(R)onaitg » f = g.
2. Résoudre dans L!(R), I’équation [ » f = f.

Exercice 4.8. Pour / € L!(R), on note f la transformée de Fourier de f. Pour
g € L?(R), on note F(g) la transformée de Fourier-Plancherel de g.

1. Soit f € L'(R) et g € L?(R). Parmi les deux formules suivantes, laquelle
peut avoir un sens ? m = f]—"(g) ou F(f~g)= f]-"(g).

2. Soit f,g € L?*(R). Parmi les deux formules suivantes,/l\aquelle peut avoir
un sens ? F(f) x F(g) = F(fg) ou F(f) » F(g) = fg.

3. Onnote f,(x) = % Déduire de la question précédente f, x f5, avec
a,b > 0.

4. Montrer que I’équation f « f = f,ou f € L?(R) admet une infinité de
solutions. Comparer avec le cas ot f € L!(R).



Exercice 4.9. I’espace de Schwartz est I’espace S(R?) des fonctions C®, véri-
fiant (1 + ||.|)"™ D% f € L, pour tout m € N et tout multi-indice o« € N?.

(1) Montrer que C®(RY) C S(R¥) C L? pour tout p € [1, +o9].

(2) Soient f et g deux éléments de S(R?). Justifier que fg et f » g sont encore
éléments de S(RY).

(3) Montrer que la transformée de Fourier est un isomorphisme de S(R?).



