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Exercice 2.1. Soit E = M,,(R) I’espace des matrices carrées d’ordre 7.

1. Vérifier que I’application (.,.) de E x E dans R définie par
(M, N) = tr("M N) est un produit scalaire.
2. Déterminer la norme de la matrice identité et de la matrice
M =@+ j)isijzn
3. On note par S,(R) I’espace des matrices symétriques et A, (R) celui des

matrices antisymétriques.
Montrer S, (R)* = A,(R) et que E = S,(R) ® A,(R)

4. Déterminer inf Z (aij —i — j)*|ou A = (a;j) € An(R)

1<i,j<n

Exercice 2.2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés et /' : E — F une
application linéaire. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f estcontinue.

b) f est continue en 0.

c) f estcontinue en un point.

d) il existe une constante C > 0 telle que pour tout # € E on ait
I/ @llF = Cllull e

Exercice 2.3.

a) Soit E un espaces vectoriel et P : E — E une application linéaire telle que
P> =P
Montrer que £ = Ker f @ Jm f et que P est la projection sur Jm f* paralelle-
ment a Ker f.

b) Soit H un espace de hilbert et P : H — H une application linéaire.
Montrer que P est la projection orthogonale sur un sev fermé de H si et seule-
ment si P vérifie :

P2 =PetVx,y e H (P(x),y) = (x, P(p)).
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Exercice 2.4. Soit H un espace de Hilbert. Soient (Cj,),ey une suite de déroissante

de convexes fermés non vides (C, D C,41)de HetC = ﬂN C,.
ne

a) Montrer que C est un convexe fermé.

b) Montrer que pourtoutx € H,n > m,ona || Pc,(x)—Pc,,(x)|| < 2d(d,—d)
ou Pc, etd, (resp. Pc et d ) sont la projection sur C, et la distance de x a C,
( resp. la projection sur C et la distance de x a C).

c) En déduire que pour tout x € H, lim,— o Pc,(x) = Pc(x).

Exercice 2.5. Soit N un entier naturel.

On considere la forme linéaire f : [2(N) — C, u = (Xp)nen = f(u) = xn.
Déterminer le vecteur u de /?(N) tel que pour tout u € /?(N) on ait

fu) =<u,ug>.

Exercice 2.6.

1. Soit u = (up)nen € I*(N). Montrer que la série entidre Y, ., u,z" a un
rayon de convergence > 1.

2. Soit A € C, tel que |A| < 1, on définit I’application f : /?2(N) — C, par
f(u) = ZnZO unkn'
Déterminer le vecteur uo de /?(N) tel que pour tout . € /?(N) on ait
f(u) =< u,uy > . Quelle est la norme de f?

Exercice 2.7.
1. L'ensemble 4 = {u = (un)nen € I*(N): Y5, “= = 0}, est-il fermé dans

[2(N)?
2. Montrer que C = {u € L?(]0, 1]);f01 @ = 0} n’est pas fermé dans
L*([0, 1)).
0 si0=<t= nLZ
indication : on pourra considérer la suite u,(t) = { —1 si nLZ <t < %
1 si % <t =<1

3. L'ensemble B = {u = (un)nen € [*(N);D_,>, f‘/—"ﬁ = 0}, est-il fermé dans
12(N) 2

Exercice 2.8. Soit £ un espace de Hilbert et F; et F, deux sous-espace de E.

a) Montrer que (F; + F»)* = FinFi
b) Si de plus F; et F, sont fermés, montrer que (F; N F»)* = FlL + F2L

Exercice 2.9. Soient H; et H, deux espaces de Hilbert et ® : H; — H, une
application linéaire.
1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. ||[@)| = ||u||, pour tout u € H;.

2. < ®(u),®(v) >=<u,v > pourtout u,v € Hi.
2) Soit @ une isométrie linéaire. Montrer que :

1. @(H;) est un sous-espace de Hilbert de H,.

2. Si E; est sous-espace vectoriel dense de H; alors @(E ) est un sev dense
dans ®(H,).

3. Si (ex)rea est une base hilbertienne de H; alors @((e))rca) est une base
hilbertienne de @ (H,).

Exercice 2.10. (Polyndmes de Legendre)
Sur R[X] on définit une forme bilinéaire :

1
(P,Q) = /_ P(t)O(1) dt.

1

1. Vérifier que R[.X] muni de cette forme est un espace préhilbertien.
2. Est-ce que c’est un espace de Hilbert ? sinon quel est son complété ?

3. En appliquant a la base (X"),en le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt, montrer qu’il existe une unique famille orthonormée ( P,),cn dans
laquelle P, est un polyndome de degrés n et (P,, X") > 0.

4. En déduire que (Py),en est une base hilbertienne de L?([—1, 1]).
5. On définit le polyndome Q, par

n

2np! dxn

On(x) = (x2—1)".

Montrer que Q, est de degré n et a n racines simples dans | — 1, 1[.
Montrer que Q) est orthogonal a tout polyndome de degré strictement infé-
rieur a n et en déduire que O, = A, P,.

Déterminer la valeur de ||Q,||* puis celle de A,. Enfin calculer Q,(1) et
On(=1).

6. Etablir les relations
Vn=2, nQ,=Qn—1)X0u 1 —(1n—1)0us

et

d [1=x*)P,] (x) +n(n+1)Py(x) =0

VhneN,VxeR —
X



