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Exercice 2.1. Soit E DMn.R/ l’espace des matrices carrées d’ordre n:

1. Vérifier que l’application h:; :i de E �E dans R définie par
hM;N i D tr.tMN / est un produit scalaire.

2. Déterminer la norme de la matrice identité et de la matrice
M D .i C j /1�i;j�n

3. On note par Sn.R/ l’espace des matrices symétriques et An.R/ celui des
matrices antisymétriques.
Montrer Sn.R/? D An.R/ et que E D Sn.R/˚An.R/

4. Déterminer inf

8<: X
1�i;j�n

.aij � i � j /2j où A D .aij / 2 An.R/

9=; :
Exercice 2.2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés et f W E ! F une
application linéaire. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est continue.
b) f est continue en 0:

c) f est continue en un point.
d) il existe une constante C > 0 telle que pour tout u 2 E on ait
kf .u/kF � CkukE:

Exercice 2.3.
a) Soit E un espaces vectoriel et P W E ! E une application linéaire telle que

P 2 D P:

Montrer que E D Kerf ˚ Imf et que P est la projection sur Imf paralèlle-
ment à Kerf:

b) Soit H un espace de hilbert et P W H ! H une application linéaire.
Montrer que P est la projection orthogonale sur un sev fermé de H si et seule-
ment si P vérifie :

P 2 D P et 8x;y 2 H; hP .x/;yi D hx;P .y/i:
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Exercice 2.4. Soit H un espace de Hilbert. Soient .Cn/n2N une suite de déroissante
de convexes fermés non vides (Cn � CnC1) de H et C D \

n2N
Cn:

a) Montrer que C est un convexe fermé.
b) Montrer que pour tout x 2 H , n � m, on a kPCn

.x/�PCm
.x/k � 2d.dn�dm/

où PCn
et dn ( resp. PC et d ) sont la projection sur Cn et la distance de x à Cn

( resp. la projection sur C et la distance de x à C ).
c) En déduire que pour tout x 2 H , limn!C1 PCn

.x/ D PC .x/:

Exercice 2.5. Soit N un entier naturel.
On considère la forme linéaire f W l2.N/ ! C, u D .xn/n2N 7! f .u/ D xN :

Déterminer le vecteur u0 de l2.N/ tel que pour tout u 2 l2.N/ on ait
f .u/ D< u;u0 > :

Exercice 2.6.
1. Soit u D .un/n2N 2 l2.N/: Montrer que la série entière

P
n�0 unzn a un

rayon de convergence � 1:

2. Soit � 2 C, tel que j�j < 1, on définit l’application f W l2.N/ ! C, par
f .u/ D

P
n�0 un�

n:

Déterminer le vecteur u0 de l2.N/ tel que pour tout u 2 l2.N/ on ait
f .u/ D< u;u0 > : Quelle est la norme de f ?

Exercice 2.7.
1. L’ensemble A D fu D .un/n2N 2 l2.N/I

P
n�1

un

n
D 0g, est-il fermé dans

l2.N/ ?

2. Montrer que C D fu 2 L2.Œ0; 1�/I
R 1

0
u.t/

t
D 0g n’est pas fermé dans

L2.Œ0; 1�/:

indication : on pourra considérer la suite un.t/ D

8̂<̂
:

0 si 0 � t � 1
n2

�1 si 1
n2 < t � 1

n

1 si 1
n
< t � 1

3. L’ensemble B D fu D .un/n2N 2 l2.N/I
P

n�1
unp

n
D 0g, est-il fermé dans

l2.N/ ?

Exercice 2.8. Soit E un espace de Hilbert et F1 et F2 deux sous-espace de E:

a) Montrer que .F1 C F2/
?
D F?1 \ F?2

b) Si de plus F1 et F2 sont fermés, montrer que .F1 \ F2/
?
D F?1 C F?2

Exercice 2.9. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et ˚ W H1 ! H2 une
application linéaire.

1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. k˚.u/k D kuk, pour tout u 2 H1:

2. < ˚.u/; ˚.v/ >D< u; v > pour tout u; v 2 H1:

2) Soit ˚ une isométrie linéaire. Montrer que :

1. ˚.H1/ est un sous-espace de Hilbert de H2:

2. Si E1 est sous-espace vectoriel dense de H1 alors ˚.E1/ est un sev dense
dans ˚.H1/:

3. Si .e�/�2� est une base hilbertienne de H1 alors ˚..e�/�2�/ est une base
hilbertienne de ˚.H1/:

Exercice 2.10. (Polynômes de Legendre)
Sur RŒX � on définit une forme bilinéaire :

hP;Qi D

Z 1

�1

P .t/Q.t/ dt:

1. Vérifier que RŒX � muni de cette forme est un espace préhilbertien.

2. Est-ce que c’est un espace de Hilbert ? sinon quel est son complété ?

3. En appliquant à la base .X n/n2N le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt, montrer qu’il existe une unique famille orthonormée .Pn/n2N dans
laquelle Pn est un polynôme de degrés n et hPn;X

ni > 0:

4. En déduire que .Pn/n2N est une base hilbertienne de L2.Œ�1; 1�/:

5. On définit le polynôme Qn par

Qn.x/ D
1

2nn!

dn

dxn
.x2
� 1/n:

Montrer que Qn est de degré n et a n racines simples dans � � 1; 1Œ:

Montrer que Qn est orthogonal à tout polynôme de degré strictement infé-
rieur à n et en déduire que Qn D �nPn:

Déterminer la valeur de kQnk
2 puis celle de �n: Enfin calculer Qn.1/ et

Qn.�1/:

6. Établir les relations

8n � 2; nQn D .2n � 1/XQn�1 � .n � 1/Qn�2

et

8n 2 N ;8x 2 R
d

dx

�
.1 � x2/P 0n

�
.x/C n.nC 1/Pn.x/ D 0
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