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1. Espaces de Hilbert

Exercice 1.1. Soit £ un espace préhilbertien. Soit u, v deux vecteurs de E.

1. Montrer que le cas d’égalité | < u,v > | = |ju|| |v] a lieu si et seulement
si u et v sont colinéaires.

Qu’en est-il de I’égalité ||u + v|| = ||ul| + ||v].

2. Soit u# un vecteur non nul et « un réel. Soit f : E — E définie par
f(x) = x —a(x,u).u pour tout x.
Déterminer o pour que { £(x), f(y)) = (x, y) pout tout (x, y) € E>.

Exercice 1.2. Pour p € [1, +00], on définit sur C?, la norme || ||, par ||(x, y)|l, =

1,
([x]7 + [y|P)? sip < +ooet [[(x, y)lloo = max (|x].|y]).
Montrer que | ||, est associée a un produit scalaire si et seulement si p = 2.

Exercice 1.3. Pour p € [1, +o0], montrer que la norme de L?([0, 1], C) est issue
d’un produit scalaire si et seulement si p = 2

Exercice 1.4. L’espace C([0, 1]) des fonctions continues sur [0, 1], muni du pro-
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duit scalaire induit par L*([0, 1]): < u,v >= / u(t)v(t) dt, est-il un espace de

Hilbert? ’

Exercice 1.5. Soit /'(N) = {a € I*(N), Y72 n?|an|* < +oo}. On pose pour
touta = (ay) etb = (b,) éléments de 1! (N)

+o00
<a,b>= Z(l + nz)anE.

n=0

1. Montrer que I’application < .,. > est un produit scalaire. Montrer /! (N)
muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.

2. Montrer que /' (N) est dense dans /?(N).
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3. Montrer que la boule unité fermée de /' (N) est compacte dans /?(N).

Exercice 1.6.

1. Soit H un espace de Hilbert et @ € H \ 0. Montrer que Vu € H
d(u{ayt) = S

llall

2. Soit F le sous-espace de L2([0, 1]) défini par
F = {f € L0, 1]),f01 f(x)dx = 0}. Montrer que F est un fermé et
calculer la distance de la fonction f : x > e* a F.

Exercice 1.7. Soit £ un espace vectoriel normé.

1. Montrer que la boule unité B = {u € E, ||u|| < 1} est un convexe fermé.
2. Pour tout ||u|| > 1, montrer I’existence d’un v € B tel que

|lu —v|| = d(u, B). Est-il unique?

Exercice 1.8. Soit £ un C-espace vectoriel muni d’une norme qui vérifie I’identité
du parallélogramme: pour toutu, v € E: |u+v|?+ lu—v|* =2 (Jlu]® + [|v]?)
On définit I’application f : E x E — C par
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1 .k k.2
f(u,v)zzlg)z lu + i"v||

On se propose d’établir que f est un produit scalaire de norme associée ||.||
( théoréme de Von neumann).
Montrer que pour tout #, v,w € EetA € Cona

S u) = ul?
- Suv) = f(u,u)
3. flut+vw)=2f(u,3)+2f(v.%)

N =

4. f(u,v) =2f(u,3)
50 flu+v,w)= f(u,w)+ f(v,w)
6. f(Au,v) = Af(u,v).

(on commencera par A € N, puis on étendra a Q, R et enfin a C).



Exercice 1.9. Soit H un espace de Hilbert et (e,),en une suite orthonormée dans
H.

1. Soitu € H. Montrer que lim,,_, { o, < u, e, >= 0. En déduire la limite de
la suite ||u — e,]|.

2. Montrer que le sous-espace V = {e,, n € N} est fermé borné mais non
compact. (indication: calculer |le,, — e,||)

3. Montrer que W = {(1+ %)en, n € N*} est fermé, mais qu’il n’existe aucun

élément v € W tel que d(0, W) = ||v|.

Exercice 1.10. Soient H; et H, deux espaces de Hilbert et & : H; — H, une
application linéaire.
1) Montrer que les relation suivantes sont équivalentes:

1. ||@)| = ||u||, pour tout u € H.
2. < ®(u),®(v) >=<u,v > pourtout u,v € Hi.

2) Soit @ une isométrie linéaire. Montrer que:

1. @(H;) estun sous-espace de Hilbert de H,.

2. Si E; est sous-espace vectoriel dense de H; alors @(E) est un sev dense
dans @(H,).

3. Si (ex)rea est une base hilbertienne de H; alors @((e;)rca) est une base
hilbertienne de @ (H,).

Exercice 1.11. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé.

1) On dit que E est lisse si la fonction norme possede des dérivées dans toutes
les directions en tout point différent de 1’origine, en d’autres termes pour tout
u#0etve Eonalim,_g WM existe.

2) On dit que E est uniformément convexe si pour tout € > 0,

inf{l—H“—“
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Montrer qu’un espace préhilbertien est lisse et uniformément convexe.

Jtel que |jul| = |v|| =1, |lu—v| > 26} > 0.




