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1.

pa(z) — eaL(z) — ea(Ln|z|+iArg(z))) — |Z|a€iaArg(z) avec —T < A’I“g(Z) < .
|pa(2>| — |€aL(z)’ — ei)%eaL(z) — eﬂ%ea.meL(z)—JmaJmL(z) — eLn\z|.£Rea—Arg(z)3mo¢ — |Z|9“;eo¢e—Arg(z)3mo¢ <
|Z’9‘ieo¢€\Ar‘g(z)|.\3mo¢|

Comme, |Arg(z)| <  , elrs@limal < ximmel Qo [p, (2)] < |2[eeermal

2. p, et la fonction z* 4+ 4 sont holomorphes sur , leur quotient f est donc une fonction

3.

méromorphe sur €. Les poles de f sont les zéros de z* + 4.

La fonction z* + 4 s’annule lorsque z* = —4, c-a-d aux points zyp = V2e'T = 1 +1i,2; =

3

iZO, Z9 = i220 = —20 et zZ3 = 1 Z0 = —iZO.

Comme pour tout i € {0,1,2,3}, pa(2;) # 0 et 2; est une racine simple de 2% +4 = 0,les
sont des poles simples de f.

.. a . , . .
(a) Au voisinage de 0, -7 =~ «%, donc l'intégrale converge si et seulement si o > —1
.. e _ . " . .
Au voisinage de 00, -f—7 ~ z“ 4 donc 'intégrale converge si et seulement si o —4 <
—lie a<3

Finalement, f0+oo xffi ;1 dr converge si et seulement si —1 < a < 3.

(b) Le lacet est C' par morceaux vg  est contenu dans € et les poles de f ne sont pas sur
YRr,e- Le théoréme des résidus s’applique donc et nous donne:

3
/ f(z)dz = 2im Z Res(f, zi)Ind, (2)
VR, e 1=0

Pour R > V2 > € > 0, le domaine limité par . contient seulement z;, d’ou
Ind,, (z) =1 et Ind,, (2;) = 0 pour i # 0.

Comme zy = v/2¢'7 est un pole simple de f, le résidu de f en ce point vaut:

Res(f, ) = P=Go) — (/2T

428’ 8t

On obtient alors,

/ f(2)dz = 2imRes(f, zi)Ind,, (z) = %(\/i)aflei(afl)g.
YR,e



(c) Sion note v, le quart de cercle de centre 0 et de rayon € orienté dans le sens négatif et
~vr le quart de cercle de centre 0 et de rayon R orienté dans le sens positif, on obtient

/ f(z)dz = f(z)dz—l—/ f(z)dz—i—/ f(z)dz—i—/ f(z)d=.
YR,e [EvR] [iR’iE] YR Ye
R o +o0 a
. . a e—0; R—+o0 T
i) [E’R]]‘T(z)alz’—/E x4+4d3: ,/0 $4+4dx

R Ji(a—1)Z .« ) - +oo i(a—1)Z .«
11) / f(Z) dz = / ¢ 1 i dx s > / 64—255 dx
[iR,ie] € rt+4 0 xt+4

D’autre part, |f(2)] < |||Z|°‘4(f)i‘ < HZ‘|Z4|i4|
D’aprés a), —1 < o < 3, d’'on
i) Timeo |, f(2)dz
mRot!
|R

iv) limp 400 ‘fm f(2) dz‘ < limp o fpr— = 0.

. e+l
< lime e = 0,

En résumé, on obtient en faisant tendre R vers +oo et € vers 0

i(a—1)T e e m V2)eleila=E
(1+e 2) i x4—|—4dx:Z( 2)* e 1

d’on

B B A L) i

1+eleD3  8cos((a—1)T)

e

400 e
dr =
/0 rat



