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Corrigé exercice 4

1. pα(z) = eαL(z) = eα(Ln|z|+iArg(z))) = |z|αeiαArg(z) avec −π < Arg(z) < π.

|pα(z)| = |eαL(z)| = eReαL(z) = eReα.ReL(z)−Imα.ImL(z) = eLn|z|.Reα−Arg(z)Imα = |z|Reαe−Arg(z)Imα 6
|z|Reαe|Arg(z)|.|Imα|

Comme, |Arg(z)| < π , e|Arg(z)|.|Imα| 6 eπ|Imα| d’où |pα(z)| 6 |z|Reαeπ|Imα|.

2. pα et la fonction z4 + 4 sont holomorphes sur Ω, leur quotient f est donc une fonction
méromorphe sur Ω. Les pôles de f sont les zéros de z4 + 4.

La fonction z4 + 4 s’annule lorsque z4 = −4, c-à-d aux points z0 =
√

2ei
π
4 = 1 + i, z1 =

iz0, z2 = i2z0 = −z0 et z3 = i3z0 = −iz0.

Comme pour tout i ∈ {0, 1, 2, 3}, pα(zi) 6= 0 et zi est une racine simple de z4 + 4 = 0,les zi
sont des pôles simples de f.

3. (a) Au voisinage de 0, xα

x4+4
' xα, donc l’intégrale converge si et seulement si α > −1

Au voisinage de +∞, xα

x4+4
' xα−4, donc l’intégrale converge si et seulement si α−4 <

−1 i.e. α < 3

Finalement,
∫ +∞
0

xα

x4+4
dx converge si et seulement si −1 < α < 3.

(b) Le lacet est C1 par morceaux γR,ε est contenu dans Ω et les pôles de f ne sont pas sur
γR,ε. Le théorème des résidus s’applique donc et nous donne:

∫
γR,ε

f(z) dz = 2iπ
3∑
i=0

Res(f, zi)IndγR,ε(zi)

Pour R >
√

2 > ε > 0, le domaine limité par γR,ε contient seulement z0, d’où
IndγR,ε(z0) = 1 et IndγR,ε(zi) = 0 pour i 6= 0.

Comme z0 =
√

2ei
π
4 est un pôle simple de f , le résidu de f en ce point vaut:

Res(f, z0) = pα(z0)

4z30
= (
√
2)α−1ei(α−1)π4

8i
.

On obtient alors,∫
γR,ε

f(z) dz = 2iπRes(f, zi)IndγR,ε(zi) =
π

4
(
√

2)α−1ei(α−1)
π
4 .

1



(c) Si on note γε le quart de cercle de centre 0 et de rayon ε orienté dans le sens négatif et
γR le quart de cercle de centre 0 et de rayon R orienté dans le sens positif, on obtient∫

γR,ε

f(z) dz =

∫
[ε,R]

f(z) dz +

∫
[iR,iε]

f(z) dz +

∫
γR

f(z) dz +

∫
γε

f(z) dz.

i)
∫
[ε,R]

f(z) dz =

∫ R

ε

xα

x4 + 4
dx

ε→0;R→+∞−−−−−−−→
∫ +∞

0

xα

x4 + 4
dx

ii)
∫
[iR,iε]

f(z) dz =

∫ R

ε

ei(α−1)
π
2 xα

x4 + 4
dx

ε→0;R→+∞−−−−−−−→
∫ +∞

0

ei(α−1)
π
2 xα

x4 + 4
dx

D’autre part, |f(z)| 6 |pα(z)|
||z|4−4| 6

|z|α
||z|4−4|

D’après a), −1 < α < 3, d’où

iii) limε→0

∣∣∣∫γε f(z) dz
∣∣∣ 6 limε→0

πεα+1

|ε4−4| = 0,

iv) limR→+∞

∣∣∣∫γR f(z) dz
∣∣∣ 6 limR→0

πRα+1

|R4−4| = 0.

En résumé, on obtient en faisant tendre R vers +∞ et ε vers 0

(1 + ei(α−1)
π
2 )

∫ +∞

0

xα

x4 + 4
dx =

π

4
(
√

2)α−1ei(α−1)
π
4

d’où ∫ +∞

0

xα

x4 + 4
dx =

π

4
(
√

2)α−1
ei(α−1)

π
4

1 + ei(α−1)
π
2

=
π(
√

2)α−1

8 cos((α− 1)π
4
)
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